Pro Mathematica : Vol. IIZ, Nos. 5 — 6, 1989

EXISTENCIA DE
PUNTOS CONJUGADOS PARA
LA ECUACION DIFERENCIAL

ORDINARIA DE 6° ORDEN*

Rolando FORNEIRO RODRIGUEZ**

En el trabajo se demuestran condiciones suficientes sobre
los coeficientes de la ecuacion diferencial ordinaria de 6°
orden

~(a3(2) - u®(2))® + ao(z) - u(z) = 0

que permiten asegurar la existencia de al menos un par de
puntos conjugados para dicha ecuacion sobre el intervalo
(—-OO, OO)

Publicacién autorizada por su autor.

** Profesor del Instituto Superior Pedagégico “Enrique José Varona”, La

Habana - Cuba.

113



Introduccién.

El presente trabajo aborda la demostracién de algunos cri-
terios (condiciones suficientes) que aseguran la existencia de al
menos un par de puntos conjugados sobre el eje real para la ecua-
cion diferencial ordinaria autoadjunta de 6° orden sin términos
intermedios.

Dentro de la teoria cualitativa de las ecuaciones diferenciales
y muy relacionada con la teoria de oscilacién, se encuentra la pro-
blematica de determinar la existencia de soluciones no triviales de
una ecuacién diferencial ordinaria dada, que posea al menos dos
ceros con cierto grado de suavidad. en un intervalo (a,b).

En la demostracion de tales criterios cuando se consideran
ecuaciones diferenciales autoadjuntas, se aplican técnicas del A-
nalisis Funcional y del Célculo Variacional.

En 1981, Miiller-Pfeitfer, demostr6 para las ecuaciones de 2°

y 4° orden, algunos criterios que aseguran la existencia de puntos
conjugados para estas ecuaciones.

En este trabajo se amplian esos resultados, a la ecuacién de
6° orden con condiciones de tipo integral sobre los coeficientes de
la ecuacién.

Existencia de Puntos Conjugados para la Ecuacién Dife-
rencial Autogdjunta de 6° Orden

Se considera la ecuacién

—(as(2) - 8 (@) + ag(2) - u(z) = 0 (1)

con az(z) € C®(~00,00), ap(z) € C(—00,00), az(z) > 0, —o0 <
z < oo, para la cual se estudia la existencia de soluciones no
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triviales que posean al menos dos ceros sobre el eje real, con de-
terminado grado de suavidad.

Dos puntos z; y 22, —00 < 73 < 29 < 00, se llaman puntos
conjugados respecto a la ecuacién (1) si existe una solucién no
trivial y() de dicha ecuacién tal que

y(z1) =y (z2) =0, i=0,1,2. @)

En [4] se demuestran por Miiller-Pfeiffer, condiciones sufi-
cientes para la existencia de puntos conjugados con respecto a
la ecuacion de 2° y 4° orden. A continuacién se amplian esos
resultados a la ecuacion de 6° orden.

Teorema 1. Si se cumple
M [ asN(z)dz = +00, [ a3~(z)dz = +o0

(II) Existe un polinomio P3(z) = ¢o + 12 + ¢22> (ca # 0) tal que

£2
lim  sup / P}(z)-ap(z)dz = 7, -0 <7<0,

G- gtoo Jgy

existe entonces un par de puntos conjugados para la ecuacién (1).

Demostracion: La demostracién se basa en el principio de va-
riacién de Courant([6], pig, 15) para lo cual se construye una
funcién de prueba w(z) € W3(a,8)*, —00 < a < oo, tal que la
forma cuadrdtica

8
Alwvl = [ (@(@) [ 09@) F +ao(e) |u(e) Pz ()

o

5 . . .
* Wi(a,8) = {u(z) € Wi(a,8) [ u(e) = u)(B) = 0,i =
0,1,2} resulta del completamiento de C§°(a, B) con la W3-norma.
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alcance un valor negativo. Entonces, utilizando el principio de
variacién de Courant puede determinarse una solucién u(z) de la
ecuacién (1) con la propiedad (2). La importancia de la forma
cuadratica (3), en la teoria de oscilacion se destaca, por ejemplo,
en los trabajos de W.T. Reid ([7] y [8]).

Para determinar la funcién w(z) definimos primeramente la
funcién v, (z) de la siguiente forma. Sea ¢ > 0 arbitrario y z; > 0,
-3 < 0 puntos cualesquiera sobre el eje real. Sin pérdida de
generalidad se puede suponer ¢2 > 0 y se define:

2Cy, z-1 <z <7,
2Cy — ¢ f:: a3~ 1(t)dt, 1z <z< 7z,

con € f:z az~Y(t)dt = 20,,
u(z) =< 0, 9 <z < 00,
2C; — ¢ f:" a3 Y t)dt, z_2a<z<zy

con € f;_’; a3~ 1(t)dt = 2C,,
\ 0, —co << 9.

(Ver Gréfico 1)

De acuerdo con la hipdtesis (I) los puntos z; y z_; quedan
determinados univocamente a partir de zy y z_, respectivamente.

, La funcién wu;(z) pertenece evidentemente al espacio
1
Wa(z-2,22).

De igual forma se puede comprobar directamente la siguiente
propiedad.

Si se escribe uj(z) = 2¢3 - p;1(z) se tiene entonces
Al (,01(27) =1, =z Lz L2,

A2 p1(z-2) =0, p1(z-1) =1, ¢i(2) > 0, 22 <z <2y,
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A3 ¢i(z1) = 1, ¢1(z2) = 0, ¢ (2) < 0, 21 < z < 73,

A continuacién se define la funcién

( ul(l'l, .2 Lz L 29,
—£ fng a3~ 1(t)dt, r3<z<z3 con-
e [;, aa”M(t)dt = p,
0< P1 .<_ lv
-p1, z3 <z < 24,
—p1+e€ f; az~1(t)dt, z4<z<z_.5 con
us(2) = § prte [ a7 (t)dt =0,
—€ f:" a3~ 1(t)dt, r3<z<z_.5 con
£ f.’:':: a3—l(t)dt =p-1,
0< p-1 <l
—P-1s z T4 S$S$—3,
—p-1+ef ta7l(t)dt, z_5s <z <z_4con—p_1+
£ f:.—: a3_l(t)dt =0,
L 0, z € (—00,2_5] U [z5,00).

Como anteriormente, para nimeros p; y p—; entre 0 y 1 es
posible determinar puntos z; y z_;, ¢t = 3,4,5 tales que

0 Ts
/ wtdt=Cr y Ci+ /0 us(£)dt = 0 (4)

T~5

Con ello

/xs ux(z)dz =0

—-00
La restriccién de la funciéon uy(z) sobre (z_s,z5) pertenece
evidentemente al espacio W}(z_s,5). Sea entonces

v(z) = / ug(t)dt, —00 < z < 00,

- 00

la cual posee las siguientes propiedades:
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B.1. v(z) € Wi(z-s,s5)

B.2. Si se escribe v(z) = (¢1 + 2¢22) - p2(z), entonces
B.2.1. ¢2(z) =0,z € (—00,2-5] U [z5,00)
B.22 0<paz)<1,04(2)>0,2_5 <z <z_;.
B23. ¢(2)=1,z1<z<
B.24. 0 < pa(2) <1, p4(2) < 0, 21 < T < 5.

Sea z_; < z < z;. Para £ > 0, de acuerdo con (4) se tiene

u(z) = /I us(t)dt

—-—0Q

:/(i uz(t)dt-i—/oxug(t)dt

=+ Cztl:

= ¢y + 2¢px.
Anélogamente si z < 0

v(z) = /z uz(t)dt

-0

= /, i wa (1)dt — /z  wa(t)d

= - 262t|2

=+ 2621‘.

de donde py(z) = 1 y se demuestra la propiedad B.2.3.

Sea ahora z_3 < z < z_;. Como z_; es un punto arbitrario
se escoge de forma tal que
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c1+2c2 <0

De v(z) = (¢1 + 2¢3z) - 2(z) resulta

dilo) = (22

¢ + 2z
1

= m[ul(z) (€1 + 2¢37) - 2¢5 - v(7)]

De acuerdo con la propiedad A.2. se tiene

A(o) = s () (e + 20) - v(z)] (9)

= (e1 + 2¢o2

Pero

[e1(z) - (e1 + 2¢22) - v(m)]' = p1(z)(e1 + 2c27)+
» + 2¢; - e1(z) ~ wa(z)
= (01 + 2621) . 99’1(1) <0

Por tanto

0> / - [p1(2) - (c1 + 2¢5t) — v(t)] dt

=@(z-1) - (e1 + 2c229) — v(z-1) — @1(z)(e1 + 2¢22) + v(x)
= (61 + 2c22-1) — (21 + 2c22_1) — pr(z)(e1 + 2¢22) + v(z)
= v(z) — ¢1(2)(e1 + 2¢22)

luego

v1(z) - (e1 + 2c22) — v(z) > 0 (6)
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De (5) y (6) se obtiene

wp(z) >0, z_9<zT<zT4

Ahora, para z_5 < ¢ < z_2 teniendo en cuenta que ¢; +
2¢9x < 0 se tiene

0> V'(z) = 2¢2 - pa(z) + (€1 + 2¢22) - Ph(2)

!
. _ V(2) = 2¢205(x)
(Pfg(l') B ¢ + 262.’5

>0

con lo que se demuestra la propiedad B.2.2. Andilogamente se
demuestra B.2.4.

Para obtener la funcién de prueba buscada, se requiere ain
modificar la funcién uz(z). Se define para ello una nueva funcién
u3(2) como sigue:
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[ uy(z), z.5 < z < 75,
¢ [, a3l (t)et, z5 < 7 < 76 con
€ f;e a3~ (t)dt = p,
0< <1,
~-p2, g <z < 27,
—pr+e [ aa7 ()dt, z7 < z < x5 con
€ [, a3”}(t)dt = pa,
€ T a3~ 1(t)dt, z3 S z < zg con
e [, a3~ (t)dt = ps,
0<p3<l,
P3, z9 < z < 9,
pa—¢ [, as"'(t)dt, z10 < ¢ < 711 con
uz(z) = ¢ s £ f::; a3—1(t)dtv= P3,
—e [ "% a3 (t)dt z.¢ <z <z_5con
e J7 a5~ (0t = pa,
0< p-2 <1,
-p-2, T_7 S z S T_gy
—p2te [ Ta37Nt)dt, z_s <z < z_7cCOM
e[, -] a3z} (t)dt = p_y,
e [0 az7 (t)dt z_g<zx<z_gcon
e[ as7Mt)dt = p_s,
0< p-3<1l,
p-3, z_10 <z <z,
Pz — ef:'"’ a3"}(t)dt, =z_13 <z <zT_10cCON
To10 | -1
€ f:c_u a3 (t)dt = p-3,
. 0, T € (—o00,x-1;1]VU[z1;,00).

Los puntos z,, v = %6,---,%11, y los pardmetros p;, i =
12,13 se escogen de manera que se cumplan las siguientes rela-
ciones:

/x T wa(t)dt = — L T ua(t)dt

~-11 -8
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- / * ws(t)dt = L ™ st

8

s T35 OA
/ / us(t)dt + / v(t)dt = Co

Co + / v(t)dt + / / v(t)dt =0
0 Ts Ts

Sea ahora -

: z t
w(zr) = / / uz(s)dsdt, -0 <z <+
-0 J =00

La funcién w(z) que se utilizard para estimar la forma cua-
drética (3) posee las siguientes propiedades

C.l1. w(z) € ﬁ’% (z-11,711)
C.2. Si se escribe w(z) = (co + 12 + c22?) - p3(z) = Pa(z)- 03(z) :
C.2.1. @3(z) =0 |
C22.0<p3(z)<1,5(z)>0,z_n <z <z,
C23. p3s(z)=1,21 Lz < 73,
C24. 0<pa(z)<1,p4(2)< 0,21 <z <211
Esfas propiedades se demuestran de forma aniloga a como
se hizo con las propiedades de ¢;(z) en la descomposicién de la
funcién o(z).
Aqui se hard solamente la demostracién de C.2.2.
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Sea z_5 < z < z.;. Como z_; es arbitrario, se escoge de
manera tal que para z < z_1, Py(z) = ¢p + 17 + €222 > 0.

De w(z) = Py(z) - p3(z) se obtiene, teniendo en cuenta las
propiedades B.2.

#3(1)= Frr () Pa(®) = w(e)(er + 2032)

= A pa(a) - Ba(a) — (o) 9)

Pero

[p2(2) - Pa(z) — w(z)] = @(z) - Po(z)
+ pa(z)(c1 +c2z) — w'(z)
= ¢y(z) - Pa(z) > 0

Luego

0> /Ll [2(2) - Pa(2) — w(t)]'dt

= [p2(t)- Pa() = w(0)] |2
= ¢a(2-1) - Po(2-1) — w(z-1) - ¢2(z) - Po(z) + w(z)
= w(z) - ¢a(z) - Po(2),

es decir ¢o(z) - (co + ¢1 + ¢22?) — w(z) < 0.

De esto resulta teniendo en cuenta la expresién (9),.y que
para z < z_j(e1 + 2¢22) < 0, @h(z) > 0.

Sea ahora z_y; < z < z_35, luego

w3(z) = wiz)- (CII,;:)Q:C)%(Z) 0, z_11<z<z_s
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ya que @3(z) > 0, (€1 + 2¢ca2) < 0 y Pa(z) >0, con lo cual queda
demostrada la propiedad C.2.2.

Ahora se evaltia la forma cuadritica (3) para u(z) = w(z),
a=z_y1,8=zn.

Awul= [ (aa() |69 I +ao(a) | 0(a) P )da

-1

-2 Tit1
=Y [T anlwora

i==11 Y%

10,z ,
+3 [ mwisor
x

= [ @B + [ a)Fie)is

-11 s |

+ [ ™ ao(z) P2 a)ek(z)dz

3 -
=25[2c2+ Z p,-] +/ ao(z) PX(z)p2(2)dz
Ty -
+ [ @)@+ [ (o) ()a)ds

(10)
La funcién ¢3(z) segiin las propiedades C.2. es estrictamente
- mondétona sobre los intervalos (z_11,%1) y (#1,211). De acuerdo
con el segundo teorema del valor medio del calculo integral existen
puntos §1, 211 < §1 < 21 ¥y &2, 21 < & < 217 tales que:

/:-1 ao(z) Pf (z)p5(z)dz =

-11

13 Lumy
AA(z_) / ao(z)P2(z)dz + @3(z1) / ao(z)P2(z)dz
11 f!
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- / ! o(z) P2 (2)ds

/ h ao(z) P} ()¢5 (z)dz =

1

“ré2 11
A(z1) / ao(z) P2 (z)dz + ¢3(z11) / ao(z) P2 (z)dz
3 &2

= /j? ao(:z:)P.}(:z:)da:.

1

Sustituyendo en (10) estos dos iltimos resultados se obtiene:

3

§2
Alw,w] = 2¢ [‘2c2 + Z p,-] +/ P}(z)ao(z)dz,
o= — £

o '
-1 <& <z, o <L <

y de acuerdo con la hipétesis (II) del teorema, siempre que ¢ se
tome suficientemente pequeio, y los puntos arbitrarios z; y —2 -1
suficientemente grandes, resulta '

Ahora consideramos el operador

Au = —(a5(2) - u®(2))? + ao(2) - u(z) ,
u € D(A) = Cgo(z..n,xu)

El operador A es semiacotado de modo que existe su prolon-
gacion de Friedrichs A. Por ser A autoadjunto su espectro es real
y de acuerdo con el lema de Rellich ([6], pag. 11) es discreto. De
(11) se sigue que el mas pequeiio valor propio
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Z11

A= it [ (@) 99 P (o) | ofa) s
vEW3(z-11,211) Jz_q,

es negativo. De acuerdo con el principio de variacién de Courant

si por ejemplo se fija el punto z_;; y z1; se desplaza hacia la

izquierda, entonces A se mueve hacia la derecha y existe entonces

un punto 33, ~co < z_n1 < ¥y <ootalque A=0

La funcién propia correspondiente a este valor w(z) pertenece
al dominio

[+]
D(A) = W3(z-11,211) N W5 (z-11,211)

De acuerdo con los teoremas de inmersién de Sobolev w(z) €
C*(z_11,%11) y por ser solucién de la ecuacién (1), pertenece
también a C'G(x_u, fn)

En fin, @(z) es una solucién clisica de la ecuacién (1) con
las propiedades (2), que fuera del intervalo (z_11,Z11) puede ser
extendida de forma que permanezca como solucién de (1), con lo
cual queda demostrado el teorema.

El siguiente resultado muestra c6mo se relacionan entre si los
polinomios que aparecen como integrandos junto a las funciones
coeficientes.

Teorema 2. Si se cumple
D) [ 2?a3'(z)dz = +oo y f;° 2%a5!(z)dz = +00

(II) Existen nimeros reales co y ¢; (¢1 # 0) tales que

&2
Iim.sup/ (co + c1z)’ag(z)dz =7, —-00<7<0,
§1m—00 Jgy

§2—+00
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entonces, existe un par de puntos conjugados para la ecuacién (1).

Demostracion: El principio de variacién de Courant es utilizado
nuevamente por lo que se construye una funcién del espacio
Wz(a B) para la cual la forma cuadratxca (3) alcanza un valor
negativo.

Sin pérdida de generaiidad se puede suponer ¢; > 0.

Para cada punto z_, < z_; existen nimeros by y b; tales que
para todo p > 0 se cumple

T
/ (bo + byt)asl(t)dt =
e I_xl-z
/ / (bo + blt)a:,‘l(t)dtda; =p (12)
T2 T

En efecto de la segunda ecuacién se obtiene integrando por
partes

p=z / " o + bit)az a7 - (- / Y obo + byz)a3 (x)dz)

-2

= /I-l z(bo + b12)ay (z)dz (13)

-2

Por tanto dichas ecuaciones son equivalentes a:
T—1
/ (b + b1z)az (z)dz = 0
X2 ’

[ st + biz)as? @z =

-2

o bien

r_1 Ty
bo/ a;l(z)dz + b / zaz(z)dz =0
T

-2 T2
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r—y Ty
bo / za3'(z)dz + by / z’a;'(z)dz = p

-2 -2

Este sistema tiene solucién si su determinante es distinto de

Sea

D(z,z_y) = J; tazt ()t f;-lt“:?l(t)dt’

jf" tazl(t)dt [ tPazl(t)dt

x

D'(22-1) = 65'(a) [

-1

t?a3(t)dt + z’a;‘(x)/ a3l(t)dt
T-)
- 2703 (z) / tay!(t)dt

= aa'l(a:)/r. (z —t)’azl(t)dt

I

.—ag'l(z)/r—l(z - t)%az1(t)dt < 0

Es decir D(z,z_1) como funcidén de z es estrictamente moné-
tona, por lo que el determinante del sistema es para cada z_, <
z .1 distinto de cero y existen nimeros reales by y by que satisfacen
las igualdades (12).

Para el coeficiente b; se puede deducir de acuerdo con la
hipétesis I del Teorema
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por J7 a5 (2)d
-1 - - _ 1 - 3
( f.:_; asz l(f"')d"3)( f;_; rla; 1(@')d"’) - (f:..; Zag l(f)d‘”)
2 0
Tp=—r—00
(1‘_1 ﬁ]o)
Luego si —z_; se toma suficientemente grande se cumple

by =

b <1 (14)

La funcién

oy Tl
F(I) = —¢£ / / (bo + blt)agl(t)dtds
xr 8
es estrictamente monétona sobre [x_2,2-1].

En efecto

z

G(.’t) = F’(:’C) = E/ -1(bo + blt)af,'l(t)dt

xr

se anula en z_2 y £_; y no posee ceros sobre (z_2,Z_1)

Si existiera un cero a de G(z), con z_3 < a < z_1, entonces
segln el teorema de Rolle existirian nimeros 8y y f2, 22 < f1 <
a< 132 < I, tales que G'(ﬂl) = (bo + blﬂi)agl(ﬂi) =0, i = 1,2,
lo cual no es posible dado que asz(z) = 0 y bo + byz posee como
maximo un cero,

Por tanto si F'(z) no posee ceros sobre (z-2,z_1) entonces
F(z) es estrictamente mondtona en ese intervaloy como F(z_;) =
p-1y F(z-1) =0, F(z) es creciente sobre [z_2,z_1].

0 - .
(*) Esta conclusién exige f—-oo zag l(a:)d:c < o0 sin embargo el resultado
también es vilido si esta ini:gral diverge ([3], pig. 86).
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Anédlogamente para cada z2 < z; se pueden determinar ni-
meros dg y dy tales que

X2
/ (do + dit)az'(t)dt =0
T
<32 z
/ / (do + dit)as!(t)dtdz = q, qg>0,
xr )

s T ps .
y se demuestra también que Joy J5, a3 (t)dtds es estrictamente
decreciente sobre (z,,z2). En ese caso, para su derivada se tiene

/’(do +dit)azt(t)dt < 0 (15)

1

Para construir la funcién de prueba buscada se define prime-
ramente la funcién:

[cl, z_3 <z <L,
¢ f:l o, (do + dit)az~(t)dtds, z; <z <2y
:COIl cy— ¢ f:: f:x(do + d;t)a;;‘l(t)dtds = —p1,
0< P1 S 17
—P1, z2 Lz < 73,
- +te f:; f;(d" + dqt)az~}(t)dtds, z3 <z <4
con py +¢ f;‘ S+, (do + drt)az~1(t)dtds = 0,
u(z) = { 1 —Ef:~1 f:_l(bo 4 blt)a;;"](t)dtds, T _<_ T S T3
con ¢ - &€ f::; f:-l(bo + b;t)a;;‘l(t)dtds = —-p-a,
0<p1 <1,
—P-1, T_3 stz_z,
—po1+ &[22 [773(bo + byt)as ~1(t)dtds,
' T4z 23
con poy + ¢ 772 [2(bo + byt)as = (1)dids = 0,
L 0, z € (—00,T-4) U [24,00).

(Ver Grifico 2)
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Los puntos z;, ¢ = £2,3,4 y los pardmetros p; y p-; se
escogen de manera tal que se cumplan las relaciones

/50 u(t)dt = cp

_—

/, * wt)dt = 0.

-4

[]
La funcién u(z) pertenece evidentemente al espacio W3(w_q,24).

Entonces:

v(z) = /I u(t)dt, —00 < & < 00,

-0

es la funcién de prueba deseada la que posee las siguientes propie-
dades-

D) ~o(z) € Wi(z-s,22)
II) Si se escribe v(2) = (¢ + ¢12). p(z) entonces
LY. u(z) = 0 z€ (—o00,z_4] U [z4,00)
2. 0<pu(z) <, p(2)>0, 24 <z <21
II3. p(z)=1, zy Lz <z,
4. 0<pu(z) <1, p4'(2) <0, 21 <z < x4
Demostraremos solamente II.4.
Sea 1 < 6 < z3 tal que u(0) = 0y 1 < z < 0. El punto
arbitrario z; puede escogerse suficientemente grande como para

que co + c1z > 0.

Entonces, de acuerde con (15) se tiene
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(cot+erz)u'(z) = 5(c0+c1:c)/ (do+dit)az'(t)dt <0, 21 <z <0
)

e integrando por partes

0> / (co + ert)u'(t)dt
31
T

= (co + clt)u(t)lzl - / u(t)dt

= {cp + c12)u(z) — (co + c121)u(z1) — c1v(z) + ci{co +az)
= (co + a1z)u(z) — cyv(z)
= (co + c12)v'(z) — ¢1v(z)

Pero v(z) = (cp + ¢12) - p(x), luego

0> (cot+crz)epz)+ (co +c1z)(co + 1z)p'(z) — e1(co + 1z )p(z)
= (co + c12)* 44/ (z)

Luego p'(z) <0, z1 <z <o

Para 0 < ¢ < z4 se tiene de

u(z) = v'(z) = (co + a1z)p' (z) + cru(x)

u(z) - ) _

(co+c12:) , oc<z<7IT2.

K (z) =

La funcién v(z) es utilizada para calcular la forma cuadritica

(3)

132



Al i) = [ oale) |4 (2) P +eo(e)(e)lds

T4 3]
= ¢? / (bo + biz)2az™Y(z)de + €% | (bo + b1z)%a3 " (z)dz

-2

Ty T4
+é? (do + dyx)2a3 ™ (z)dz + £* (do + drz)*a3 ™ (z)dz

1 r3

+ /:Z ao(z)v*(2)dz

Pero de acuerdo con las relaciones (12) y (15)

T-3
/ (bo + b12)%a3 ™ (z)dz =

-2
T~1

bo / i (bo + byz)az~(z)dz + b, / z(bo + b12)az " (z)dz

-2 -2

=bipa <1

Luego

Alv,v] < 4¢?
+ / ao(z)(co + e1z)*p?(z)dz + / ao(z)(co + c17)%dz
x -1

~4

*/“%me+quRma

Ahora de acuerdo con las propiedades de la funcién p(z) es
posible encontrar segiin el segundo teorema del valor medio del
Célculo Integral, puntos

£, 24 L6 Sz y b, 71 £ & < 24 tales que:
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13
Alv,v] < 4e* + / (co + c17)%ao(z)dx
131

y de acuerdo con la hipétesis (II) del teorema si € se escoge suficien-
temente pequeiio y x_; y 7 suficientemente grandes se obtiene:

Alv,v] <0

y la demostracién del teorema 2 se concluye como en el teorema
1.

Por iltimo, utilizando el principio de construccion de la fun-
cion de prueba del teorema 2 se concluye la validez del siguiente
resultado.

Teorema 3. Si para los coeficientes de la ecuacién (1) se cumple
(I ffm 3~ (z)dz = 400,  2tas “(z)dz = +o0

(1) lzmsup f€ ap(z)dz =7, -0 <y<0
——00
E;-—~+oo
entonces existe un par de puntos conjugados para dicha ecuacidn.

Demostracion: Sea £ un nimero positivo cualquieray 2., < 0,
zy > 0 puntos arbitrarios.

Se introduce la notacién
I°a,z(f) = Iz,b(f) = f(z)

Ia :'f:(f):/ Pfd, k21, z>a>0,

I,b(f) = /I‘(f)dt k>1, z<b<0,
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Para cada z; > z; se puede determinar entonces andloga-
mente a como se hizo en el Teorema 2 un polinomio Ry(z) =
do + d]l‘ + dz(L‘z tal que

1:1 xg(R2a3 1)

1:1 12(R°a3 )
I.S‘l IQ(R a )

il

0
0
1

y la funcién Igl +(R2az™1) es estrictamente decreciente sobre

[21,22]

Se define entonces la funcion

1, z <z <y,
1- 1‘1 L(R)(l ), Ty < .’L‘3< I
_ con el? _ (Rsa7l) =1,
’ll)(.l) = 1—513.’1._1(an3-1), T .2 < ;121' 1 ’
con 512 2,7~ I(Q‘-’a:}_l) =1,
0, z € (—00,2-1)U|[z1,00).

donde para Q»(z) = by +byz + b22? la funcién Ig . l(Q’_)(Lg_l )
es estrictamente creciente sobre el intervalo {z_5,2_ 1]

La funcién v(z) € Wolg(x_l,zg) y se tiene

T

Alw, w] = £ / 1 R3(z)as™(z)dz

-2
T2

+ & /w2 Q3(z)az~Y(z)dz + / ao(z)w?(z)dz

T2

£2
<2+ [ ag(z)dz, 22 <& <2y, 21 <6 < 29,
3

y la demostracién del teorema se concluye como en los casos an-
teriores.
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