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SINGULARIDADES DE CAMPOS 
VECTORIALES HOLOMORFOS EN EL 

DOMINIO DE POINCARE 

Renato Benazic 

Introducción 

En el presente trabajo, hacemos un estudio cualitativo 
de las hojas de una foliación, inducida por un campo 

vectorial holomorfo con singularidad aislada en el origen, 
tal que su parte lineal está en el dominio de Poincaré. 

En la sección 1, damos las notaciones necesarias y veremos 
cómo un campo vectorial genera una foliación. 

Luego, estudiamos el caso más simple de campos holomor.fos: 
los lineales de la forma X(x) =(A¡ X¡,Az xz), 

veremos que el comportamiento topológico de la foliación 
inducida por este campo depende de los números complejos 

no nulos íL1,íL2, surgiendo así los conceptos de 
Dominio de Po_incaré, Dominio de Siegel y Resonancia. 

El estudio de los campos lineales es hecho en la sección 2. 
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Cuando trabajamos con campos vectoriales más generales, tal que su parte 
lineal está en el Dominio de Poincaré y no hay resonancias, existe una 
conjugación analítica local con su parte lineal (Teorema 4.2) y cuando hay 
resonancia tenemos también una conjugación analítica del campo con una 
pequeña perturbación de su parte lineal (Teorema 4.3). Sin embargo, cuando 
la parte lineal del campo está en el domino de Siegel, lo más que podemos 
hacer es conjugar formalmente el campo con otro más simple llamado forma 
canónica (Teorema 5.1 ). 

l. Campos vectoriales holomorfos y sistemas de ecuaciones 
diferenciales ordinarias 

Sea U un subconjunto abierto de en. Un Campo Vectorial en U es una 

aplicación que a cada xE U le asocia un elemento X(x) de Tx e", el espacio 

tangente a e" en el punto x. Cada Tx e" es un e-espacio vectorial isomorfo a 

· e", cuya base será denotada por: 

¡_J_ (x), ... ,-()- (x)) 
d X¡ d X 11 

Como X(x) E Tx e" , tenemos que 

1l J 
X(x) =LX 1(x)-(x), 

j=i d X j 

"'lxE U 

en donde xj (x) E e; "111 ~j ~ n, "'!x E u; o simplemente 

1l J 
X= LX­

}=! } ()X¡ 

De ésta manera, el campo X definen funciones: X 1, ... ,X11 de U en e; llamadas 

Funciones Coordenadas; i.e.: 

x 1 :u ~e 

10 



De aquí en adelante, un campo vectorial será denotado indistintamente por: 

11 () 

x=L,x.­
J=l } (}X j 

ó 

Decimos que X es un Campo Vectorial Holomoifo en U si y sólo si todas sus 
funciones coordenadas X¡ son holomorfas. 
Sea X un campo vectorial holomorfo en U abierto de en, de acuerdo a la 

teoría de funciones de varias variables complejas [4] en cada punto x0 E U, 

existe una vecindad abierta V, x0 E V~ U; tal que las funciones coordenadas 
xj tienen expansión en serie de potencias: 

( 1.1) 

las cuales son convergentes, para cualquier x E V. 
En ( 1.1) hemos usado las notaciones usuales de los multi-índices, i.e.: 

Q = (qJ, ... ,qn) E Nn (N= {0,1,2, ... }) 
/! 

y 
Q ql q2 qn 

x =x1 x2 ... x
11 

en donde X= (X¡, ... ,Xn) E en. 

Definimos el k-jet del campo vectorial holomorfo X en el punto x0, el cual 
k 

denotaremos 1 xo (X), por: 

Un punto x E U es llamado Punto Sillgular de X si y sólo si X(x) = O, 
caso contrario decimos que x es un Punto Regular de X. 
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A cada campo vectorial holomorfo X le asociamos el sistema de n ecuaciones 
diferenciales ordinarias: 

(1.3) 

Por el Teorema de existencia y unicidad de las soluciones de ecuaciones 
diferenciales ordinarias [6], las soluciones de (1.3) son curvas complejas (más 
específicamente, superficies de Riemann) localmente parametrizadas porTE 
C. Estas curvas definen una foliación '?x y cada una de ellas será llamada 

hoja de la foliación ?x. Si X es un campo holomorfo con singularidades, 

entonces '?x es una foliación singular, en donde el conjunto singular de ?x 
son las singularidades del campo X. 

Por el Teorema del flujo tubular [6], podemos considerar satisfactorio el 
conocimiento cualitativo local de las hojas de una foliación en la vecindad de 
un punto regular. El propósito del presente trabajo es estudiar las hojas de la 
foliación en una vecindad de un punto singular. 

Con el fin de simplificar las notaciones, en lo sucesivo trabajaremos sólo 
en dimensión n=2; sin embargo, todos los resultados obtenidos pueden ser 
generalizados sin mayores dificultades para dimensiones mayores. 

2. Estudio cualitativo de una foliación inducida por 
un campo lineal en la vecindad de un punto 
singular aislado 

Sea X un campo vectorial holomorfo definido en U abierto de C2
, decimos 

que el punto x0 E U es una Singularidad Aislada de X si y sólo si existe una 
vecindad abierta V, x0 E V<;;;;; U; tal que cualquier punto quad x E V, x -:f. x0 es 
un punto regular. 
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Las foliaciones más simples de ser estudiadas son aquellas definidas por 
campos vectoriales lineales, esto se debe a que tenemos una forma explícita 
de parametrizar porTE e las hojas de la foliación inducida por él. 

Consideremos el campo vectorial lineal (holomorfo): 

(2.1) 

en donde A1, A2 E C* = C\{0}. Con esta condición X0 es un campo definido 

en C2 siendo el origen una singularidad aislada de X0• Su sistema de 

ecuaciones deferenciales ordinarias asociado es: 

(2.2) 

La solución de (2.2) que pasa por el punto x0 = ( x ~, x~) E C2 es una hoja 

de la foliación '?x la cual puede ser parametrizada por: o 

(2.3) 

<pes llamado el Flujo Complejo en C 2 que pasa por el punto Xo. La Orbita de 

<p en x0, denotada por tJ xo (<p) y definida por: 

o o 
0x

0 
(qJ) = {qJ(T,x 1 ,x2 ) \TE C} (2.4) 

es una hoja de '?x
0

. Para cualquier a E C, tenemos un Flujo Real <pa, 

inducido por el flujo complejo <p, el cual está definido como: 

El comportamiento de las hojas de foliación '?x en cualquier vecindad o 
de la singularidad aislada O E C 2

, está fuertemente determinado por A¡, A2 E 

C*, como veremos a continuación. 
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Definición 2.1 Sean (l~,h A2) E C* X C*. Decimos que (A1, A2) está en el 
A 

Dominio de Poincaré si y sólo si A~ ~ R. caso contrario, decimos que (Ah 

Az) está en el Dominio de Siegel. 

Si denotamos por Z>p al dominio de Poincaré y por V, al dominio de Siegel, 

tenemos: 

(2.6) 

(2.7) 

Nótese que: 

(2.8) 

Podemos dar una interpretación geométrica a los elementos de íP, y VP, 
(Ver Fig. 2.1 ); para ello definimos el Segménto Abierto que une los puntos 
(A1, A2) E C* x C*, denotado ]A1, A2[, como: 

]A 1,A 2[={xEC\ x=tA 2+(1-t)A¡; tE]O,l[} 

A. 
2 

Fig. 2.1 

14 



Lema 2.1 Sea (A1, A2) E C* x C*, se cumple: 

Demostración: 

i) (A¡,A2) E 'D, <=> o E ]A¡,A2[ 

ii) (A¡,A2) E 'Dp <=> o !i!: ]A¡,A2[ 

i)En primer lugar, nótese que la funciónf\t) = 1~ 1 es una biyección de ]0, 1 [ 

sobre R-, luego: 

A 1 - A 1 
(A 1, A 2 ) E 'Ds <=>-::;-E R <=> 3t0 E ]0,1[ 1 j(t0 ) =-

~2 A2 

<::::>3t0 E]O,l[/ O=t0 A 2+(1-t0 )A 1<=>0E]A 1,A 2[ 

lo cual prueba la parte (i). 

ii) Se deduce de la parte (i) y de (2.8). 

Sabemos que todo número complejo A puede ser representado en su forma 
polar A = 1Aie;9, usando esta representación, podemos deducir otras 

propiedades geométricas de los elementos de 'D, y 'Dp que serán útiles en 

nuestro trabajo; empezamos por el: 

i8· 
Lema2.2 Sean (A1,A2)E C*xC*,A¡=IA¡Ie 1 con IA¡I:;t:O,(j=l,2). Se 

cumple: 

i) (A¡,A2) E 'D, <=> 3n E z 1 9¡ = e2 + (2n + 1)1t 

ii) (A¡,~) E 'Z)p <=> 9¡ :;t: e2 + (2n + 1 )1t ; Vn E z 

A iíl¡leiO¡ A 
l l 1 i(81-82 J 

Demostración: Primeramente, obsérvese que -¡- = ;e = ;:-le 
2 iíl 2 ie 2 2 

, ] ..,.., íll "'-luego, si (~1 ,,vz) E v, entonces ;:-E R , por tanto 
l 

~=-~e'ce1 -e2 ¡ i.e. e;ce1-e2 ) =-l 

Az Az 

de esta manera 3n E Z f 81- 82 = (2n + 1)1t. 

Recíprocamente: 3n E z 1 9¡ = e2 + (2n + 1 )1t => 
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lo cual prueba 

ii) Se sigue de (i) y de (2.8). 

En el lema siguiente S1 denotará al conjunto de todos los números complejos 
cuyo módulo es l. 

Lema 2.3 (A1, A2) E 'Z'p ~ 3 a E S1 1 Re(aA 1) <O (j=l,2) 

Prueba: Si Re(A 1) <O, (j=l,2); tomamos a= 1 E S1 y el lema se cumple 
trivialmente. Veamos el caso en que uno de ellos, digamos A¡, tiene parte real 

;e. 
negativa; si Aj = IAjl e 1 ésto es equivalente a decir que "i ::;; e1 ::;; "i. Como 

(A1, A2) E 'Z'p, por el lema 2.2(ii) tenemos dos casos: e1 ::;; e2 < e1 + n: o e1 + 
n: < e2 ::;; e1 + 2n: (Ver fig. 2.2) 

Fig. 2.2 

e 1 e e e rr e 3rr e e 1 aso .- omo 2 < 1 + n:, tenemos que 2 - 1 < 2 - 2 , tomamos ta 

que: 
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definiendo a = e¡e E S1, luego aAj = IAj 1 e; (
8

+
8
¡) (j= 1 ,2) y (2.9) implica 

• .!!... e e 3n: e e < 3n: 3
1r < l!E_ e e e e 3

1r • .!!... que. 2 < + 1 < 2 - 2 + 1 - 2 y 2 - 2 + 2 - 1 < 1 2 < 2 1.e. 2 

<e+ ej < 3
; , 0=1,2); lo cual es equivalente a Re( a Aj) <O; 0=1.2). 

Ir Ir 
Caso 2.- Como e1 + 1t < e2 ~ e1 + 2 < e2 - 2 . Tomemos 8 tal que: 

re re 
e +-<-e <e --

1 2 2 2 
(2.10) 

Con ésta elección, se deduce que - 3
; < e + e1 < - 2} y 2} < e + e2 < 3

; , 

luego Re (a Aj) <O (i=l ,2) y el Lema está probado. 

Cuando estamos en el dominio de Siegel, existe un resultado similar al 
anterior, cuya demostración es dejada al lector: 

Lema 2.4 -(A1, A,z) E 'D, ~ 3 a E S 1 1 (aA¡)(aA2) <O 

Volviendo al estudio de las de las foliaciones definidas por campos 

lineales, sea X0(x1,x2) = (A1 x 1, A2 x2) en donde (A1, A2) E 'DP . Para cual-

quier punto Xo = (X~ , X~ ) E C2
, sabemos por (2.3) que Ja hoja de ]a 

foliación ? x 
0 

que pasa por x0 , puede ser parametrizada por 

O O A ¡T O A zT O O O 
cp(T,x1 ,x2 )=(e x 1 ,e x2 ) Obsérvese que si x2 =O (ó x 1 =O) 

entonces <p (T, x7, O) E e X {O} (ó <p (T, O, xg) E {O} XC) luego los 

planos coordenados x 1 = O y x2 = O son hojas de la foliación. Además, por 
el Lema 2.3, 3 a E S 1 1 Re (a Aj) <O (i=1,2), sea cE R tal que Re (a Aj) 

< e < O (i=l ,2). Para éste a, por (2.5), sabemos que el flujo real <p, que pasa 
o o A.¡at o A.,at o 

por x0 es <pa (t, x 1 , x 2 ) = (e x 1 , e ~ x 2 ), luego para t >O tenemos: 

O O 2 A¡ at O 2 A-zat O 2 2 Re( A¡ a J t O 2 O 2 2<1 O O 2 
lepa (t,x1 ,x2 )1 =le x1 1 +le x2 1 =e {lx1 1 +lx2 1 } :o; e l(x1 ,x2 )1 

luego: 
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De aquí se deduce el siguiente: 

Teorema 2.5 Sea Xo(X¡, Xz) =(A¡ X¡, Az Xz) con (A¡, Az) E vp. Entonces: 

i) Los planos coordenados {x1 =O} y {x2 =O} son hojas de la foliación 
. 'lx . 

o 

ii) Para toda hoja de 'lx , existe un flujo real cuya trayectoria está 
o 

contenida en la hoja dada y en donde el origen de coordenadas es un 
atractor. 

iii) Las hojas de 'lx son transversales a las esferas s; , en donde: 
o 

3 2 2 2 2 S,.= {(X¡,Xz)E C f IX¡I +ixzi =r} 

Fig. 2.3 

Cuando (A 1, A2)E V, , 3 a E S 1 tal que <XA 1 <O y <XA2 >O, luego el 

o o taÁ¡ o taAz o 
t1ujoreal <pa(t, x1 , x2 )=(e x 1 ,e x2 ) satisface: 

. taA.
1 

o 
hm e x 1 =O 
f-';= 
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o 
y cuando x 2 "# O tenemos: 

l
. 

1 
taíl 2 o

1 1
. taíl

21 
o

1 1m e x
2 

= 1m e x2 = +oo 
f--';oo f--';oo 

deducimos de aquí, que tales flujos son transversales a los cilindros C,. , en 
donde: 

C = {(X¡ , Xz) E C2 f 1 X¡ 1 = r } 

además, los ejes coordenados {x1 =O} y {x2 =O} continúan siendo hojas de 
la foliación 'l x . En la figura 2.3 damos un modelo bidimensional para los 

o 

flujos reales vistos anteriormente, cuando estamos en el dominio de Poincaré 
y en el dominio de Siegel. Para otras propiedades de las hojas de 'lx el 

o 

lector puede consultar ([3], [5]). 

3. Campos vectoriales holomorfos no lineales en el 
dominio de Poincaré en el dominio de Siegel. 
Resonancias. 

Sea X un campo vectorial holomorfo con singularidad aislada en O E C2
. 

De acuerdo a las notaciones de la sección 1, existe una vecindad U del OE C2 

tal que X se expresa como: 

X= ( "l,a 1,QxQ, "l,a2,QxQ) (3.1) 
IQI=l IQFI 

en donde las series de potencias que aparecen en (3.1) son convergentes en U. 
Decimos que el campo vectorial holomorfo X está en el Dominio de 

Poincaré si y sólo si su 1-jet en el punto O= (0,0), J ~(X); tiene la forma: 

cuando (A-1, A-2) E Ds decimos que X está en el Dominio de Siegel. Obsérvese 

que si X está en el Dominio de Poincaré o en el Dominio de Siegel entonces 
(0,0) es una singularidad aislada de X. 
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Denotaremos por Dp (resp. Ds ) al conjunto de todos los campos 

vectoriales holomorfos X que están en el dominio de Poincaré (resp. X en el 
dominio de Siegel). Nuestro objeto es estudiar en una vecindad del origen de 

C2 
' la foliación '?x cuando X E Dp ó X E Ds . Para ello tratemos 

primeramente de "transformar" mediante un cambio de coordenadas, el 
campo X en otro "más conveniente". Tenemos el siguiente: 

Lema 3.1 Si X E Dp ó X E Ds , con ecuación diferencial asociada: 

dx1 -=A ·X· +A ·(X) 
dT 1 1 1 ' 

A (x)= L,a ·QXQ 
J }. 

IQI=2 

j= 1,2 (3.3) 

Entonces, existe un cambio formal de coordenadas del tipo: 

X· =u +S·(U), S.1.(u)= LS.J·,QUQ )=1,2 (3.4) 
./ ./ ./ 

IQ1=2 

tal que ( 3.3) es transformado en: 

du. _ " Q 
-·-' =?c.u.+lfl (u), lfl.

1
.(u)- .L,lf/.i.Qu )=1,2 (3.5) 

dT 1 1 .! 
IQI=2 

en donde los coeficientes ~J.Q, lji¡,Q satisfacen las relaciones; 

¡lfiJ,Q =O, 

s1.º =O, 

Sl 

si 

Prueba: Sea x =~(u)= (u1 + ~1 (u), u2 + ~2 (u)), de (3.4) tenemos: 

Queremos que~ transforme (3.3) en (3.5), luego se debe tener: 
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Como: 

el lado izquierdo de (3.7) es igual a: 

2 00 

LA J~j.QuQ- L LÁkqk~j.QuQ- Llflj,QuQ 
IQI=2 k=IIQI=2 IQ1=2 

2 

= LICA- j- LA-kqk )~ J,Q -lf!J,Q]uQ 
IQI=2 k=l 

Luego (3.7) se reduce a: 

l.= 12 . ' 

(3.8) 

De esta manera la existencia del cambio de coordenadas formal que 
transforme (3.3) en (3.5) es equivalente a resolver la ecuación (3.8) siendo 
Si.Q y 'Jii.Q las incógnitas. Obsérvese que haciendo unos cálculos, el término 
del lado derecho de (3.8) puede ser expresado en series de potencias 

""" Q . L,IQI=2 e J,Qu en donde. 
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IQI= 2: e Q =a. Q j = 1,2 .f, ), 

IQ1>2:c1,Q es función de al,Q'•a2,Q'•~i.Q' 

~ 2 ,Q'•lfll,Q'•lfi2 ,Q' con IQ'I<IQI 

Luego para IQI = 2 tenemos: ~.Q ~j.Q - lf/j,Q = a¡.Q (j = 1 ,2) 

Si ~.Q =O entonces hacemos §.o= O y por tanto lf/j,Q = -a¡,Q 

ll'Q 
Si D¡,Q -:f. O entonces hacemos lf/j,Q =O y por tanto ~ J,Q = 8~:Q 

Para IQI > 2 podemos segmr inductivamente éste procedimiento y 
encontrar valores únicos para ~j.Q y lf/j,Q que satisfacen la condición (3.6). 
Debemos enfatizar que ésto es posible gracias a que c¡.Q envuelve términos 
de orden IQ' 1 < IQI los cuales ya son conocidos por el proceso inductivo de 
solución empleado. 

En el Lema anterior aparecieron los números 8¡.Q = A¡ - q 1 A1 - q2 A2, los 
cuales juegan un papel fundamental en nuestro estudio. Tenemos la siguiente: 

Definición 3.1 Sean A¡, A2 E e*. Decimos que existe una Resonancia entre 

ellos si y sólo si existen q 1, q2 E N con q 1 + q2 ;::: 2 tal que 

para algún j = 1 ,2. 

Cuando (A¡,A2) E vp ó V,, tenemos una interpretación geométrica de la 

resonancm: 
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Resonancia entre (A¡)vz) E vp Resonancia entre (A¡,Az) E V, 
Fig. 3.1 

Lema3.2 

i) (A¡,Az) E vp y existe resonancia entre A¡ y Az <::::>3m;;::: 2 1 A¡ =m Az ó 

Az =m A1 

ii) (A¡,Az) E V, y existe resonancia entre A1 y A2 <::::> 311 m¡,m2 E z+ 1 

m 1 A¡ + m2 A2 =O 

Demostración: 

i) Como existe resonancia entre A¡ y A2 entonces 3 11 q1, q2 E N con q 1 + q2 

::::: 2 tal que A¡ = q1 A1 + q2 A,z ó A2 = q1 A1 + q2 A2 . Considerando el 
primer caso, tenemos que: 
A 1 qz """ qz -""X";-= l-q¡ y como (A1,A2) E '-"p ==> l-q¡ e= R ==> q 1 < 1 ==> q1 =O y 

luego A1 = q2 A2 con q2 ::::: 2, si consideramos la otra posibilidad 
llegamos a que A2 = q 1 A1 con q 1 > 2. Recíprocamente, si 3 m ;;::: 2 t al 

A.¡ 
que A¡ =m A2 ó Az =m A¡ entonces A2 e: R- i.e. (A¡, "-z) E vp y 

además A1 = 0A1 + m A2 ó A = m A1 + 0A2, luego existe resonancia 
entre A¡ y A2• 

1.1.) ( ) P h" ' . 11 A¡ q2 ]"'- 0 0 ==> or Ipotesis, e gamos a que ""X";-= l-q¡ E "'- ==> q2 > y q1 > , 

luego (q 1 - 1 )A1 + q2 A2 =O, basta tomar m1 = q1 - 1 y m2 = q2 • 
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( <== ) Por hipótesis, existen enteros pos1tJvos mi> m2 tales que 
A 1 m2 - , 
A2 =-~E <Q_=> (A.,, A-2) E 'Ds. Ademas, A-1 = (m1 + 1);\.1 + m2 A-2 ; 

luego existe resonancia entre A- 1 y A-2, lo cual prueba el Lema. 

4. Estudio en la vecindad del origen de una foliación 
inducida por X en DP 

De acuerdo al Lema 3.1, podemos transformar el campo X en uno más 
simple mediante un cambio formal de coordenadas x = ~ (u). Nos pregun­
tamos ahora: 

l. ¿Es posible encontrar un cambio de coordenadas de la forma x =~(u) 

= (u 1 + ~ 1 (u), u2 + ~2 (u)) tal que el campo X es transformado en J ~(X) ? 
2. Si la respuesta a 1 es afirmativa. ¿Bajo qué condiciones el cambio de 

coordenadas es analítico? 
En general, la respuesta a 1 no es afirmativa, existen ejemplos en que el 

cambio de coordenadas del Lema 3.1 no es convergente [1]. Sin embargo, 
bajo ciertas condiciones, podemos responder afirmativamente a las dos 
preguntas anteriores, éste es el o bjetivo de la presente sección. 

Lema 4.1 Sea (A.J,A-2) E 'Dr y supóngase que no hay resonancia entre A-1 y 

A-2 , entonces: 

8 = irif { loi.QI 1 IQI ;::: 2, j = 1 ,2 } > O 

en donde: oj.Q = A,j - q, A., - qz ;\,2 ' Q = (q), qz). 

Prueba.- Acotemos interiormente loi.Q 1 por términos que no dependan de Q 
= (q 1 , q2). Consideremos dos casos: 

A 
Caso 1: !m (-_f) =1= O. Para cualquier multi-índice Q = (q 1, q2) con IQI;::: 2, 

2 

tenemos: 

Como 
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íl¡ 
se tiene que 1 8~,0 1;::: 1 A-211/m (~) 1 > O. 

íl¡ 
Caso 2 lm(~) = 0: 

íl¡ 
= 1 "-z 1 1 (1 - q1 ) ~ - qz 1 

i) q, > 1 ===> 1 o~,0 1 = 

1 
A' q? 1 1 A¡ q2 1 A q2 A-2 111-q1 1 -----~IA 21-+--=IA 2 1 (-'-+--) 
A 2 1-q 1 A 2 q 1 -1 A2 q1 -1 

íl¡ 
::::IA-2 1;:---->0 

2 

ii) q1 = 1 :::::> q2 ~ 1 y se tiene lo1.o 1 = IA-2 11 O- q2 1 ~ 1 A-2 1 >O 

íl¡ íl¡ 
iii) q1 =O:::::> q2 ~ 2 y se tiene 181,0 1 = IA-2 11~ - q2 1 . Sea a=~ >O. 

Si a< q2 entonces a< [a]+ 1 ::; q2, luego: 

la- q2 1 = q2 - a= (qz- 1 - [a] ) + (1 +[a]- a)~ 1 +[a]- a> O 

Si 2 < q2 <a entonces q2 ::; [a] ::; a, luego: 

la- q2 1 =a- qz =(a- [a])+ ([a]- q2 ) ~a- [a] 

Como a > 2 y no hay resonancia entre A- 1 y A-2 , a no puede ser entero 
positivo y por tanto a - [a] > O (es aquí donde usamos la hipótesis de 
resonancia). La acotación de 182,0 1 es similar y por tanto el Lema está 
probado. 

Observación.- Cuando (A-,, A-z) E vp y hay resonacia entre A., y "'2 , 

sabemos que 3m~ 2 tal que A-1 =m A-2 (ó A-2 =m A- 1), si al conjunto { lo¡,Q 1 1 
j = 1 ,2; IQI ;::: 2 } le quitamos el elemento 181 .(O. m) 1 ( ó lo2,(m,O) 1 = 0), entonces 
el mínimo de éste conjunto sigue siendo positivo. 

Estamos ahora en condiciones de responder a las dos preguntas del inicio 
de la sección: 
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Teorema 4.2 (Poincare). Sea XEVp con ecuación diferencial asociada: 

m ~ º _.1 =A- ·X·+A·(x), A-(x)= L_.a·Qx , )=1,2 (4.1) 
dT 1 1 1 1 1' 

IQ1=2 

Si no hay resonancia entre A1 y ~ entonces existe un cambio de 
coordenadas holomorfo del tipo: 

xj=uj+~j(u), ~j(u)= Í:~j.QuQ, )=1,2 (4.2) 
IQ1=2 

tal que ( 4.1) es transformado en: 

duj 
--=A, ·U· j = 1,2 
dT 1 1 ' 

(4.2) 

Prueba.- Como no hay aresonancia entre A1 y A2 y (A1 , ~)E VP, entonces 

<\o :t= O 't!j=1 ,2 't/IQI ?:: 2; luego por el Lema 3.1, existe un cambio formal de 
coordenadas x =<;(u), del tipo (4.2) tal que (4.1) es transformado en (4.3). 
Restaría probar que el cambio de coordenadas es convergente en alguna 
vecindad del O E C2 

, para ello usamos un método conocido como el de las 

mayorantes de Poincaré. Antes necesitamos algunas notaciones: 

~ q¡ n ~ q¡ íJ2 Sean P(u1,u2 )= L_.PQul u2 y R(u 1,u2 )= L_.RQul u2 (L~O) 

IQI=k IQI=k 

dos series de potencias en dos variables con coeficientes no negativos (i.e. 
P0 , R0 ?:: O 't/IQI?:: k), en éstas condiciones definimos: 

(4.4) 

Si P(u 1, u2) = I PQuf1 ui_2 es una serie de potencias en dos variables con 
IQI=k 

coeficientes complejos (i.e. Po E e 't/IQI;::: 2), denotamos por P(u¡, u2) a la 

serie de dos variables con coeficientes no negativos de P mediante: 
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(4.5) 

y denotamos por P(u) a la serie de una variable con coeficientes no negativos 
obtenida de P mediante: 

P(u)=P(u,u)= LIPQ1u{1ui2 = L(LIPQI)un (4.6) 
IQf=k lnl=k IQI=n 

El lector no tendrá dificultad en demostrar los siguientes resultados: 

i) Si P(u" u2) es convergente en el polidisco ~(u 1 , u2 ; R) ={(u" u2) E C 

1 lu1 1 ::::: R y lu2 1 ::::: R) entonces P(u1, u2) es convergente en el 
polidisco ~(u 1 , u2 ; R). 

ii) Si P(u) es convergente enla bola BR (O) entonces P(u 1, u2) es 
convergente en el polidisco ~(u 1 , u2 ; R). 

Pasamos a demostrar de la convergencia de~ (u)= (u 1 + ~ 1 (u1, u2 ), u2 + 
~2 (u 1, u2 )). De (3.8) tenemos que: 

LO¡,QSj,QuQ =-A¡(u1 +s 1Cu 1,u2),u2 +s2 Cu1,u2 )) j= 1,2 
1Qf=2 

Si llamamos Pj (u) a la serie del lado izquierdo, un fácil cálculo prueba 
que: 

P¡ (u 1 ,u2 )::::: Á¡ (u¡+ .;'1 (u 1 ,u2 ),u2 + ~2 (u 1 ,u2 )) (4.7) 

Por el Lema 4.1, sabemos que o= inf{ 1 oj,Q 1 1 j = 1 ,2, IQ 1 ;:::: 2 } >O, luego: 

' "" Q = Q A P1(u 1,u2 )= L)o;,QIIS;,Qiu :::::o um1Q1=2 1s;,Qiu =os1Cu 1,u2 ) 
1Qf=2 

De (4.7) : 
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8 (¡(u)= 8 SA; (u, u)~ A¡ (u +(1 (u),u +s-2 (u)) 

:::::._A¡ (u +(1 (u) +s~ (u),u + ( 1 (u)+ s~ (u)) 

= A¡ (u +(1 (u) +(2 (u)) j = 1,2 

Llegamos a: 

2 

( 1 (u) +s~ (u)~ 8 - 1
Í:,A ¡(u +S-1 (u) +(2 (u)) (4.8) 

j=l 

De acuerdo a los resultados (i) y (ii), será suficiente probar que 3 R >O tal 

que ( 1 (u) +(2 (u) sea convergente en BR (0). 

Si denotamos: 

2 

F(u) = 8 -l Í:,A¡ (u)= Í:,J
11

U
11 

j=l n=2 
2 

S(u) = Í:,s-; (u)= Í:,s"u" 
J=l ·n=2 

(4.8) se expresa como: 

fn = 8 -l Í:,(la I,Q l+la 2.Q 1) n '?. 2 
IQI=n 

Sil = Í:,(ls I,Q I+IS2,Q 1) 1l '?_ 2 
IQI=n 

S (u) :S. F (u= S (u)) (4.9) 

en donde F es una función analítica, (puesto que, por hipótesis, A¡ son 
funciones analíticas) en una vecindad del O E C 2 y S es una serie de 

potencias. Motivados por (4.9), definimos la función f en una vecindad del 
0E C2 

, a valores COmplejOS mediante: 

f(u,v) = v- F (u+ v) (4.10) 

esta función satisface f(O,O) =O y ~·~ (0,0) = 1 luego por el Teorema de la 

función implícita en varias variables complejas [4], existe una función 
analítica S0 definida en BR (O) e:;::; C a valores complejos tal que S0 (O) = O y f 
(u, So (u))= O en BR (0). De (4.10) tenemos: 
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S0 (u)= F (u+ So (u)) V u E BR (O) 

Como S'0 (O)= O, se tiene que S0 es de la forma: 

Por tanto, de ( 4.1 1) tenemos: 

Lcnun = Lfn (u+So(u))n 
n=2 n=2 

Igualando Jos términos de ( 4.12); llegamos a: 

c2 =h 

c3 =2c2h + h 

2 
c4 = c2h +2hc3 +3hc2 + !4 

(4.11) 

(4.12) 

De esta manera S0 (u) es una serie de términos no negativos y por inducción 
se cumple que C11 ?.fn Vn?. 2. Luego por (4.9) tenemos que C11 ?. S11 V n ?. 
2, i.e. 

S (u)-< S0 (u) V u E BR (O) 

y por tanto S (u)= ~-1 (u)+(2 (u) es convergente en el disco BR (O) lo cual 

prueba el Teorema. 

Hemos probado que cuando XEZ\ y no hay resonancia, existe un difeomor­

fismo analíticos que transforma X en su parte lineal J~(X) = (A1 x1, A2x2) en 

una vecindad del O E C2 
. Decimos entonces que s es una Conjugación 

Analítica Local entre X y su parte lineal J ~(X) ó igualmente que X y J ~(X) 
son Analíticamente Conjugados. De esta manera el comportamiento local de 
las hojas de '?x es el mismo que el de las hojas de '? 1 el cual ya hemos 

J0 (X) 

estudiado (Ver sección 2, Teorema 2.5). 
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Cuando XEZ'p y no hay resonancia, ya no es posible conjugar analítica­

mente X con su parte lineal, sin embargo, tenemos el siguiente: 

Teorema 4.3 (DULAC). Sea XEZ'p con ecuación diferencial asociada: 

dxj Q 
-=A, ·X.+ A. (x) A· (x) = La. Qx j = 1,2 
dT 1 1 1 1 1' 

IQ1=2 

(4, 13) 

Si existe resonancia entre A1 y A2 entonces existe un cambio de 
coordenadas holommfo del tipo: 

S·(u)= LSQuQ }=1,2 J j, 
(4.14) 

IQ1=2 

tal que ( 4.13) es transformado en: 

( 4.15) 

ó 

(4.16) 

en donde a,b E e )' n ~ 2. 

Prueba.- Por hipótesis (A], Az) E vp y existe resonancia, luego por el lema 

3.2 -(i) 3 n ~ 2 1 A1 = nA,z ó A2 = nA1 , trabajando con el primer caso y 
denotando Q0 = (O,n) tenemos que 8 1,0 *O si Q * Q0 , IQI ~ 2 y 82•0 o¡. O, 
'v'IQI ~ 2. Por el Lema 3.1, existe un cambio de coordenadas formal x = s (u) 
del tipo ( 4. 14) que transforma ( 4.13) en: 

\jfi(O.n) E e y n~2 

(La ecuación (4. 1 6) se obtiene cuando trabajamos con A2 = nA1) 
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Para probar la convergencia del cambio de coordenadas, procedemos 
como en el Teorema 4.2, teniendo en cuenta la observación al Lema 4.1 
Dejamos los detalles al lector. 

De esta manera, cuando XEVP y existe resonancia entonces X es 

analíticamente conjugado al campo X1 (x~>x2) = (A1 x1 + axn2 , A2 x2) (ó a X2 

(x 1,x2) = (A1 x 1 A2x2 + bx'\ ) ) el estudio local de X1 en una vecindad del ÜE C 2 

es similar al realizado en la sección 2 para campos lineales en vista que 
podemos parametrizar explícitamente las hojas de 7x

1 
mediante: 

Para mayor información el lector puede consultar [3]. 

5. Breve estudio en la vecindad del origen de una 
foliación inducida por un campo X en Ds 

Los métodos de la sección anterior no pueden ser aplicados cuando XE'D, 

ya que en este caso no es posible obtener un resultado similar al Lema 4.1 ni 
siquiera suponiendo ausencia de resonancias. Sin embargo, podemos 
transformar formalmente el campo X en otro más simple: 

Teorema 5.1 Sea XEV, con ecuación diferencial asociada: 

dx. 
-

1 
=A ·X·+A.(x), A.(x)= I,a.QxQ }=1.2 (5.1) 

dT 1 1 1 1 J, 
IQ1=2 

Si existe resonancia entre A1 y A2 entonces existe formal de coordenadas 
del tipo: 

s ·(u)= I,s ·ºuº J ), j = 1,2 (5.2) 
IQI=2 

tal que (5.1) es transformado en: 
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(5.3) 

Demostración: Por hipótesis (A1, A2)El's y son resonantes, en este caso el 

Lema 3.2 (ii) nos dice que existen In¡, 11lz E z+ tal que 111¡ A¡ + m2 A2 =O, 

obérvese que para cualquier entero positivo n nm 1 A1 + nm2A2 =O, luego: 

{
A¡= (nm

1 
+ 1)A 1+m2 A2 

A2= (nm1 A 1) + (nm2 + I)A 2 

en donde nm1 + 1 + nm2 = n(m 1 + m2) + 1 2 3 V n E z+. 

(5.4) 

De (5.4), todos los 8j,Q (j=1,2 IQ12 2) son distintos de cero a excepción 
de aquellos de la forma 8 2 (nm +lnm ) ,8 2 (nm 11111 ) los cuales son ceros para , 1 • 2 , 1• 2+1 , 

cualquier n E z+. Por el Lema (3.1 ), existe un cambio formal de coordenadas 

del tipo (5.2) que transforma (5. 1) en: 

r 
1 :!::1_ _ ~ 

1
111111 + 1 nm2 

1 

dT- AIUI + L.tV'l,(nm1+1.nm2 )1 1 u2 

u=l 
= 

du2 ~ 11m1 nm2 + 1 

l dT = A2U2 + L.tV'2.(nm1 ,nm2+1)ul u2 

n=l 

lo cual prueba el Teorema. 

Antes de finalizar, debemos advertir que todos los resultados obtenidos 
hasta aquí, pueden ser generalizados a dimensiones mayores que 2 [2]. 
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