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SINGULARIDADES DE CAMPOS
VECTORIALES HOLOMORFOS EN EL
DOMINIO DE POINCARE

Renato Benazic

Introduccion

En el presente trabajo, hacemos un estudio cualitativo
de las hojas de una foliacion, inducida por un campo
vectorial holomorfo con singularidad aislada en el origen,
tal que su parte lineal estd en el dominio de Poincaré.

En la seccion 1, damos las notaciones necesarias y veremos

cémo un campo vectorial genera una foliacion.
Luego, estudiamos el caso mds simple de campos holomorfos:
los lineales de la forma X(x) = (A x1, A2 x2),
veremos que el comportamiento topologico de la foliacion

inducida por este campo depende de los niimeros complejos

no nulos A1, As, surgiendo ast los conceptos de
Dominio de Poincaré, Dominio de Siegel y Resonancia.

El estudio de los campos lineales es hecho en la seccion 2.
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Cuando trabajamos con campos vectoriales mas generales, tal que su parte
lineal estd en el Dominio de Poincaré y no hay resonancias, existe una
conjugacién analitica local con su parte lineal (Teorema 4.2) y cuando hay
resonancia tenemos también una conjugacién analitica del campo con una
pequeiia perturbacién de su parte lineal (Teorema 4.3). Sin embargo, cuando
la parte lineal del campc estd en el domino de Siegel, lo mds que podemos
hacer es conjugar formalmente el campo con otro mas simple llamado forma
candnica (Teorema 5.1).

1. Campos vectoriales holomorfos y sistemas de ecuaciones
diferenciales ordinarias

Sea U un subconjunto abierto de C". Un Campo Vectorial en U es una
aplicacién que a cada xe U le asocia un elemento X(x) de T, C", el espacio
tangente a C" en el punto x. Cada T, C" es un C-espacio vectorial isomorfo a

" C", cuya base serd denotada por:

? (x)
X)yooos
axl X

(x)

n

Como X(x) € T, C", tenemos que

n a
X(x)=2X;()—(x)., VxeU
= Jx;
en donde X;(x) € C;V1<j<n, Vxe U;osimplemente
n
X=X
j=1

d

j&xl

De ésta manera, el campo X define n funciones: X,,....X, de U en C; llamadas

Funciones Coordenadas; i.e.:

XJU%(C
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De aquf en adelante, un campo vectorial serd denotado indistintamente por:

6 X=(X[,0 X))

dx;

n
X=X,
Jj=t J

Decimos que X es un Campo Vectorial Holomorfo en U si y sélo si todas sus
funciones coordenadas X; son holomorfas.

Sea X un campo vectorial holomorfo en U abierto de C", de acuerdo a la

teorfa de funciones de varias variables complejas {4] en cada punto xy € U,
existe una vecindad abierta V, xo € V c U; tal que las funciones coordenadas
Xj tienen expansién en serie de potencias:

X;(0= Da;ox-xp)? (1.1)
1Q1=0

las cuales son convergentes, para cualquier x € V.
En (1.1) hemos usado las notaciones usuales de los multi-indices, i.e.:

0= oqgye N"  (N={0,12,...})

i
_ Q gl _q2 gn
IQI—qu Yy xT=x{ x5 ..x,
J=

endonde x = (xq,....x,) € C".

Definimos el k-jer del campo vectorial holomorfo X en el punto xg, el cual
denotaremos J )/f(o (X), por:

k k
d d
JVfO(X)z( 2 appa—x) D) ——+.4( X a, o (x-x%)— (1.2)
Q=0 dx 00 dx,

Un punto x € U es llamado Punto Singular de X si y sélo si X(x) = 0,
caso contrario decimos que x es un Punto Regular de X.



A cada campo vectorial holomorfo X le asociamos el sistema de n ecuaciones
diferenciales ordinarias:

[ dx)

Jﬁ= X (x)
............... (1.3)
[%: X, (x)

en donde x=(x},....x,) € C'y Te C.

Por el Teorema de existencia y unicidad de las soluciones de ecuaciones
diferenciales ordinarias [6], las soluciones de (1.3) son curvas complejas (mds
especificamente, superficies de Riemann) localmente parametrizadas por T e
(C. Estas curvas definen una foliacién %x y cada una de ellas serd llamada

hoja de la foliacion Zx. Si X es un campo holomorfo con singularidades,

entonces Fx es una foliacién singular, en donde el conjunto singular de P
son las singularidades del campo X.

Por el Teorema del flujo tubular [6], podemos considerar satisfactorio el
conocimiento cualitativo local de las hojas de una foliacién en la vecindad de
un punto regular, El propésito del presente trabajo es estudiar las hojas de la
foliacién en una vecindad de un punto singular.

Con el fin de simplificar las notaciones, en lo sucesivo trabajaremos sélo
en dimensién n=2; sin embargo, todos los resultados obtenidos pueden ser
generalizados sin mayores dificultades para dimensiones mayores.

2. Estudio cualitativo de una foliacién inducida por
un campo lineal en la vecindad de un punto
singular aislado

Sea X un campo vectorial holomorfo definido en U abierto de C?, decimos

que el punto xo € U es una Singularidad Aislada de X si y s6lo si existe una
vecindad abierta V, xo € V < U, tal que cualquier punto quad x € V, x # xp es
un punto regular.



Las foliaciones mds simples de ser estudiadas son aquellas definidas por
campos vectoriales lineales, esto se debe a que tenemos una forma explicita
de parametrizar por T € C las hojas de la foliacién inducida por él.

Consideremos el campo vectorial lineal (holomorfo):
Xo(.xl,X2):(ll.xl,)«2xZ) (21)

en donde A, A, € C* = C\[0}. Con esta condicién X, es un campo definido
en C? siendo el origen una singularidad aislada de Xo. Su sistema de
ecuaciones deferenciales ordinarias asociado es:

dx]
—=A,x
T 1%
ey (2.2)
ar = A%y

La solucidn de (2.2) que pasa por el punto x, = (x? , xg) € C? es una hoja
de la foliacién ?XO la cual puede ser parametrizada por:

(p(T,x]O , xg) = (eA*Tx]O,eAQTxg ;. TeC 2.3)

¢ es llamado el Flujo Complejo en C? que pasa por el punto xo. La Orbita de
¢ en xg, denotada por OXO((p) y definida por:

0,, (@)= {o(T,x] . x3)\Te C) (2.4)

es una hoja de 7Xo' Para cualquier oo € C, tenemos un Flujo Real @y, -

inducido por el flujo complejo ¢, el cual estd definido como:

Aot o Aor

0, (t,xlo,xg)=(p(at,xlo,x3)=(e Xy ,e xg); te R (2.5)

El comportamiento de las hojas de foliacién 7, en cualquier vecindad
p d Xo q

de la singularidad aislada 0 € C?, estd fuertemente determinado por Ay, Ay €
C*, como veremos a continuacion.
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Definicion 2.1 Sean (A}, Ay) € C* x C*. Decimos que (M, Ay) estd en el
A B . .
Dominio de Poincaré siy solo si A—;e R’ caso contrario, decimos que (A,

A\,) estd en el Dominio de Siegel.
Si denotamos por ‘Dp al dominio de Poincaré y por 2, al dominio de Siegel,
tenemos:

* * )Ll -
2, ={A1ApeCrxCcr——e R} 2.6)
2
A _
D, ={(A ;. 4)e C*XC*\TGR } .7
2
Noétese que:
(C* X(C* — ‘DS U Dp (28)

Podemos dar una interpretaciéon geométrica a los elementos de 2, y D,
(Ver Fig. 2.1); para ello definimos el Segmento Abierto que une los puntos
(A1, Ay) € C* x C*, denotado A, A;[, como:

2,0 ={xe C\ x=1d+(1-0A; 10l }

/

AM,\) € Ds M) € Dp
Fig. 2.1

14



Lema 2.1 Sea (A, A,) € C*x C*, se cumple:

1) (7\’]9)\’2) € DS = 0 € ])\‘17}\‘2[
ll) (7\,],7\,2) S Dp o 0¢ ])\/1,)\.2[
Demostracion:
t

i) En primer lugar, nétese que la funcién f{r) = 7= es una biyeccion de ]0,1{

sobre R, luego:

A A
ApA)eD, &—teR™ o3ty eloll/ ftg)=—-
T Ay Ay

&g €0/ 0=19A ,+(1-t)A = 0€]A |, 4 5]
lo cual prueba la parte (i).

ii} Se deduce de la parte (i) y de (2.8).

Sabemos que todo niimero complejo A puede ser representado en su forma
polar A = IMe®, usando esta representacion, podemos deducir otras
propiedades geométricas de los elementos de D, y D, que serdn dtiles en
nuestro trabajo; empezamos por el:

Lema 2.2 Sean (b M) e CFx CH A =le ) con Ih1£0, (j=1.2). Se
cumple:

1) (7\4,7\42) € DS S dne Z/e] = 92+ (2n + l)ﬂ:

i) MM eD, <& 6,26, +2n+1)n; VneZ

[0
A Illlel ! l| i(6,-0)

Demostracion: Primeramente, obsérvese que —+—=——®p—=I7"le

2 lAgle 2 2
. A R
luego, si (A1,42) € D, entonces T:e R, por tanto

A A, 4
1 | i(6;-87) . 0,-6
A RGA R 2 e o 01702 _

Ay Ay

-1

de estamanera dne Z/ 6,-6,=2n+ n.

Reciprocamente: Ane Z/ 0,=6,+2n+ )n =



A A ; A A
(2 +1) A 1 -
=|—/1—’lel o =‘7L_L = ITllz—T = ——e R , lo cual prueba
2 2

883
(5]
[$5]

T

A
2
).
i) Se sigue de (1) y de (2.8).

En el lema siguiente S' denotard al conjunto de todos los nimeros complejos
cuyo médulo es 1.

Lema23 M, M) e D, =3aeS' / Re(oh) <0 (j=12)

. Prueba: Si Re(M) <0, (j=1,2); tomamos a=1¢€ s y el lema se cumple

trivialmente. Veamos el caso en que uno de ellos, digamos Ay, tiene parte real
i,

negativa; si ;; =yl e/ ésto es equivalente a decir que 2 < 6, < <. Como

(A, M) e 0p , por el lema 2.2(ii) tenemos dos casos: 6, <6, < B, +To0 0, +

m< 6, <0, +21 (Ver fig. 2.2)

‘\< 0, 02/ .

A

2

Casol: 6,<0,< 8, +7 Caso2: 6, +11<6,<0,+2n
Fig. 2.2

Caso 1.- Como ;< O, + T, tenemos que = - 8 < %7” - 0,, tomamos 0 tal
que:

T 3r
—0,<8<—-6, 2.9
2 2



, i (846 ;) ..
definiendo o = ¢ € §', luego odj=Mle o (=1,2) y (2.9) implica
3r

3 .
2 = 2+62 61<9192<—”1.e.£

que:1<9+9]<3—"-62+els3—”y >

<6 +6 <—— (=1,2); lo cual es equivalente a Re(ol A)) < 0; (j=1.2).

Caso 2.- Como 8§, +®< 0, = 6, + % <0,- % . Tomemos 8 tal que:

n T
0, +—<-0<0,-—— (2.10)
2 2
Con ésta eleccion, se deduce que - %" <0+0,<- % y % <0 +0,< %"

luego Re (o Ay) <0 (j=1,2) y el Lema estd probado.

Cuando estamos en el dominio de Siegel, existe un resultado similar al
anterior, cuya demostracién es dejada al lector:

Lema24 -\, M) e D, = Jae S' 7 (0h) o) <0

Volviendo al estudio de las de las foliaciones definidas por campos
lineales, sea Xo(x),x2) = (M x1, A2 x3) endonde (A, A,) € Dp . Para cual-
quier punto xp = (x? , xg ) € C% sabemos por (2.3) que la hoja de la
foliacion 7, , due pasa por X, puede ser parametrizada por

o(T, xl ,xz)—(e mr 0, MTxg) Obsérvese que si xg =0 (6 A] =0)

entonces ¢ (T, xl ,00e Cx {0} b6 o(T,0, xg) e {0} x C) luego los
planos coordenados x; =0 y x, =0 son hojas de la foliacién. Ademas, por
elLema23, 3ae S' / Re(a)) <0 (=1,2),sea ce R tal que Re (o))

< ¢ < 0 (j=1,2). Para éste o, por (2.5), sabemos que el flujo real @, que pasa

0 0 Ao 0 l at o
por xges @q (1, x,, x,)=(e" " x;,¢" % x, ), luego para >0 tenemos:
0 0,2 a 02 A0 g2 aRe(A @) 2,02 2a 2
1@y (1.x) ) =le M 0Pt = M P < MY 2D)

luego:

. . °f
lim 19, (. %), x)< lim e x5l =0
[—yo0 f—o0
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De aqui se deduce el siguiente:

Teorema 2.5 Sea Xo(x;, x2) = (A X, Ay x2) con (M, Ay) € D, . Entonces :
i) Los planos coordenados {x;, =0} y {x, =0} son hojas de la foliacion
. 7XO A
it) Para toda hoja de ?XO, existe un flujo real cuya trayectoria estd

contenida en la hoja dada y en donde el origen de coordenadas es un
atractor.

ree . 3
_ iii) Las hojas de 7y, son transversales a las esferas S, , en donde:
O

$P={(nx)e C /ixPeinl=rF)

\

()\‘l?)\'Z)er ()\']7}"2)621)

Fig. 2.3

Cuando (A, M)e D, 3 e S' talque ok <0 y ok, >0, luego el

. 0 o0 th, o a2 g .
flujoreal @ oL (s, 5, x, )= (e 'x1 ,€ x,) satisface:

. toA
fim e

=0

0
'x, =0

R




0
y cuando x, # 0 tenemos:

. oA, 0 .
limle 2x2! = lim
{00 t~yo0

tod 0
e 2(x2|=+°°

deducimos de aqui, que tales flujos son transversales a los cilindros C, , en
donde:

Co={(x,x)eC/lxl=r}
ademds, los ejes coordenados {x; =0} y {x; =0} contindan siendo hojas de
la foliacion Zy . En la figura 2.3 damos un modelo bidimensional para los

flujos reales vistos anteriormente, cuando estamos en el dominio de Poincaré
y en el dominio de Siegel. Para otras propiedades de las hojas de 7y el
0

lector puede consultar ([3], [5]).

3. Campos vectoriales holomorfos no lineales en el
dominio de Poincaré en el dominio de Siegel.
Resonancias.

Sea X un campo vectorial holomorfo con singularidad aislada en 0 € C*.
De acuerdo a las notaciones de la seccién 1, existe una vecindad U del 0e C?
tal que X se expresa como:

X=(Xapx?, Yaypr?) G3.1)
IOkl IOkl

en donde las series de potencias que aparecen en (3.1) son convergentes en U.
Decimos que el campo vectorial holomorfo X estd en el Dominio de

Poincaré si y sélo si su 1-jet en el punto 0 = (0,0), J(]) (X); tiene la forma:

(3.2)

J P
J(‘)(X):z.lx,a—+z,2x2 . con (ApAyeD,

xl Xz

cuando (A}, &) € D, decimos que X estd en el Dominio de Siegel. Obsérvese

que si X estd en el Dominio de Poincaré o en el Dominio de Siegel entonces
(0,0) es una singularidad aislada de X.



Denotaremos por D, (resp. Dy ) al conjunto de todos los campos

vectoriales holomorfos X que estdn en el dominio de Poincaré (resp. X en el
dominio de Siegel). Nuestro objeto es estudiar en una vecindad del origen de

C? , la foliacién Py cuando X e D, 6 X € D, . Para ello tratemos

primeramente de “transformar” mediante un cambio de coordenadas, el
campo X en otro “mds conveniente”. Tenemos el siguiente:

Lema 3.1 SiXe D, 6 Xe Dy, con ecuacion diferencial asociada:

dx . =
—L=Ax A, A= Xaox? j=12 (33
ar io=2

Entonces, existe un cambio formal de coordenadas del tipo:
xj=u,+E (), & ()= 2Eioul j=12 (3.4)
Q=2
tal que (3.3) es transformado en:

du ;

J .
o = ljuj +yi), = ZI,llj’QuQ j=12 3.5
102

en donde los coeficientes &, , W satisfacen las relaciones;
éj,QZO’ si 5ij=0
Prueba: Sea x=& (u) = (uy + & (u), up + & (), de (3.4) tenemos:

dxj duj 2 aéj duy,
—L =L Y~
ar  dT  ,_duy dr

Queremos que & transforme (3.3) en (3.5), luego se debe tener:
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2

AjxptA ) =hu 0+ 2 u: WA 1y +y g (1))
k=1

2
A +E )+ A E@) = A ju; +y )+ DAy
k=1 Mg k=19 M

2

IE; IE,
A& (W) - Zl o — () - l//,(u)—z " Wy -4, W) 3.7

=1 iy k=194

Como:

dé

; o0
(u)= Z‘/kgj,Q”Q
by Q=2

el lado izquierdo de (3.7) es igual a:

2

legiju Z zlquéj,QLlQ - zl//j’Ql/lQ

Q=2 k=1101=2 10=2

o 2
= Z[(Aj - Elqu )éj,Q ‘Wj,Q]HQ
102 k=1

Luego (3.7) se reduce a:

280850Vl =

8§j o0&
(w)yr () +
02 du, du

Ly (- A;E@) =12
2
(3.8)

De esta manera la existencia del cambio de coordenadas formal que
transforme (3.3) en (3.5) es equivalente a resolver la ecuacién (3.8) siendo
Eio ¥ Wjo las incdgnitas. Obsérvese que haciendo unos célculos, el término
del lado derecho de (3.8) puede ser expresado en series de potencias

Zzzt:z ¢ j,Q“Q en donde:
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!QIIZZCj,Q =aj,Q j: 1,2
1Q1>2:¢; 5 es funcién de a)g-a2.0-810

éz,Q"‘//l,Q"V’ZQ' con 1Q'I<IQl
Luego para 101 =2 tenemos: 8,0 &o- Wio=a0 (=12)

Si 8= 0 entonces hacemos o =0 y portanto o =-ajo

(lj’Q
5.0

Si 8o # 0 entonces hacemos o =0 y por tanto gj,Q:

Para 10l > 2 podemos seguir inductivamente éste procedimiento y
encontrar valores tnicos para o y ;o que satisfacen la condicién (3.6).
Debemos enfatizar que ésto es posible gracias a que ¢jq envuelve términos
de orden Q" 1< IQi los cuales ya son conocidos por el proceso inductivo de
solucién empleado.

En el Lema anterior aparecieron los nimeros &g =2X;- g, A - g2 Ay, los
cuales juegan un papel fundamental en nuestro estudio. Tenemos la siguiente:

Definiciéon 3.1 Sean Ay, M, € C . Decimos que existe una Resonancia entre

ellos si y sélo si existen qy, g€ N con g+ qy22 tal que
Ni=qiM+q Xy paraalgin j=1,2.

Cuando (A,A») € Dp 6 D, tenemos una interpretacién geométrica de la
resonancia:
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Resonancia entre (A;,A;) € Dp Resonancia entre (A,A,) € D
Fig. 3.1

Lema 3.2
i) (M,Ay) € D, y existe resonancia entre iy A, & 3Im22/0=mX; 6
M=mA
i) (M,Ay) € Dy y existe resonancia entre My Ay < 3y mymy € Z'/
my A +my Ay =

Demostracion:

i) Como existe resonancia entre A; y A, entonces 3, g1, g2 € N con g, + ¢

>2 talque My=g M +q A 6 Ay=¢q) A + g2 Ay . Considerando el

primer caso, tenemos que:
A
/1—;—— y como (A,Ap) € 73 =>—— ¢ R = g<1l=g=0y

fuego Ay =g Ay con gy 2 2, si c0n51deramos la otra posibilidad
llegamos a que A, =¢q; A; con g, >2. Reciprocamente, sidm =21t al

l
que Ay =mA, 6 Ay=mA; entonces 5 - ¢ R ie. (A, M) e D, y

ademds A =0A +mAy 06 A=mA, + 07\.2, luego existe resonancia
entre A y A,

A
i1} (=) Por hipétesis, llegamos a que L= —q—— R =¢>0y q>0,
p =3 /12 1-

luego (g1 - DA + g Ay =0, bastatomar my=qg-1y my=g¢,.
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(< ) Por hipdtesis, existen enteros positivos m,, my tales que

A -
ﬁ:-ﬁ e Q = (A, M) e D, . Ademds, Ay = (my + DAy +my Ay ;

my

luego existe resonancia entre A; y A,, lo cual prueba el Lema.

4. Estudio en la vecindad del origen de una foliacion
inducida por X en D,

De acuerdo al Lema 3.1, podemos transformar el campo X en uno mas
. simple mediante un cambio formal de coordenadas x = & (u). Nos pregun-
tamos ahora:

1. (Es posible encontrar un cambio de coordenadas de la forma x = & (i)
= (uy + & (w), up + & (1)) tal que el campo X es transformado en J(; (X)?

2. Si la respuesta a | es afirmativa. ;Bajo qué condiciones el cambio de
coordenadas es analitico?

En general, la respuesta a 1 no es afirmativa, existen ejemplos en que el
cambio de coordenadas del Lema 3.1 no es convergente [1]. Sin embargo,
bajo ciertas condiciones, podemos responder afirmativamente a las dos
preguntas anteriores, éste es el o bjetivo de la presente seccion.

Lema 4.1 Sea (M,hy) € D, y supdngase que no hay resonancia entre A, y
A2 , entonces:

S=inf(I8,0 / 10122, j=12 }>0
endonde: 6qa=N-qi M- @2 ha, Q= (g1, q2)-

Prueba.- Acotemos inferiormente 8o | por términos que no dependan de Q
=(q,, q2). Consideremos dos casos:

A
Caso I1: Im (/1_;) # (. Para cualquier multi-indice Q = (g, ¢3) con 101 =2,

tenemaos:

A
|6.,Q|=|(1-ql)x,-qzlezmzn(l-q.)z‘—-qzl
Como i

A, 2 A, 2 A2
l(l_q])T_QQ| =[(l—q,)Re(T)—q2] +Im(7)

2 2 2
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A
se tiene que | 8! 21 A0 Im (_A_;) I > 0.
2 Im(4L)=0: Como(,d)eD,m>-LeRy 2L>0=18
Caso 1’"(12)-0- omo (A, Ay) € p:>/126 y /12> =100
A
=% 11(1-g0) 7 - a2

i)q1>1$|81_0|=

9

A A A
I Al -yt == [P S E— =12, (A—'+q—2)
2 14 Ay g -1 2 g1

A
21175 >0
ll)qlzlﬁqZ21 ysetiene |61’Q|=D\,2||O-C]212|7\:2|>0

. A Ay
itl) g, =0= ¢, 22 vy se tiene ISLQI:IMHA—z-qz!. Sea a=72>0.

Si a < g, entonces a < [a] + 1< g,, luego:
la-gl=¢r-a=(q-1-[a])+ (M +[al-a)21+[a]-a>0
St 2 < g, <a entonces ¢, <la] <a, luego:
la-gl=a-g,=(a-[al)+([a]l-q2)2a-[d]
Como a >2 y no hay resonancia entre A; y A, a no puede ser entero
positivo y por tanto a - [a] > O (es aqui donde usamos la hipStesis de

resonancia). La acotacién de 18,9 | es similar y por tanto el Lema estd .
probado.

Observacion.- Cuando (M, ;) € D, y hay resonacia entre &y y 2, ,

sabemos que 3m =2 tal que Ay =m A, (6 Ay =m Ay), si al conjunto {18 1/
Jj=12; 10122} le quitamos el elemento 18 gum | (6 18ym0 | = 0), entonces
el minimo de éste conjunto sigue siendo positivo.

Estamos ahora en condiciones de responder a las dos preguntas del inicio
de la seccién:
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Teorema 4.2 (Poincare). Sea Xe 'Dp con ecuacion diferencial asociada:
dx

—d?'lzljxj+Aj(x), A= Xa;oxl, j=12 @D
102

Si no hay resonancia entre Ay y A, entonces existe un cambio de
coordenadas holomorfo del tipo:

xj=uj+E ), E = X oul. j=12 @2)

10=2
tal que (4.1) es transformado en:
duj
g;:),juj, i=12 4.2)

Prueba.- Como no hay aresonancia entre A1y Ay y (A, A, ) € D, entonces

8o #0 Vj=1,2 VIQI = 2; luego por el Lema 3.1, existe un cambio formal de
coordenadas x = & (u), del tipo (4.2) tat que (4.1) es transformado en (4.3).
Restaria probar que el cambio de coordenadas es convergente en alguna
vecindad del 0 e C?, para ello usamos un método conocido como el de las
mayorantes de Poincaré. Antes necesitamos algunas notaciones:

Sean P(uy, up ) = EPQul‘“ugz y R(uj,uy)= ZRQLL]L“ ugz (k=0)
IQkk 10k
dos series de potencias en dos variables con coeficientes no negativos (i.e.
Pg, Rg 20 VIQI = k), en éstas condiciones definimos:

P<Re& Py <Ry YIQI22 (4.4)

(5]

Si P(uy, i) = 2 PQqu1 u;lz es una seric de potencias en dos variables con
0=k

coeficientes complejos (i.e. Po € C VIQI = 2), denotamos por ﬁ(ul, ur) ala

serie de dos variables con coeficientes no negativos de P mediante:
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P(uy,up) D, 1 Pyluf uf? (4.5)
0=k

y denotamos por P () a la serie de una variable con coeficientes no negativos
obtenida de P mediante:

F’(u): i’(u,u): Z‘PQlu{“ngz z(zlpgl)un (4.6)
IQ=k In=k 1Ql=n

El lector no tendra dificultad en demostrar los siguientes resultados:

1) Si ls(ul, i) es convergente en el polidisco A(uy, uz ; R) = {(u), ) e C
/luy 1< R y luy | £ R} entonces P(uy, u;) es convergente en el
polidisco A(u, u; ; R).

i) St f’(u) es convergente enla bola Br (0) entonces f’(ul, iy) €s
convergente en el polidisco A(uy, u; ; R).

Pasamos a demostrar de la convergencia de & (u) = (u; + &; (iq, ua ), uy +
&, (uy, 4 ). De (3.8) tenemos que:
ZS/,Qéj,QuQ = —Aj (Hl +§l (l/ll ,u2 ), uz +§2 (Lll N I/l2 )) J = 1,2
10=2
Si llamamos P; (1) a la serie del lado izquierdo, un ficil cdlculo prueba
que:

}A’j (u),uy) < /A&j (uj +§AI (uy,uy )uy +52 (u),15)) .7

Por el Lema 4.1, sabemos que d=inf{ | §ql/j=12, 10122 }>0, luego:

ﬁj (ty,19) = Zl5j,QIl§j’Q|uQ <o umré:z Ifj’QluQ =5§Aj (g, up)
)

De (4.7) :
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55; (u) = 55‘,- (u,u) < Aj (u+E&, (w),u+&, ()
i"&j (u +§~1 (u) +§~2 (), u + 51 (W) + 52 (u))

= A, (u+& () +&, () =12

Llegamos a:

2
Elw+& w28 " XA (i, w+& W) (4.8)

i=l

De acuerdo a los resultados (i) y (i1), serd suficiente probar que 3 R > 0 tal
que 51 (u)+&, (u) seaconvergente en Bg (0).
Si denotamos:

2 oo oo
Fuy =82 A, w= 2 fu"  f,=8" Xlayghlayoh n=2
j=1 n=2 1Q=n

‘h=2

2 oo 00
Swy=2E ()= Xs,u" s = 208 gHIE, o) n22
j=1 2 1Q1=n

(4.8) se expresa como:
Sy = Fu=5 ) (4.9)

en donde F es una funcién analitica, (puesto que, por hipotesis, A; son
funciones analiticas) en una vecindad del 0 e C? y S es una serie de

potencias. Motivados por (4.9), definimos la funcién f en una vecindad del
0e C?, a valores complejos mediante:

fuv)y=v-Fu+v) (4.10)

. af
esta funcién satisface f(0,0)=0 y 5’;— (0,0) =1 luego por el Teorema de la

funcién implicita en varias variables complejas [4], existe una funcion
analitica Sy definida en By (0) c C a valores complejos tal que Sp(0)=0 y f
(i, So (1)) =0 en By (0). De (4.10) tenemos:
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So(w)=F (u+So(u)) Vue Br(0) “.11)

Como S’ (0) = 0, se tiene que Sy es de la forma:

So (1) = chu" .

n=2
Por tanto, de (4.11) tenemos:
e = 2 fy (u+Sou)” (4.12)
n=2 n=2

Igualando los términos de (4.12); llegamos a:

=1

2

De esta manera S; (1) es una serie de términos no negativos y por induccién
se cumple que ¢, =f, Vn 22. Luego por (4.9) tenemos que ¢, =s, YV n2
2,ie.

S (u) < So(u) Vue Br(0)

y por tanto S (u) = El (u)+§~2 (u) es convergente en el disco Bg (0) lo cual

prueba el Teorema.

Hemos probado que cuando Xe D, y no hay resonancia, existe un difcomor-

fismo analitico & que transforma X en su parte lineal J(I)(X) =\ x1, Aaxy) en
una vecindad del 0 € C? . Decimos entonces que & es una Conjugacion

Analitica Local entre X y su parte lineal J(])(X) 6 igualmente que X y J(I)(X)

son Analiticamente Conjugados. De esta manera el comportamiento local de

las hojas de 7x es el mismo que el de las hojas de 7J](X) el cual ya hemos
0

estudiado (Ver seccién 2, Teorema 2.5).
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Cuando XeD, y no hay resonancia, ya no es posible conjugar analitica-
mente X con su parte lineal, sin embargo, tenemos el siguiente:

Teorema 4.3 (DULAC). Sea XeD, con ecuacion diferencial asociada:

dx . >
oA A ) A= 2axC =12 (4.13)
dT 57 J J ey

10=2

Si’ existe resonancia entre A y A, entonces existe un cambio de
" coordenadas holomorfo del tipo:

xj=ug+E ) &= 2E0u? j=12 (4.14)
10=2

tal que (4.13) es transformado en:

duy n
= Aup +auy

dit 4.15)
l_d'rfl_:lzl,lz
o
diuy
o = u
dr = 17 (4.16)

dug

n
AT = A«zuz +blll

endonde abe Cy n22.

Prueba.- Por hipétesis (A, Ay) € Dp y existe resonancia, luego por el lema
32-(0) 3n=22/% =nk, 6 Ay =nk,, trabajando con el primer caso y
denotando Qg = (0,n) tenemos que S,q# 0si Q# (0, 10122 y B0# 0,
ViQl 2 2. Por el Lema 3.1, existe un cambio de coordenadas formal x =& (u)
del tipo (4.14) que transforma (4.13) en:

duy n
T = AV o) i

duy
{ dar = Aguy

Yion € C Yy n=>2

(La ecuacién (4.16) se obtiene cuando trabajamos con Ay = nk;)
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Para probar la convergencia del cambio de coordenadas, procedemos
como en el Teorema 4.2, teniendo en cuenta la observacién al Lema 4.1 .
Dejamos los detalles al lector.

De esta manera, cuando XeD, y existe resonancia entonces X es
analiticamente conjugado al campo X (x;,5) = (A x; + ax’y , A xy) (6a kX,
(x1,%2) = (M X1 Maxa + bx", ) ) el estudio local de X, en una vecindad del Oe C?

es similar al realizado en la seccién 2 para campos lineales en vista que
podemos parametrizar explicitamente las hojas de 7x, mediante:

T MbT
(p(T,xl,x2)=((ax;T+xl)eA1 ,e'2 Xz)

Para mayor informacién el lector puede consultar [3].

5. Breve estudio en la vecindad del origen de una
foliacion inducida por un campo X en Ds

Los métodos de la seccién anterior no pueden ser aplicados cuando Xe D,

ya que en este caso no es posible obtener un resultado similar al Lema 4.1 ni
siquiera suponiendo ausencia de resonancias. Sin embargo, podemos
transformar formalmente el campo X en otro mas simple:

Teorema 5.1 Sea XeD, con ecuacién diferencial asociada:

dx . i
—Lohx A, A= Dajpx® =12 (5.1
dT e e o o ?

Q=2

Si existe resonancia entre A; y A, entonces existe formal de coordenadas
del tipo:

x; =uj+§ (W éj(u)= 26 j’QuQ ji=12 (5.2)
Q=2

tal que (5.1) es transformado en:
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(

d +1

| '—Tl‘ = Ml + Ea”u"'” Ll 2

{ n= l (5.3)
diy ”’"I mnf; +1

[[,T_/luzﬁLZb u

n=|

Demostracion:  Por hip6tesis (A, A>)eD; y son resonantes, en este caso el
Lema 3.2 (ii) nos dice que existen my, m; € 7" tal que my A +my Ap=0

obérvese que para cualquier entero positivo n nm; A, + nmoh, = 0, luego:

A=(nmy + DA +my A,

ne 2" (5.4)
Ay=(nmA )+ (nmy + DA,

endonde nm + 1 +nmy=n(m +my))+123 Vn eZ’

De (5.4), todos los 5ij (j=1,2 1Q1 2 2) son distintos de cero a excepcion
de aquellos de la forma &, (. +1.myy92 (umy iy, ). 105 Cuales son ceros para

cualquier n eZ'. Porel Lema (3.1), existe un cambio formal de coordenadas
del tipo (5.2) que transforma (5.1) en:

I duy ay+l iy
{ AT = ul + zv/l (o + 1y Y ty

n=l
oo

duz nmy niy+1
ar = Moty t 2‘/’2 Cnmy nmy 1M1 U

n=1

lo cual prueba el Teorema.

Antes de finalizar, debemos advertir que todos los resultados obtenidos
hasta aqui, pueden ser generalizados a dimensiones mayores que 2 [2].
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