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Resumen 

En este trabajo definimos el concepto de 

propiedad s-localmente finita relativamente a sub-conjuntos 

y usamos este concepto para obtener 

una condición necesaria y suficiente para que la intersección 

arbitraria de una familia de subconjuntos abiertos 

de un espacio topológico sea semi-abierta. 
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l. INTRODUCCION 
Los conjuntos semi-abiertos fueron introducidos e investigados por N. 

Levine en ([7], 1963). Posteriormente en ([6], 1973) se probó que la 
intersección de dos conjuntos semi-abiertos no es necesariamente semi
abierto. En este artículo definimos la noción de una familia s-localmente 
finita a través de conjuntos semi-abiertos y daremos una condición necesaria 
y suficiente para que la intersección arbitraria (resp. unión arbitraria) de 
conjuntos abiertos (resp. conjuntos cerrados) sea semi-abierta (resp. semi
cerrada). 

Adoptaremos en este trabajo las notaciones y terminologías de [7], [ 4] y 
[3]. Para nuestro propósito, veamos primero las siguientes definiciones y 
teoremas, a ser usados en este trabajo. 

Definición 1.1. Sea (X,'t) un espacio topológico. Diremos que el 
cm~junto A e X es semi-abierto [7], denotando por A E SO (X,'t), si y 
solamente si, existe O E 't tal que OcA e Cl(O), donde C/(0) indica la 
clausura de O en X. 

De [7]: AE SO (X,'t) <=>A e Cl (lnt (A)) 

Definición 1.2. Sean (X,'t) un espacio topológico y A, B e X. Diremos 
que A es semi-cerrado [2], si y solamente si, el complementario A e es semi
abierto y la semi-clausura de B, denotada por sCl(B), es la intersección de 
todos los conjuntos semi-cerrados conteniendo B. 

De [6]: A es semi-cerrado <=> sCl (A)= A. 

Definición 1.3. Sea (X,'t) un espacio topológico. Un conjunto M, e X es 
llamado una semi-vecindad de un punto xEX [1], si y solamente si, existe 
AESO (X,'t) tal que xEA e M,. 

Teorema 1.4. Sean (X,'t) un espacio topológico y A e X. Entonces 
AE SO (X,'t). si y solamente si, A es una semi-vecindad de cada XEA [1 ]. 

Demostración: 
(Necesaria): Es inmediata. 
(Suficiencia): Por hipótesis :lA, E SO (X,'t) 1 xEA, e A para cada xEA. 

Entonces por ([7], Teorema 2) U A,= AE SO (X,'t). 

XEA 

Teorema 1.5. Sea (X,'t) un espacio topológico. Si AE 't y OE SO(X,'t), 
entonces An OE SO(X,'t) [6]. 
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Demostración: Como OESO(X,'t), 3GE't 1 G e O e C/(0). Se sigue 
del hecho de A ser abierto que A n C/(G) e Cl (A n G). Por tanto 
A n G e AnO e Cl (A n G), de donde por la Definición 1.1, AnO E 

SO(X,'t). 

Nota l. 
(i) La intersección de dos sub-conjuntos semi-abiertos no es semi-abierto 

([7], Observación 5). 
(ii) Si A es abierto y O semi-abierto, entonces AnO es semi-abierto 

(Teorema 1.5). 

(iii) La intersección nAíl de una familia (AA)en de subconjuntos semi
ílE!1 

abiertos (en particular subconjuntos abiertos) no es necesariamente 
semi-abierto. 

El siguiente ejemplo muestra esta afirmación. 

Ejemplo 1.6. Sea X= R, donde R es la línea real con la topología usual 

't. Sea An = (-+,,f.), nE N. Entonces la intersección A = nAn de la familia 
n=l 

(An)neN de subconjuntos abiertos no es semi-abierto, pues A e Cl(lnt(A)). Los 
siguientes resultados duales son obtenidos como una consecuencia de la Nota 
l. 

(i') La unión de dos conjuntos semi-cerrados no es, en general, semi
cerrado [2]. 

El siguiente ejemplo, muestra esta afirmación. 

Ejemplo 1.7. Sean X= {a,b,c,d} y 't= {<!>,{a}, {a,b},X}. Si A= {a} 
y B = { b}, entonces sCL(A) = {a} =A y sCL(B) = { b} = B. También vemos 
que A y B son semi-cerrados, pero AuB no es semi-cerrado. 

(ii') Si Fes cerrado y B semi-cerrado, entonces AuB es semi-cerrado. 
(iii') La unión UB íl de una familia (Bü).en de sub-conjuntos semi

ílEO 

cerrados (en particular subconjuntos cerrados) de (X,'t) no es necesariamente 
semi-cerrada como indica el siguiente ejemplo. 
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Ejemplo 1.8. Sean X= R y B = {'AEX 1 O< 'A< 1, 'A =F f). Entonces 

B = U p,¡ donde cada {'A) es cerrado, no es semi-cerrado puesto que 
AEB 

1 
sCl(B) = (0,1) e (0,1) \ { 2) =B. 

2. PROPIEDAD S-LOCALMENTE FINITA 

Razonando como en [8], daremos aquí una condición tal que las 
propiedades (iii) y (iii') manteniendo sus caracteres de suficiencias, sean 
también necesarias. 

Definición 2.1 Una familia (A;,hen de subconjuntos de un espacio 
topológico (X,'t), tiene la propiedad s-localmente finita (en forma abreviada: 
(SLF)) si para cada xEX, existe una semi-vecindad V de x tal que VnAA = <jJ 

para todo salvo un número finito de índices 'AE Q. 

Equivalentemente: Una familia (AüAen tiene la propiedad-(SLF) en x si 
existe una semi-vecindad V de x y un subconjunto finito 0 0 de Q tal que 

Ve nA~. 
ÁEQ~Q0 

Definición 2.2 Una familia (AAhen de subconjuntos de un espacio 
topológico (X,'t), tiene la propiedad-(SLF) relativa a un subconjunto T, si 
esta familia tiene la propiedad-(SLF) en cada punto de T. 

Es claro que si la familia (AA)AErl tiene la propiedad-(SLF) de 
subconjuntos y si BA e AA para cada 'AE Q, entonces la familia (BAhEn 
satisface la propiedad-(SLF). 

Este concepto es relativo a la posición de los AA en X, y es completamente 
irrelevante a la intersección que ocurre entre los AA . 

Ejemplo 2.3. 
(a) La familia (AA)AErl puede tener la propiedad-(SLF) a pesar que cada AA 

intersecta infinitamente muchos otros Aa. Por ejemplo: en X = R basta tomar 
la familia (A 11 ) 11eN con An= {x/x.>n). 

(b) La familia (AüAen puede tener la propiedad-(SLF) a pesar que los AA 
no intersecten a cualquier otro Aa. Por ejemplo: en X = R, basta tomar la 
familia (AAhEn, donde AA= {'A). 
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Teorema 2.4. Una condición necesaria y suficiente para que la 
intersección arbitraria de una familia (A¡..)¡,_d1 de subconjuntos abiertos de 

un espacio topológico (X,'t) sea semi-abierta es que la familia (A~) ÁED 

tenga la propiedad-(SLF) relativamente al subconjunto A = nA Á . 

ÁEÜ 

Demostración: (Suficiencia): Supongamos que la familia (AA.hEn tenga 
la propiedad-(SLF) relativamente al subconjunto A = nA A donde A¡,_ E 't 

AEÜ 
o.E Q). Supongamos también que XE A. Entonces por hipótesis existe un 

subconjunto finito no de Q y una semi-vecindad V de X tal que Ve nA A. 

ÁEl.1-Q0 

Por tanto U= V n ( nAA) e ( nAA) n ( nAA) =A, esto es, A 
ÁE n0 ÁE n-n0 ÁE n0 

contiene al conjunto u. Por la Nota 1 (ii) y puesto que A = nA Á E 't, 

AEDo 

deducimos que U es una semi-vecindad de x, lo que implica que A es una 
semi-vecindad de cada una de sus puntos. De aquí, y del Teorema 1.4, 
tenemos que A es semi-abierto en X. 

(Necesidad): Supongamos ahora que A = nA A sea semi-abierto. 
AEÜ 

Entonces A e = nA~ es semi-cerrado, siendo cada A~ subconjunto 
AEÜ 

cerrado. Sea V= A. Entonces V es una semi-vecindad de cada uno de sus 
puntos tal que V nA e= <1>· 

Como V n Ac =V n (U A~)= Ucv nA~), entonces V nA~= <1> para 
AEÜ AEÜ 

todo AE Q. Esto muestra que la familia (A~ hEn satisface la propiedad

(SLF) en cada punto de A = nA A . 

AEÜ 

Teorema 2.5. Una condición necesaria y suficiente para que la unión 

B = UB A de una familia (B;.hEa de subconjuntos cerrados de un espacio 
AEÜ 

topológico (X,'t) sea semi-cerrada es que la familia (BA.hül tenga la 
propiedad-(SLF) relativamente al subconjunto Be . 
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Demostración: Los Teoremas 2.4 y 2.5 son duales y equivalentes por 

complementación. Realmente: Si A ~e es el complementario B~ (AE Q) en la 

situación del Teorema 2.5, entonces A~c es abierto en X. Por otro lado, vemos 
que las hipótesis del Teorema 2.5 nos llevan a las hipótesis del Teorema 2.4, 

pues: como la familia ( B~hü2 de subconjuntos cerrados tiene la propiedad

(SLF) relativamente a Be, resulta entonces que la familia (A thü1 también 

tiene la propiedad-(SLF) relativamente al sub-conjunto A = nA A. De 
AEÜ 

donde concluímos por el Teorema 2.4 que AE SO(X;t). Por complementario 

obtenemos que: B = UsA= UAt = (nA A )e= Ac es un sub-conjunto 

semi-cerrado en X. 

Usando la misma técnica, sobre la base del Teorema 2.4 obtenemos la 
condición necesaria. Esto es, el Teorema 2.4 implica al Teorema 2.5, (y en un 
raciocinio similar en el sentido inverso, probamos la implicación contraria). 

Ejemplo 2.6. El Ejemplo 1.6, muestra que la condición de que la 
familia tenga la propiedad-(SLF), no puede ser omitida del Teorema 2.4 . 

Nota 2. Si reemplazamos en la Definición 2.1 (ó en la Definición 2.2) 
semi-vecindad por vecindad, entonces obtenemos la definición de conjunto 
localmente finito [9] y los Teoremas 2.4 y 2.5 continúan aún siendo válidos. 

Como consecuencia de lo anterior y teniendo en cuenta la Nota 2, 
conseguimos la siguiente proposición: 

Proposición 2.7. La intersección de una familia CV~chEn de 
vecindades de un punto x es una vecindad de x, si y solamente si, la familia 

(V {hEn verifica la propiedad localmente finita en x. 

Demostración: (Necesidad): Si nv A es una vecindad de X, entonces 

existe un abierto u el cual contiene X tal que U e nv A . Por tanto u (\ V~ 
AEÜ 

= <1> para todo AE Q; de donde deducimos que la familia (V~ hE11 tiene la 
propiedad localmente finita en x. 
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(Suficiencia): Supongamos que la familia (V~ hen tenga la propiedad 
localmente finita en x. Entonces existe una vecindad abierta W de x tal que 

V~ n W = <j> excepto para un número finito de A 's. Por tanto Cl(V~ )n W = <j> 

excepto para los mismos A ,s , pues si este no fuese el caso, tendríamos un 

ZE Cl(V~ )nW, de donde W sería una vecindad de z, con ZE Cl(V~ ). Esto 

es V~ n W =t. <j>, lo que nos llevaría a una contradicción. Luego la familia 

(Cl(V~ )hen tiene la propiedad localmente finita en x, lo que implica que 

exista una vecindad abierta V de x tal que Cl(V~ )n V= <j> para todo salvo un 

número finito de A's. Como xElnt(V1J para todo AEr! (donde lnt(V1J es el 

interior de V¡,_), tenemos, que u~ n (lnt (V¡,_) n V) con XE n (lnt(V¡,_) n 
~Q ~Q 

V) donde U= n Int(V¡,_). Por tanto es suficiente, probar que 0= n (lnt 
~Q ~Q 

(V¡,_) n V) E 't:, lo cual indicaría que U sería una vecindad de x. En virtud de 
la Nota 2 y del Teorema 2.4 bastaría entonces probar que la familia ((lnt 

(V¡,_)nV)chen tenga la propiedad localmente finita relativamente a O, donde 
0¡,_ = Int(V¡,_) n VE 't. Pero esto se sigue del hecho que V es una vecindad de 

todo punto de O y O~nV = ((Cl(V~) n V) u (V' n V)= <1> para todo salvo 

un número finto de A''. Puesto que U e nv A, entonces la intersección 
AEQ nv A , es una vecindad de X, lo que prueba nuestra proposición. 

AEQ 

Nota 3. Leopoldo Nachbin en [5], da una condición suficiente para que 
la intersección compacta (definición dada por El) de una familia de 
vecindades de un punto sea vecindad del punto, pero en una versión 
totalmente diferente a la tratada en este trabajo. 
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