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LA INTERSECCION ARBITRARIA
DE UNA FAMILIA DE
SUBCONJUNTOS ABIERTOS
CON LA PROPIEDAD
S-LOCALMENTE FINITA

ES SEMI-ABIERTA
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Resumen

En este trabajo definimos el concepto de
propiedad s-localmente finita relativamente a sub-conjuntos
Yy usamos este concepto para obtener
una condicién necesaria y suficiente para que la interseccion
arbitraria de una familia de subconjuntos abiertos

de un espacio topoldgico sea semi-abierta.
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1. INTRODUCCION

Los conjuntos semi-abiertos fueron introducidos e investigados por N.
Levine en ([7], 1963). Posteriormente en ([6], 1973) se probé que la
interseccién de dos conjuntos semi-abiertos no es necesariamente semi-
abierto. En este articulo definimos la nocién de una familia s-localmente
finita a través de conjuntos semi-abiertos y daremos una condicién necesaria
y suficiente para que la interseccién arbitraria (resp. unién arbitraria) de
conjuntos abiertos (resp. conjuntos cerrados) sea semi-abierta (resp. semi-
cerrada).

Adoptaremos en este trabajo las notaciones y terminologias de {7], [4] y
[3]. Para nuestro propésito, veamos primero las siguientes definiciones y
teoremas, a ser usados en este trabajo.

Definiciéon 1.1. Sea (X,1) un espacio topolégico. Diremos que el
conjunto A c X es semi-abierto [7], denotando por A € SO (X,1), si y
solamente si, existe O € 1 tal que OcA < CI(0), donde CI(O) indica la
clausura de O en X.

De [7]: Ae SO (X,1) & A < Cl (Int (A))

Definicion 1.2, Sean (X,T) un espacio topolégico y A, B € X. Diremos
que A es semi-cerrado [2], si y solamente si, el complementario A° es semi-
abierto y la semi-clausura de B, denotada por sCI(B), es la interseccion de
todos los conjuntos semi-cerrados conteniendo B.

De [6]: A es semi-cerrado <> sCl (A) = A.

Definicién 1.3, Sea (X,1) un espacio topolégico. Un conjunto M, C X es
Uamado una semi-vecindad de un punto xe X [1], si y solamente si, existe
Ae SO (X7) tal que xe A c M, .

Teorema 1.4. Sean (X,1) un espacio topoldogico y A < X. Entonces
Ae SO (X,1), si y solamente si, A es una semi-vecindad de cada xeA [1].

Demostracién:

(Necesaria): Es inmediata.

(Suficiencia): Por hipétesis A, € SO (X,1) / xe A, € A para cada xeA.
Entonces por ([7], Teorema 2) | ] A, = Ae SO (X,7).

xe A

Teorema 1.5. Sea (X,1) un espacio topolégico. Si Aety 0e SOX,1),

entonces AN Oe SO(X,7) [6]. ‘
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Demostracion: Como 0OeSO(X,1), 3Get/ G < O < Ci(O). Se sigue
del hecho de A ser abierto que A M CI(G) < Cl (A n G). Por tanto
ANGcAnOcCl(AnG), de donde por la Definicién 1.1, An O e
SOX,7).

Nota 1.
(1) La interseccién de dos sub-conjuntos semi-abiertos no es semi-abierto
({71, Observacion 5).
(ii)Si A es abierto y O semi-abierto, entonces ANO es semi-abierto
(Teorema 1.5).
(iii) La interseccidn ﬂA 3 de una familia (A)cq de subconjuntos semi-
AeQ)
abiertos (en particular subconjuntos abiertos) no es necesariamente
semi-abierto.

El siguiente ejemplo muestra esta afirmacion.

Ejemplo 1.6. Sea X = R, donde R es la linea real con la topologia usual

co

1. Sea A, = (-,—IL,%), ne N. Entonces la intersecciéon A = ﬂA” de la familia
n=1

(Ap)nen de subconjuntos abiertos no es semi-abierto, pues A < Cl(Int(A)). Los

siguientes resultados duales son obtenidos como una consecuencia de la Nota

1.

(i’) La uni6n de dos conjuntos semi-cerrados no es, en general, semi-
cerrado {2].

El siguiente ejemplo, muestra esta afirmacion.

Ejemplo 1.7. Sean X = {ab,c.d} y 1=1{0, {a}, {a,b}, X}. Si A= {a}
y B ={b}, entonces sCl(A)={a}=A y sCi(B)={b} = B. También vemos
que A y B son semi-cerrados, pero AUB no es semi-cerrado.

(ii’) Si F es cerrado y B semi-cerrado, entonces AUB es semi-cerrado.
(iii’) La unién UB ; de una familia (By)yeq de sub-conjuntos semi-
reQ
cerrados (en particular subconjuntos cerrados) de (X,T) no es necesariamente
semi-cerrada como indica el siguiente ejemplo.
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Ejemplo 1.8. Sean X=R y B={AeX/0< A< l,k;t?l}. Entonces

B = U{/’L} donde cada {A} es cerrado, no es semi-cerrado puesto que
AeB

sCI(B) = (0,1) < (0.D\ () = B.

2. PROPIEDAD S-LOCALMENTE FINITA

Razonando como en [8], daremos aqui una condicién tal que las
propiedades (iii) y (iii’) manteniendo sus caracteres de suficiencias, sean
también necesarias.

Definicién 2.1 Una familia (Ayheq de subconjuntos de un espacio
topoldgico (X,7), tiene la propiedad s-localmente finita (en forma abreviada:
(SLF)) si para cada xe X, existe una semi-vecindad V de x tal que VA, = ¢
para todo salvo un nidmero finito de indices Ae Q.

Equivalentemente: Una familia (Ay)req tiene la propiedad-(SLF) en x si
existe una semi-vecindad V de x y un subconjunto finito €, de €2 tal que

ve [As.
AeQ-Q,

Definicién 2.2 Una familia (Ao de subconjuntos de un espacio
topolégico (X,1), tiene la propiedad-(SLF) relativa a un subconjunto T, si
esta familia tiene la propiedad-(SLF) en cada punto de T.

Es claro que si la familia (Ap)cq tiene la propiedad-(SLF) de
subconjuntos y si B, < Ay para cada AeQ, entonces la familia (Bi)ica
satisface la propiedad-(SLF).

Este concepto es relativo a la posicién de los A en X, y es completamente
irrelevante a Ia interseccién que ocurre entre los Ay .

Ejemplo 2.3.

(a) La familia (Ap)scq puede tener la propiedad-(SLF) a pesar que cada Ay
intersecta infinitamente muchos otros A,. Por ejemplo: en X = R basta tomar
la familia (A )pen con A, = {x/x.>n}.

(b) La familia (A3);cq puede tener la propiedad-(SLF) a pesar que los Aj
no intersecten a cualquier otro A, Por ejemplo: en X = R, basta tomar la
familia (Ay)aeq, donde A = {A}.
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Teorema 2.4. Una condicion necesaria y suficiente para que la
interseccion arbitraria de una familia (Ayeq de subconjuntos abiertos de
un espacio topoldgico (X,1) sea semi-abierta es que la familia (A;) 10
tenga la propiedad-(SLF) relativamente al subconjunto A = ﬂA 1-

AeQ

Demostracion: (Suficiencia): Supongamos que la familia (4;)eq tenga
la propiedad-(SLF) relativamente al subconjunto A = ﬂA ; donde Aze 1

eQ
(A Q). Supongamos también que xe A. Entonces por hipétesis existe un
subconjunto finito €, de Q y una semi-vecindad V de x tal que Vc mA/l .
Ae Q-Q,
Por tanto U =V N ( ﬂAl) c( ﬂAl) N ( ﬂAl) = A, esto es, A
AeQy AeQ-Q, AeQq
contiene al conjunto U. Por la Nota 1 (ii) y puesto que A = ﬂA/l € T,
Ae
deducimos que U es una semi-vecindad de x, lo que implica que A es una

semi-vecindad de cada una de sus puntos. De aqui, y del Teorema 1.4,
tenemos que A es semi-abierto en X.

(Necesidad): Supongamos ahora que A = ﬂAl sea semi-abierto.
2&Q
Entonces A° = ﬂA; es semi-cerrado, siendo cada A subconjunto
AeQ

cerrado. Sea V = A. Entonces V es una semi-vecindad de cada uno de sus
puntos tal que VN A®=¢.
Como VnA® =V (| A5 = [Jwvray), entonces VA = ¢ para
2eQ AeQ
todo AeQ. Esto muestra que la familia (Ai Jien satisface la propiedad-
(SLF) en cada puntode A = ﬂA/l .
AeQ

Teorema 2.5. Una condicidn necesaria y suficiente para que la union
B = UB/I de una familia (By)eq de subconjuntos cerrados de un espacio
AeQ
topolégico (X,1) sea semi-cerrada es que la familia (B tenga la
propiedad-(SLF) relativamente al subconjunto B® .
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Demostracion:  Los Teoremas 2.4 y 2.5 son duales y equivalentes por
complementacién. Realmente: St A, es el complementario Bi()\,E Q) en la

situacién del Teorema 2.5, entonces Ay es abierto en X. Por otro lado, vemos
que las hipétesis del Teorema 2.5 nos llevan a las hipétesis del Teorema 2.4,

pues: como la familia (B;)XEQ de subconjuntos cerrados tiene la. propiedad-
(SLF) relativamente a B°, resulta entonces que la familia (Ai);LGQ también

tiene la propiedad-(SLF) relativamente al sub-conjunto A = ﬂA 1- De
reQd
donde concluimos por el Teorema 2.4 que Ae SO(X,1). Por complementario
obtenemos que: B = UB/1= UA; = ( ﬂAl ) = A® es un sub-conjunto
AeQ AeQ AeQ
semi-cerrado en X.

Usando la misma técnica, sobre la base del Teorema 2.4 obtenemos la
condicion necesaria. Esto es, el Teorema 2.4 implica al Teorema 2.5, (y en un
raciocinio similar en el sentido inverso, probamos la implicacion contraria).

Ejemplo 2.6. El Ejemplo 1.6, muestra que la condicién de que la
familia tenga la propiedad-(SLF), no puede ser omitida del Teorema 2.4 .

Nota 2. Si reemplazamos en la Definicién 2.1 (6 en la Definicién 2.2)
semi-vecindad por vecindad, entonces obtenemos la definicién de conjunto
localmente finito [9] y los Teoremas 2.4 y 2.5 contindan atin siendo validos.

Como consecuencia de lo anterior y teniendo en cuenta la Nota 2,
conseguimos la siguiente proposicion:

Proposicion 2.7. La interseccion de una familia (Vi)eq de
vecindades de un punto x es una vecindad de x, si y solamente si, la familia
(Vf heq verifica la propiedad localmente finita en x.

Demostracion: (Necesidad): Si ﬂv/1 es una vecindad de x, entonces

AeQ .
existe un abierto U el cual contiene x tal que Uc ﬂvl . Portanto UV
AeQ
= ¢ para todo AeQ; de donde deducimos que la familia (V;L Neq tiene la
propiedad localmente finita en x.
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(Suficiencia): Supongamos que la familia (V()'l aeq tenga la propiedad
localmente finita en x. Entonces existe una vecindad abierta W de x tal que
V;L N W= ¢ excepto para un niimero finito de A®*. Por tanto Cl(Vj1 INW=¢6
excepto para los mismos A, pues si este no fuese el caso, tendriamos un
7€ Cl(Vfl )NW, de donde W seria una vecindad de z, con ze CZ(VSI ). Esto
es V; NW = ¢, lo que nos llevarfa a una contradiccion. Luego la familia
(Cl(Vi Yhea tiene la propiedad localmente finita en x, lo que implica que
exista una vecindad abierta V de x tal que Cl(V; )NV = ¢ para todo salvo un
namero finito de A°. Como xelni(V,) para todo Ae € (donde In#(V;) es el
interior de V), tenemos, que U > ﬂ (Int (V3) n'V) con xe ﬂ (Int(V3) N

AeQ AeQ
V) donde U= ﬂ Int(V,). Por tanto es suficiente, probar que O= ﬂ (Int
AcQ 2€Q
(Vi) n' V) e1, lo cual indicaria que U serfa una vecindad de x. En virtud de
la Nota 2 y del Teorema 2.4 bastaria entonces probar que la familia ((/nt
(VONV))eq tenga la propiedad localmente finita relativamente a O, donde
0, = Int(V;) N Vet. Pero esto se sigue del hecho que V es una vecindad de
todo punto de O y O;mV = ((Cl(V;) AVYU (V' V)=¢ para todo salvo
un ndmero finto de A, Puesto que Uc ﬂvl, entonces la interseccion
AeQ
ﬂV;L , es una vecindad de x, lo que prueba nuestra proposicién.
pr3e;

Nota 3. Leopoldo Nachbin en [5], da una condicién suficiente para que
la intersecciéon compacta (definicion dada por El) de una familia de
vecindades de un punto sea vecindad del punto, pero en una version
totalmente diferente a la tratada en este trabajo. '
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