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UN ESTIMADOR DE SEUDO-MAXIMA
VEROSIMILITUD, SU CONSISTENCIA
FUERTE Y DISTRIBUCION
ASINTOTICA

José Flores

1. Introduccion
Uno de los métodos mds conocidos para estimar pardmetros es
el de Mdxima Verosimilitud, con él y bajo condiciones de
“regularidad” se obtienen estimadores fuertemente consistentes
y asintoticamente eficientes. Sin embargo, no siempre es posible
obtener una formula explicita para tales estimadores,
teniéndose que recurrir a métodos computacionales para
obtener estimativas a partir de observaciones provenientes de
una muestra aleatoria; aun asi, puede presentarse el problema
de una convergencia demasiado lenta. De ahi, tratando de
superar estas dificultades, han aparecido modificaciones de este
método, una de ellas es debida a Gong y Samaniego (1981)
quienes definen un estimador de seudo-mdxima verosimilitud y
dan condiciones de regularidad bajo las cuales este estimador
es débilmente consistente y asintéticamente normal.
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El objetivo de este articulo es el de, bajo condiciones de regularidad
similares, establecer la consistencia fuerte y derivar la distribucién asintética
de tal estimador de seudo-méxima veosimilitud. Para ello seguiremos la idea
dada en Parke (1983), pero con un sustento diferente, el Teorema de la
funcién implicita. Consideraremos tnicamente el caso uniparamétrico,
aunque los resultados pueden extenderse facilmente al caso multi-
paramétrico.

2. Condiciones de Regularidad

Sea 7 = {Fy, }(B,Jr)e@xl'l una familia de distribuciones biparamétricas

definidas sobre el conjunto de los niimeros reales, R, donde © y IT son dos
subconjuntos de R. Consideraremos a 8 como pardmetro estrucutral (o de
interés) y a ® como “nuissance” (o de incomodidad).

Las condiciones de regularidad que impondremos a la familia 7 son las
siguientes:

(€ 1) Paracada par (0,m) € ® x [, Fgr posee una funcién de densidad (o de

probabilidad) que serd denotada por f (.| 8,%) y cuyo soporte sera el
espacio muestral X ¢ R.

(€2) Paracadax e X, lafuncién [nfix!.,.), definida sobre OXII, tiene
derivada parcial con respecto a 6, 7%— In f(x!6, ), la cual es de la
clase @, sobre OXIT.

(@3) Para cada par (0;, T, ) € OxII, existen funciones, no negativas y
definidas sobre X, M, , My, y M5 , tales que si X : Q —> R es una
variable aleatoria con X (Q2) = X y distribucién FG, s entonces Vi
e {1,2,3}, Eel m [M, (X)] € Ry, ademds, existen bolas abiertas de
radios finitos A91 c O y Bﬂ1 < Il de centros 0, y =, .

respectivamente, de manera que Vx e X :
3

d
(i) Y(0,m) e Aeleﬂl, i 89—3 Inf(x16,m)I1<M, (x);
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J
(i) Vre By, ,la—é?lnf(xm,,n)lsm(x); y
T
3

(iii) Vre By ,l— Inf(x10,,m) <M (x).

on~d0
(€ 4) Paracadapar (0, n) e OXII, si X: Q> R es una variable aleatoria

con X (@) = X y distribucién Fe . Si definimos Io = Eox [ Inf
X168, ¢ lox=Eox(Fy Inf(X16,m)]; entonces

() Eoxl Inf(x18,m)]1=0;
2
26°
(i) foxe R e lox=- Eox [ Inf(X18,m) 1.

(i) Tee Ry elg=-FEoxl Inf(x10,m)] €

Observacion:  Estas condiciones son parte de unas condiciones de
regularidad frecuentemente impuestas a una familia de distribuciones
biparamétricas, para demostrar la consistencia y normalidad asintética de los
estimadores de maxima verosimilitud, véase, por ejemplo, Serfling (1980).

3. Notacion A partir de ahora x, = (X|,....X;) con ne N , serd una
muestra aleatoria de alguna distribucién perteneciente a la familia 7, esto es,
Vie {1,..,n}, Xij : Q — R es una variable aleatoria con X; () = X vy
distribucién Fy 0To’ donde (8,,75) € © x [1 serdn los verdaderos valores de

los pardmetros; y X),...,X, son independientes.

Para todo par (8,1) € © x [, definimos:

n

L, (0. x,) = Xnf(X;/6.,7), de modo que
=1

VaoeQ, Ln®Omx, @)= 2inf(X;@)/0,r),
j=i
X () = (X (@),..., Xa (@) 'y

_ 1
Ln® 7w x,)=—Ln(0, 7 x,).
n
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4. Definicién Sea x, = (X,,....X,) una muestra aleatoria como en 3 y
7, (x,) un estimador del pardmetro © (asumimos que Voe Q,7, (x,(0))e D).

n

Si é'l (yf” (2, )= é,l (x,)= mafo(X j 10 ,77?” (x,)); entonces, decimos que
6e0O ; ’
J=1

0,(x,) esunestimador de seudo-mdxima verosimilitud.

Obsérvese que 9:1 (x,) = max ,2’” 6,7,(x, kX))
6e©

- 5. Resultados Asintéticos

Lema 1. Sea x, una muestra aleatoria como en 3; entonces, bajo las
condiciones de regularidad (@ 1), (€ 2) y (€ 4), se tiene que con proba-
bilidad 1-(8, Tg):

@) %Z,,(eo,no;z,l)lzo() L
(i) ;;2‘2‘2,1(90,”0;5,1)’;:0190 y
(iii) ;;9—22” CA ,no;z,l)lzo— looro

Demostracion:

(i) Por las condiciones de regularidad (€ 1) y (€ 2) %Zn (6 o7 g3x,) =
n
LY 2 (X180 gm ), donde SInf(X,16 .7 o).y Inf (X, 10 0,1 o)
J=1
son n variables aleatorias independientes e identicamente distribuidas vy,
segin la condicion de regularidad (@4)-(i), con  esperanza
Eg O,HO[L;)_G]nf(Xl 16,7 ()] =0. Por tanto, el resultado (1) sigue de la ley
fuerte de los grandes nidmeros.
Andlogamente se pueden demostrar (i1) y (iii).

Lema2. Sea x, = (X1,...X,) una muestra aleatoria como en 3.
Sean 9”(5") y 7f”(£n) tales que, con probabilidad 1-(8y, ™),
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(é (x W, (x ) — (8 4,7 ). Entonces, bajo las condiciones de regularidad
n\Zpy n\Zy 1 0 0 8
H oo

(@1) - (@4), se tiene que con probabilidad 1-(0g, Wy ) :
(i) 252,(6,(x)7E,(x,)x )0

-—n
nioo

2
.. Jd- = ~
(11) 86 2 ‘4!1 (ell (En ),ﬂ:” (in );En) - 100 y
e

()2

()71::792

(iii)

‘4'1 (9'1 (En )’ﬂ?ll (En );In ) ? - 19 0o’
nioo

Demostracion: Demostraremos (i), andlogamente se pueden demostrar (ii)
y (iii).
Sean Ag v B, como en la condici6n de regularidad (€3)y sea

-H

C = {weQ: (6, (x,)7,(x, (®) = —(8 4.7 o) }. Entonces, Po x (O)=1
0

IlTOO

y ademds, como (6¢,7p)e Ag. X B, , tenemos que Ve C, dng € Ny tal que
00 71'0 q q

Yn 2 ng , (é”(gn(a))),ff” (x, (@) e AGOXB”O' Asi, la condicién de

regularidad (¢2) nos permite usar la férmula de Taylor a la funcién

7(79—2”(. ,ﬁ,l(g'l(a)));gn(a))), primero, y después a las funciones

NLZZ"(Q 00 -3x, (@) Yy %ZH (6 ¢,;x,(®)); de manera que VoeC,

VYnzng:

35 4,0, (x,(0)), R, (x,(0):x,(0) =55 Z,(8,,T 3x,(0))+

+ (R, (x,(0)) = 79) 55 Z, (85,703 2, (0))

FH(R, (2,(0) ~7g) 35 2,00, %, (x, ()i x,,(0))

(8, (x,(0) = 8))[Zr Z, (8, 73 X, (0)) T4 (R, (x,(0) = 10 327
2,(0,,7,(x,(0);x,(0))]

+4(8,(x, (@)= 0,)’ L Z,(8,(x, (o), &,(x,(@))) 1)
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donde 7, (x,(®)) y n: (x,, (@) estdn entre T, (x, (@) y my;y 0~”(x (@))

—n

estd entre 6, (x,(@)y 6.

Por otra parte, por la condicién de regularidad (€3)-(i) y la ley fuerte de

n
los grandes numeros, tenemos que si D, ={we Q:Tllel(X,‘(a’)) —
’ nioo

=
Eg oo [M (X1}, entonces By, (D))=1,y adems, Yoe CnD, dn, (w)

e N, talque n (@ =2n(w) y Vnzn (0

n

9% — o .
5400, (x,, (@), £, (x, (@ix,, (@) < LM, (X (@) <3Eq 7 [M{(X))]
. j=1

2

n

Andlogamente, si D, ={we Q:I—IIZMZ(XJ. (w)) =

] EQO’HO[MQ‘(Xl)]} y

j=1
n

Dy ={we QLY M (X, () —T_)Ef)o»’fo (M3 (X1} entonces
j=! e

Ywe CnD,, 3n,; (0) 2 n(w) tal que Vi 2 ny(w) :

3

87(08; 2 ‘Z" (90,77,': (é'l (@) 1< %Eeo,ﬂo [M2 (Xl ) 3)

y Ve CnD;, 3n; (@) 2 n(w) tal que Vn 2 n; (w):

3

! £,(8,(x, (@), 7,(x, (@) x (w>>|<%E90,,,0[M3(X,)1

J
2 Zn -n
C))

o6

Luego, usando (1), (2), (3), (4), (i) del lema anterior y el hecho que
VoeCnDy N Dy A Dy, 6, (x, (@)-0, >0 y T, x,(0)—T, —0,se

nToo nToo

J = - N
deduce que Ve CNDy nD; ND;y, 55 £, (8, (x, (0),7,, (x, (@) — 0. Por

oo

tanto, como  Fy, o (CNDynDy M Dy) =1, se tiene demostrado el resultado.
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Teorema 1. Sean X, = (X\,...,X,) una muestra aleatoria de FBO g COmo en

3, y =m,(x,) un estimador fuertemente consistente de T, esto es

PQO»”O (7, (x,) —T—> o) =1. Y supongamos que para cada we Qy neN,, la

flloo
ecuacion en relacion a 0, 3%1’”(9,77?” (x,(@);x, (@) =0 tenga una sola
raiz. Entonces, bajo las condiciones de regularidad (@1) - (@4) el estimador

de seudo-mdxima verosimilitud, 8, (x ,)» s fuertemente consistente para 6.

Demostracion: Las condiciones de regularidad nos permiten garantizar que
existe 9~n (x,)= 9Nn (x ;my) tal que, con probabilidad 1-(6g,m),

—n

%Zn(ﬁn (x, )7g;x,)=0y é:l (x,,) > 8y, vease, por ejemplo, Serfling
oo
(1980). _
Asf tenemos que si C = {weQ) : 5‘% ”(9~” (x, (@), my;x, (@)=0 'y

—n

9~n (x, (@) > 6, }, entonces PBoJfo (C)=1;y de all{, por (ii) del Lema 2, si

oo

2 — o
D= {weQ:a—aH;zf” 6, (x (@)7y;x

X, x, (@) = —1g }, entonces Py (D)=1.
Sea € > 0, arbitrariamente elegido. Entonces, Ve CND, Inpe N, tal

que Vn 2 ng, 18~” (x, (@) -84l<e /2y, recordando que 160 >0, también

—n

2 - L
;?41 0, (x, (@).my;x, (@) <0. Asi tenemos que Voe CND, Vi 2 ng :
La funcién %Zl (aevx, (w)) es de clase ¢1 sobre

B(QNN(EH(O)))’8/2)><B(7TO’8/2)’ ﬁ%zl(ejl(x (CO)),IZ?O;)C () =0 y

—H -n
2

’(9%72,1(5,1()6 (@).7g5x, (0)) <O0.

=n
Por tanto, por el Teorema de la funcién implicita, para cada e CND, se
tiene para cada n > ng que:

Existen vecindades Uy, y Vo tales que 5” (5” {wpe Uy, gB(é;l (5” (w)),
el2)ymyeV,, CB(ry.e/2);y existe una linica funcidn gg., , de clase €1
sobre Vg, , tal que 8wn (o) :9~n (x, (@) y Vi e Vw,”, ZonmeUyp, ¥
Fr L (800 ()75 x5 () =0,
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Y como también se tiene, por  hipétesis, que  si
E:{(neflsz” (5” (w)) > my}, entonces P90 7o (E)=1; se sigue entonces

nice

que, para cada we CNDNE, existe mgy € N4 mg 2 1y tal que para cada n 2

M 8o (B (2, (@D € Uy ¥ 252, (80 (F (2, (@), (@) = 0.

—n —-n
De alli, como Vo CADAE, Vne Ny, 552, (6, (x, (). 7%, (x, (@)

x,(@)=0y la ecuacién, en relacién a @, —;%—Zn @ ,7f” (x, (@);x, (0))=0

~ tiene una sola raiz, debe tenerse para cada we CNDNE y para cada 1 = myg,
que 0, (x, (N =84, (7fn (5,1 (®))), y por lo tanto también,

0,(x, (@) e U, , cB@,(x,(@)e/2).

Luego, recordando que también para cada wNCNDNE y para cada
n2mg ; IGN,I (x, (@)—08yl<e/2; se sigue que Ve CNDNE, Vi 2 my :
IGAn (x, (w))—8yl<e. Asi, como € > 0 fue elegido arbitrariamente, se tiene

que Voe CNDNE, GAH (x, (w)) = 6, y como P90JTo (CNDNE)=1, é,l (x,)

e

es fuertemente consistente para 6, .

Observacién. Puede deducirse de la demostracion anterior que bajo las

condiciones de regularidad y si 7, (x,) es fuertemente consistente para mo;
*
entonces, con probabilidad 1-(8o,m) existe 6, (x, ) tal que

*

I 7 it R ~
79—.4’”(9" (5” )7, (5” )?E,,):O y 6, (5”) — 0.
niloo

Lema 3. Sean x, = (X, ,..., Xy ) una muestra aleatoria como en 3 y 7f” (5”)

tal que:

— R D
Vi (g4, (00.mg:x,) 7y (x,) = T )= W = (W}, Wy ) ~ N, (0,5)
¢

o o
donde Z:( ! ]2}.
17

12 Ox

Entonces, bajo las condiciones de regularidad (£1) - (¢4), tenemos:
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(L) o) = 190 e
(i) o, =0.

Demostracion:

(1) Como
n

2 7 i fes J
Vn( 54, 0g.myix, ) =Vnl D Frinf (X 100.m)] ¥ S f(X,160.74)
J=1
...,g%ln f(X,184,my) son variables aleatorias independientes e indéntica-
mente distribuidas, como media cero variancia [ 0y segtn la condicién de

regularidad ((Z4); entonces por el teorema central del limite,

— D
V(g £,(89,70;x,) —— W, ~ N(0, 14 ). Porlo tanto, oy, =1, .

(it) Como en la demostracion del Teorema 1, sea 0~n()_c”) tal que con

probabilidad 1-(6q, mty) 994’ (9 (x,)x,)=0y 9 (x,) = 0

—H =n nToo
En forma andloga a lo hecho en la demostracmn de (ii) de! Lema 2, y
aplicando la férmula de Taylor a la funcién 091’”( Tg3x, ), podemos

mostrar que con probabilidad 1-(8y, ) :

Jn(6,0)-0)+Y, " (x, Wns52,(85.m4:x, )20 @

donde Fy . (¥, (x

—n

)—> 19 y=1.

Luego, usando (1), (2) y el teorema de Slutsky se puede concluir que:

~ R D
n(@,(x,)-0y. 7%, (x,) - )——U ~N,(0.5)  (3)
—~1 -1
1 -1, 0
donde Z': _910 fo-12
19,012 02

Por otro lado, Bahadur (1964) muestra que,sobre parte de las condiciones
de regularidad (£1) - (€4), BN” (x,) es asintGticamente eficiente para 6, esto
es:
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Si g, (x,) satisface \/17(5” (5,1)—90 )——D——>V ~ N(0,v), entonces
vz 1! @)

Luego, de (3) y (4) se concluye que 6,2 = 0, ya que en caso contrario,

tomando §, (§,I)= 67" (En Y+c (n?n (E,l)_no)’ con ¢ cualquier valor entre 0 y

-2 15010'22, tendriamos por (3) que, ‘/;(5,1 (5”)— 8, )——ZD——W1 ~N(O,v,.)

y sin embargo v, < 19_(; lo cual contradice a (4).
Teorema 2. Bajo las hipotesis del Teorema 1y si:

— N D
n(F5 2, (89.mgix, ) 7, (x, )=o) ——W = (W W) ~ N, (0.5)
6}
e} O
donde z:[ " 12}
(o2

12 O»
Entonces

V6, (x,) =607, (x,)70) - —2oV = (V,.V,) ~ N, (0.5)

—n

donde
I ot 174
z_ 90 +190 90ﬂ0022 - 90 90,7[00-22 (2)
- -1
Loy 199,192 Ox

, - D -1, 2,2
En particular, «/71—(0” (5“)—(‘)0)~——>VI ~ N(O,IB0 + 190 190’7100'22).

Demeostracién: Primeramente, Gy; y Gy, satisfacen la tesis del Lema 3.
Como en las demostraciones, del Teoremal y del Lema 3, sea 6, (x ) tal

que, con probabilidad 1-(8y,m), 3—’39—2,1 @, (x,)mg:x,)=0y 9~(£") — 0.
njee

Tenemos, como en (3) de la demostracién del Lema 3 que:
~ R o) ,
Vn(6,(x,)-0¢.%,(x,)-mg)——V = (V| .V;) ~ N, (0,%)

donde
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-1 -1
Yo T, ~lg,012 3)
=
~lg,012 0

Por otra parte, como en la demostracién del Teorema !, para céda e CN
DnNE, se tiene que paracada n = myg :
- Existe una vecindad  V,, , 2 {mq.7, (x (@)} @)
- Existe una funcién g, , tal que
8o (M) =8, (x, (O).8,, (%, x, @) =6, (x, (@)

Y VT eV, 3548, )z, (@) =0 (5)
y ademds, por el teorema de la funcién implicita, Ve Vi, :

2 —_
. s L (80 (T X, (@)
8w.n (r)= 7 6)

a -
;_0‘2—111 (ga),n (”)’”’in ((0))

y de aqui, por la condicidén de regularidad (¢2), también

B (1) = [0 7 () ()Thy (1) - g4y () + By ()] —
‘ )
ha (m)hy (7))« 8y (M) + Py ()}

donde

2 3 —
dJ . __9J .
h(m)= Fl” (8o ()3 x, (), hy () = PPy L, (8 (®)7:x, ()
2 K
hy ()= 525 20 (8 ()3, @) Y hy (D) ==05 2 (g,,,, (W73, (@)

—n

Luego, aplicando la férmula de Taylor a la funcién g, , considerando
los puntos 7wy y 7, (x,(@),y usando (3), (4), (5) y (6), podemos verificar,
procediendo de manera andloga a lo hecho en la demostracién de (i) del Lema

(2); que con probabilidad 1-(8y, ®) :
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—H

Vn(6,(x,)-00)~n (6, (x,)-0)~Vn(#,(x,)-7)Z, >0 (8)

H oo

-1
con Z, - —190 190”0 .
H—00

Luego el Teorema se sigue usando (1), (3), (8) y el teorema de Slutsky.

Observacion 3. Bajo las condiciones de regularidad mencionadas cn la

£

., . * = . P
Observacién 1, si 6, (in) y m, (5”) son los estimadores de maxima vero-
. similitud de 6, y 7, respectivamente, entonces:

Jno® 2 "
'1(9,, (En)_eos”” (E,,)_HO)—)NZ (0,ZM),
donde

-1 -2 .2 -1
z " _(190 + 190 19071’00-22 «190 lﬂo,ﬂo 0-22 w
- -1 £ ES
L Loy 1oy.1y022 O

. * 2 -1
siendo 6,, :190(190’7[01”0 _190»750) , con

2
- 9 \
Iz _—Eeo,ﬂe[anz Inf(X,10,7)].
Compdrese esta dltima expresion con la dada en el Teorema 2. Queda
claro que la eficiencia asintdtica de 8, (x, ) depende de la correspondiente a

7, (x,). en particular si 7,(x,) es asintdticamente eficiente, o sea si

0,, =0,,, también lo serd 6, (x,)-
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