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UN ESTIMADOR DE SEUDO-MAXIMA 
VEROSIMILITUD, SU CONSISTENCIA 

FUERTE Y DISTRIBUCION 
ASINTOTICA 

José Flores 

l. Introducción 
Uno de los métodos más conocidos para estimar parámetros es 

el de Máxima Verosimilitud, con él y bajo condiciones de 
"regularidad" se obtienen estimadores fuertemente consistentes 
y asintóticamente eficientes. Sin embargo, no siempre es posible 

obtener una fórmula explícita para tales estimadores, 
teniéndose que recurrir a métodos computacionales para 

obtener estimativas a partir de observaciones provenientes de 
una muestra aleatoria; aun así, puede presentarse el problema 

de una convergencia demasiado lenta. De ahí, tratando de 
superar estas dificultades, .han aparecido modificaciones de este 

método, una de ellas es debida a Gong y Samaniego ( 1981) 
quienes definen un estimador de seudo-máxima verosimilitud y 

dan condiciones de regularidad bajo las cuales este estimador 
es débilmente consistente y asintóticamente normal. 

~ Universidad de Sao Pauto, Brasil. 



El objetivo de este artículo es el de, bajo condiciones de regularidad 
similares, establecer la consistencia fuerte y derivar la distribución asintótica 
de tal estimador de seudo-máxima veosimilitud. Para ello seguiremos la idea 
dada en Parke ( 1983 ), pero con un sustento diferente, el Teorema de la 
función implícita. Consideraremos únicamente el caso uniparamétrico, 
aunque los resultados pueden extenderse fácilmente al caso multi­
paramétrico. 

2. Condiciones de Regularidad 

Sea ? = {Fe,n} (G,n)E8xn una familia de distribuciones biparamétricas 

definidas sobre el conjunto de los números reales, R, donde e y I1 son dos 

subconjuntos de R. Consideraremos a e como parámetro estrucutral (o de 

interés) y a n como "nuissance" (o de incomodidad). 

Las condiciones de regularidad que impondremos a la familia ? son las 
siguientes: 

ce 1) Para cada par (e,n) E e X IT, Fe,n posee una función de densidad (o de 

probabilidad) que será denotada por f (.1 e,n) y cuyo soporte será el 
espacio muestra! X ~ R. 

ce 2) Para cada X E X, la función ln f(x 1 • ' • ), definida sobre exfl, tiene 

derivada parcial con respecto a e, le In f (x 1 e, re), la cual es de la 

clase & sobre exfl. 

ce 3) Para cada par (e¡, TC¡ ) E exfl, existen funciones, no negativas y 

definidas sobre X, M1 , M2 y M3 , tales que si X : Q ~ R es una 

variable aleatoria con X (Q) = X y distribución Fe ~ ; entonces \::1 i 
1 ·" 1 
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E { 1 ,2,3}, Ee ~ [M1 (X)] E R+ y, además, existen bolas abiertas de 
1 ·" 1 

radios finitos Ael ~ e y B¡r;l ~ I1 de centros el y TC¡, 

respectivamente, de manera que \::1 x E X : 
a 3 

(i) V(e,n) E Ae XB¡r;
1

, 1 --
3 

lnf(x 1 e, re) 1 :'S: M¡ (x); 
1 ae· 



d 3 

(ii) Vn E B¡r
1 

, 1 
3 

ln f (x 1 e, , Tt) 1 ~ M2 (x) ; y 
JnJe· 

a 3 

(iii) Vn E Bn;
1 

, 1 
2 

lnf(x 1 e, , Tt) 1 ~ M3 (x). 
a n a e 

ce 4) Para cada par ce, Tt) E exn, si X: Q ~ R es una variable aleatoria 

con X (Q) = X y distribución F e,n . Si definimos le = Ee,n [le ln f 

(X 1 e, Tt) ]2 e le,rc = Ee,n [le ln f (X 1 e, n)] ; entonces 

(i) Ee,n [le lnj(x 1 e, n)] =O; 

(ii) leER+ ele=-Een[-a-lnf(xle,n)] e 
' ae 2 

(iii) Ie,rr_E R e/e,TC=-Ee,rr ¡-fe-tnj(XIe,n)]. 

Observación: Estas condiciones son parte de unas condiciones de 
regularidad frecuentemente impuestas a una familia de distribuciones 
biparamétricas, para demostrar la consistencia y normalidad asintótica de los 
estimadores de máxima verosimilitud, véase, por ejemplo, Serfling (1980). 

3. Notación A partir de ahora ,!n = (X¡, ... ,X11 ) con nE N+ , será una 

muestra aleatoria de alguna distribución perteneciente a la familia 'J, esto es, 
ViE { l, ... ,n}, X; : Q ~ R es una variable aleatoria con X; (Q) = X y 

distribución Fe ~ , donde cea,Tto) E e X n serán los verdaderos valores de 
0•" o 

los parámetros; y X¡, ... ,X11 son independientes. 

Para todo par ce,Tt) E e X n, definimos: 
11 

Ln(e,Tt;,!11 )= Llnf(X¡f8,n:), demodoque 
.i=l 

1l 

V roE Q, Ln(e,Tt;,!11 (ro))= Llnf(X¡(W)I8,n:), 
j=l 

Xn (ro)= (X1 (ro), ... , Xn (ro)) y 
1 

L n (e, Tt; ,!11 ) = - Ln (e, Tt; ,!11 ). 

n 

45 



4. Definición Sea ,!n = (X1, ••. ,Xn) una muestra aleatoria como en 3 y 
i

11 
(,!n) un estimador del parámetro 7t (asumimos que V'WE Q,i

11 
(,!n(m))E IJ). 

tl 

Si en (i
11 

(:!n )) =en (,!
11

) = maxiJJ(X_¡ 18,i 11 (,! 11 
)) ; entonces, decimos que 

eE8 j=l 

e,, (x ) es un estimador de seudo-máxima verosimilitud. -n 

Obsérvese que en(:!,) = max L" (8, i 11 (,! 11 
); X 

11
). 

eE8 

5. Resultados Asintóticos 
Lema l. Sea ,!n una muestra aleatoria como en 3; entonces, bajo las 
condiciones de regularidad ce 1 ), ce 2) y ce 4 ), se tiene que con proba­

bilidad 1-(80, Jto): 

a -
(i) -.L!"(eo,:rro;:!n) ~O 

ae ni= 

a2 -
(ii) --

2
-L"(e0 ,:rr 0 ;,!n) ~ Ie

0 ae ni= 
y 

Demostración: 
a -

(i) Por las condiciones de regularidad Ce 1) y (e 2) ae Ln (e 0 ,:rr 0 ;:!
11

) = 
ll 

+, Lffe lnf(X¡ 1e 0 ,:rr 0 ), donde ffe lnf(X 11e 0 ,:rr 0), ... ,ffe lnf(X11 18 0 ,:rr 0 ) 

j=[ 

son n variables aleatorias independientes e identicamente distribuídas y, 
según la condición de regularidad (e4)-(i), con esperanza 

E e 
0

,n 
0 

[ Je lnf (X 11e0 ,:rr 0 )] =O. Por tanto, el resultado (i) sigue de la ley 

fuerte de los grandes números. 
Análogamente se pueden demostrar (ii) y (iii). 

Lema 2. Sea ,!o = (X¡, ... ,Xn) una muestra aleatoria como en 3. 

Sean e (x ) y i (x ) tales que, con probabilidad 1-(80, -rr~), 
11 -n n -n '"' 
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(e (x ),Ji (x ) ) ~ (8 0 ,n 0 ). Entonces, bajo las condiciones de regularidad 
ll -ll 1l -fj nioo 

ce1) - Ce4 ), se tiene que con probabilidad 1-(80, no ) : 

(i) () - A A 

7f8L11 (Bn(~ 11 ),n,(! 11 );~,) ~O 
ni= 

() 2 - A 

(ii) --2 L,ce,c~,).:rfn(~");~") ~ -le 0 
Y 

Je ni= 
2 

(iii) _J __ 2 2" (e"(~" ),Ji,(~");~") ~ -1 e O•n O. 
JnJe ni= 

Demostración: Demostraremos (i), análogamente se pueden demostrar (ii) 
y (iii). 

Sean Ae
0 

y Bn
0 

como en la condición de regularidad (e 3) y sea 

C= {(J)EQ: ((e (x )),:i (x (w))~-ce 0 ,n 0 )}. Entonces, Pe n (C)=l 
n -11 n -n ni= O' O 

y además, como (80,Jto)E Ae
0 

x Bn
0

, tenemos que \i(J)E C, 3n00 E N+ tal que 

\in 2': 1100 , (e
1
,(x (m)),n,(x (w)))E Ae xB~ . Así, la condición de 

-11 ' -n O "O 

regularidad ({!2) nos permite usar la fórmula de Taylor a la función 

ie2,(. ,:in(~ 17 (W));~ 11 (W)), primero, y después a las funciones 
() - ()-

--2 L ce 0, . ;x (w)) y ...,-e L,, (8 0 ,.;x (w)); de manera que \i(J)E e, Je 11 -11 u -¡¡ 

a-~ ~ a-
ae-L,J811(,!11(m )), 1t 11 (,! 11 (m));,! 11 (m)) = aeL11 (80, 1t 0;,!,/m) )+ 

~ a2 - . + ( 1t 11 (:!, (m)) - 1t o ) an;ae ...::?11 (e o' 1t o':! n (m)) 

+ t ( ft 11 (,!11 (m)) - no) a:~:e 2,, ( 8 o' ñ 11 C:!n (m));:!" (m)) 

+ cé" (:! 11 eco))- 80 )[aae
2

2 2,, (e0, n0 ;:!n (m)) +t(ft 11 C:!" (m)) -n0) a"~:2 
2n ( 8 o' 1t ~ (:!17 (m));:! n (m)) ] 

(1) 
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donde if11 (:! 11 
(w)) y n,: (:!

11 
(co)) están entre i" (:!n (w)) y n 0 ; y ii,, (:!" (w)) 

está entre ()ll (:!ll (co)) y ea. 
Por otra parte, por la condición de regularidad (e-3)-(i) y la ley fuerte de 

n 

los grandes números, tenemos que si D¡ = {w En:; LM l (X i (co)) -7 

.i=l · ni= 

E8 0
,n: 

0 
[M 1 (X 1 )] }, entonces P8 o.rro (D1) = 1, y además, V OYe. CnD, 3n 1 (w) 

E N+ tal que n1 (w)::?: n(w) y Vn::?: n 1 (w): 

(2) 
ll 

Análogamente, si D2 = {w E Q: .l LM 7 (X,. (ro)) -7 E 8 ~ [M 7 (X 1 )] } y 
11 - . 1 0·"0 -

.i=l 11 = 

ll 

D, ={WEÜ:.lLMo(X
1
.(co))-7E8 ~ [Mo(X 1 )]}; 

-' 11 _, 1 Ü•"Ü _, 
.i=l 11 = 

entonces 

V OYe. CnD2, 3n2 (w)::?: n(w) tal que Vn::?: n2(w): 

J
3 

- - A 1 
1-2-L,,(e,,(x (co)),n,,(x (w));x (w))I<-2-E8 ~ [Mo(X 1)] 

Jn: J e -n -11 -n o·"O -' 

(4) 

Luego, usando (1), (2), (3), (4), (i) del lema anterior y el hecho que 

V oYe CnD1 n Dz n D3, en(:!" (ro))- 80 -7 O y Ít 11 _,!" ( 00)- 1t 0 ......_,O, se 
ni= nT= 

() - A A 

deduce que V OYe. CnD1 nD2 nD3, 7fi]L11 (8 11 
<:!

11 
(w)),n 11 (:!" (co))) -7 O. Por 

111= 

tanto, como Peo.rro ( C nD1 nD2 n D3) = 1, se tiene demostrado el resultado. 
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Teorema l. Sean K,= (X" ... ,X11 ) una muestra aleatoria de Feo.no' como en 

3, y in (,!
11

) un estimador fuertemente consistente de 'Jto, esto es 

Pe n (i
11 

(x ) ~ n:0 ) =l. Y supongamos que para cada OJE Q y nE N+, la 
O• O -n ni~ 

ecuación en relación a e, le 2
11 

(8 ,i
11 
(!

11 
(m));,!

11 
(m))= O tenga una sola 

raíz. Entonces, bajo las condiciones de regularidad (el) - (e4) el estimador 

de seudo-máxima verosimilitud, ell (,!ll), es fuertemente consistente para ea. 

Demostración: Las condiciones de regularidad nos permiten garantizar que 

existe ii
11 

(x ) = ii
1
, (x ;n:0 ) tal que, con probabilidad l-(e0,n:o), -n -n 

{) - - -aeL11 (8
11

(.:!
1
,),n:0 ;_!

11
)=0 y 8

11
(.:!n) ~ 80 ; vease, por ejemplo, Serfling 

ni~ 

(1980). 

Así tenemos que si C = { OJE Q : le 2
11 

(8,, (,!
11 

(m)),n: 0 ;:! 1
, (m))= O y 

8,, (x (m)) ~ 80 ), entonces Pe n ( C) = 1; y de allí, por (ii) del Lema 2, si 
-n ni~ O• O 

{)2 - -
D = { OJE Q:--2 L,, (8,, (x (m)),n: 0 ;x (m))~ -le ), entonces Pe ~ (D) =l. ae -n -n o O•"O 

Sea E > O, arbitrariamente elegido. Entonces, \::/OJE CnD, 3nwE N+ tal 

que \::In~ nw, 18~, (,!
11 

(m))- 80 1 <E 12 y, recordando que 1 eo >O, también 

{)2 - - ' 
--2 L,, (8

1
, (x (m)),n: 0 ;x (m))< O. As1 tenemos que VOJE CnD, \::In ~ nw : ae -n -¡¡ 

La función le 2n (.,., .:!n (m)) es de clase e1 sobre 

- {) - -
B(8 11 (,!

11
(m)),EI2)xB(n: 0 ,EI2), -;r¡¡L

11
(8

11
(,!

11
(m)),n: 0 ;,!

11
(m))=0 y 

7 a- - -
--2 L 1

, (8
1
, (x (m)),n: 0 ;x (m))< O. ae -n -n 

Por tanto, por el Teorema de la función implícita, para cada OJE CnD, se 

tiene para cada n ~ nw que: 

Existen vecindades Uw.n y V w.n• tales que 8,, (~11 (m)) E U w.n r;;; B(8,, (~11 (m)), 

E 1 2) y n: o E V úJ./1 r;;; B(n: o ,E 1 2 ); y existe una única función g(J),n , de clase el 

sobre Vw.n, tal que gw,n<n:o)=8,,(,!11(m)) y Vn: E vW,n' gw,n(n)EUw,n y 
{) -

J7) L 11 (g w,n (n: ),n:; ,!
11 

(m))= O. 
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Y como también 
E={ OJE Q:i

11 
(~n (m)) ---7 n:0 ), 

ni= 

se tiene, por hipótesis, que si 
entonces Pe n (E)= 1; se sigue entonces 

O• O 

que, para cada OJE CnDnE, existe m00 E N+ m00 ;::: n00 tal que para cada n;::: 

moo, gw,n (in (~n (m))) E U w,n y fe Ln (gw,n (in (~n (m))),~n (m))= O. 

a - A 

De allí, como VOJE CnDnE, \:fnE N+ , 757} L
11 

(8
11 
(~ 11 (m)),i

11 
(~ 11 (m))); 

a - A 

~~~(m))= O y la ecuación, en relación a e, 7J7JLn (8 ,n:
11 
(~ 11 (m));~ 11 (m))= O 

tiene una sola raíz, debe tenerse para cada OJE CnDnE y para cada n ~ m00 

que e/1 (~,(m))= gw,n (i/1 (~,(m))), y por lo tanto también, 
A -en (~ 11 (m)) E U W,ll <;;; 8(8 11 (~, (m)),e f 2). 

Luego, recordando que también para cada úYlCnDnE y para cada 

n;::m00 ; 18,,(~ 11 (m))-80 i<t:/2; se sigue que VOJECnDnE, \:In~ m00 : 

18
11 
(~n (m))- e0 1 < t:. Así, como E > O fue elegido arbitrariamente, se tiene 

que \:/OJE CnDnE, en (x (m)) ---7 80 y como Pe n (CnDnE) = 1, en (x ) 
-n ni= O• O -n 

es fuertemente consistente para eo . 

Observación. Puede deducirse de la demostración anterior que bajo las 
condiciones de regularidad y si in(~") es fuertemente consistente para rc0; 

* entonces, con probabilidad l-(80,n¡¡) existe e" (~") tal que 

Lema 3. Sean ,!o= (X1 , ••. , Xn ) una muestra aleatoria como en 3 y in(~") 

tal que: 

Entonces, bajo las condiciones de regularidad Cel) - ({?4 ), tenemos: 

50 



(i) 0"11 = leo e 

(ii) 0"12=0. 

Demostración: 

(i) Como 
ll 

ra- 11~a a 
...¡ n(ae ..é11 (80 ,n:0 ;!_

11
)) = ...¡ n[-;¡ Laelnf(X¡I80 ,n:0 )] y aelnf (X 1180 ,n: 0 ) 

j=l 

... ,Jelnf(X
11

180 ,n: 0 ) son variables aleatorias independientes e indéntica-

mente distribuídas, como media cero variancia le
0

, según la condición de 

regularidad (l?4); entonces por el teorema central del límite, 
r a- v 

...;n Cae ..é11 (80 ,n:0 ;!.n)) ~ W1 - N(OJe
0 

). Por lo tanto, u 11 = le
0

. 

(ii) Como en la demostración del Teorema 1, sea if,, (!_
11

) tal que con 
a - - -

probabilidad 1-(80, 7ro) ae L, (e,(!.,),!.,)= O y 8
11 

(!.,) --7 80 . 
ni= 

En forma análoga a lo hecho en la demostración de (ii) del Lema 2, y 
a -

aplicando la fórmula de Taylor a la función aeLn (. ,n: 0 ;!_ 11 
), podemos 

mostrar que con probabilidad 1-(80, 7ro) : 

donde Pe Jr (Y,, ( x ) --7 - 1 e ) = l. 
O• O -n ni= O 

Luego, usando (1), (2) y el teorema de Slutsky se puede concluir que: 

(3) 

donde 

Por otro lado, Bahadur (1964) muestra que,sobre parte de las condiciones 

de regularidad Ce!) - Ce4), if,, (!.
11

) es asintóticamente eficiente para 80, esto 

es: 
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Si c5
11
(!n) satisface J;;(on(~n)-80)~V- N(O,v), entonces 

-1 
V :::0: / Oo (4) 

Luego, de (3) y (4) se concluye que cr12 = O, ya que en caso contrario, 

tomando o 
11 
(~ 11 ) = if,, (~n) +e (Ji n (~n)- n- 0 ), con e cualquier valor entre O y 

-1 1 '[) 
-2/ 

80
cr22 , tendríamos por (3) que, .,.¡n(o

11 
(~ 11 )-80)~V1 - N(O,vc) 

y sin embargo ve < 10~ Jo cual contradice a ( 4 ). 

Teorema 2. Bajo las hipótesis del Teorema 1 y si: 

Entonces 

J;;cen c~n) -80 , i 11 <~" )n-0 )-~ "{ = (V1 .V2 )- N 2 (Q,L') 

donde 

(2) 

1 A V -] -2 2 
En particular, v n (8 (x ) -80 ) ------7 V1 - N (0,1 a + 1" 1,., ~ cr~ 2 ). 

n -n uo uo u0•"0 -

Demostración: Primeramente, cr11 y cr 12, satisfacen la tesis del Lema 3. 
Como en las demostraciones, del Teorema] y del Lema 3, sea if,, (~n) tal 

que, con probabilidad 1-(eo,1t{)), /e 211 cif,, (~11 ),n-o;~ll) =o y e (~fl)-+ (Jo· 
tli= 

Tenemos, como en (3) de la demostración del Lema 3 que: 

donde 
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(3) 

Por otra parte, como en la demostración del Teorema 1 , para cada OJE Cn 

DnE, se tiene que para cada n ~ mro : 

(4) 

- Existe una función g w,n tal que 

gúJ,/l (n-o)= if,, (~I/ (m)),gúJ,Il (ill (~ll (m)))= el! (~ll (m)) 

y 
(} -

Vn- E vw,n•"JOLn(gúJ,Il(n-);~,/m))=O (5) 

y además, por el teorema de la función implícita, VrcE Vro,n: 

()2 -
, -ana¡¡L11 (gw.n (n-),n-;~n (m)) 

gúJ,Il(n-)= ()2 -

--2 Ln (gw n (n-),n-;~,, (m)) 
()f} , 

(6) 

y de aquí, por la condición de regularidad (el), también 

(7) 

donde 

Luego, aplicando la fórmula de Taylor a la función gro,n , considerando 
los puntos n-0 y in (~ 11 (m)), y usando (3), (4), (5) y (6), podemos verificar, 

procediendo de manera análoga a lo hecho en la demostración de (i) del Lema 
(2); que con probabilidad 1-(80, Jto) : 
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.¡;;e én (!. n ) - e 0 ) -.¡;;e én <!.) - e 0 )- .¡;;en" (!_ 11 ) - 1r 0 ) z 11 ---7 o (8) 
Jii= 

-1 
con Zn ---7 -/ eo 1 eoJro . 

Jl----700 

Luego el Teorema se sigue usando ( 1 ), (3 ), (8) y el teorema de Slutsky. 

Observación 3. Bajo las condiciones de regularidad mencionadas en la 
* ;!: 

Observación 1, si e (x ) y 1r (x ) son los estimadores de máxima vero-n -n n -n 

similitud de e0 y 1r 0 , respectivamente, entonces: 

donde 

siendo * 2 -1 e 22 = 1 e (1 e 7f 1 7f - 1 e 7f ) , con 
O O• O O O• O 

-fe~ 1 eo.Jro cr;2¡ 

cr22 j 

()2 
!Jr =-E e Jr [-2 ln.f(X 118 ,~r)J. 

o o· o a 7f 

Compárese esta última expresión con la dada en el Teorema 2. Queda 

claro que la eficiencia asintótica de é, (x ) depende de la correspondiente a 
t -n 

i/1 (!_ll)' en particular si nll (!_11) es asintóticamente eficiente, o sea si 

cr22 = cr2"~, también lo será é, (x ) . 
~ 1 -JI 
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