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LA PARADOJA
DE
BANACH-TARSKI

Juan Rivera

0. Introduccion
En este articulo se hard una demostracion elemental
del teorema debido a S. Banach y A. Tarski,
demostrado en 1924, ver [1],
mds conocido como Paradoja de Banach-Tarski
y que, informalmente, podemos enunciar:

3 o ,
Dados X, Y c R”, acotados y con interior no vacio,

podemos dividir X en un niimero finito de partes, reordenarlas,
sin superposiciones, (a través de movimientos rigidos)
para formar Y.

En particular, podemos dividir una bola
en nimero finito de partes, reordenarlas y obtener un cubo,!
aunque la bola y el cubo no tengan el mismo volumen/.
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Se advierte al lector que este teorema sélo trata con objetos idealizados, y
no podemos, en principio, afirmar que, por ejemplo, podemos obtener un
elefante a partir de un granito de arena, pues tendriamos que asumir que el
espacio donde estamos inmersos es continuo, que el granito de arena
realmente tiene interior no vacio, ... etc.

Este teorema se puede generalizar a dimensiones mayores que tres, sin
embargo no es cierto en dimensiones uno y dos. También existen teoremas
andlogos en H" (espacio hiperbélico de dimensién n), y en S" (la esfera de

dimensién n), para n 2 2, ver [9]. Es importante resaltar que estos teoremas,
tanto en el caso de R", H",y S" dependen del axioma de eleccién.

Para mayor informacién sobre ¢l teorema de Banach-Tarski, ver [1], [3] y

[71.

Notacién: Entendemos por bola, una bola euclidiana. Un conjunto se dice
acotado si estd contenido en alguna bola y se dice de interior no vacio si
contiene alguna bola. Como siempre, un movimiento rigido es la composicién
de una rotacién y una traslacion. + y Y, denotardn unién dijunta.

Diremos que A y B < R* son congruentes si existe un movimiento rigido
Ttal que T(A) = B y lo denotaremos: A = B.

Dados A, B < R* | una equivalencia entre A y B es una funcién f: A =B
tales que existen Ay, A,,...,Ay y movimientos rigidos T},75,...,Tx que verifican:

A=A1+A2+...+Ak, BZT] (A|)+T2(A2)+...+Tk(Ak).

y para todo x€A;, f(x) =T; (x), i=1,2,...k, (en particular fes una biyeccion).

Diremos que A y B son equivalentes, y lo denotaremos, A = B, si existe
una equivalencia entre A y B.

Dados A,B,Cc R? el lector puede verificar los siguientes hechos elemen-
tales:

i) A=A
ii) A = B, implica B=A.
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i) A=B y B=CimplicaA=C.
iv) sif esunaequivalenciaentre Ay B,y C C A entonces f es una equi-
valencia entre Cy f (C).

Ahora, formalmente podemos enunciar la paradoja de Banach-Tarski:

. 3 . . e
Teorema: Si Xy Y < R, son acotados y de interior no vacio entonces X=Y.

1. DESCOMPOSICION DE LA ESFERA

Teorema 1: Dada una esfera S, existen Sy, Sy, S, P < S, P enumerable
talesque: S=8S+85+S5+P y $0=85=5=5+35,.

Nota 1: Este teorema fue demostrado por F. Hausdorff en 1914, con el
cual demostré la no existencia de medidas invariantes por isometrias y
definidas en todo subconjunto de R* 'y que posteriormente motivé la

paradoja aqui en cuestidn, ver [3] y [4].

Demostracién:

1.1 Construccién del grupo de accién. Sin pérdida de generalidad
podemos suponer que la esfera estd centrada en el origen de coordenadas.
Consideremos T y y’ dos rotaciones en el eje z, del 120° y 180° respectiva-
mente, y 0, una rotacién en un dngulo de a°, alrededor del eje x.

Sea Go=<{T, Yo } > (Wog=0g° Yo 9;‘) el grupo generado por Ty Y.
(Y corresponde a una rotacién de 180° en un ¢je ¢, ubicado en el plano yz,
formando un dngulo de a° con el eje z).

Como T° = id y ‘l’i = id todo elemento de G lo podemos escribir de la
forma:

P=10oyuo..oYuoT*, 0<no, <2, 1<m<2, i=12,.. k1.

La idea es escoger o tal que esta representacién sea tnica', (En la
demostracion original de Hausdorff [4] se demuestra que cualquier « tal que
cos (o) sea trascendental sirve, y en [8] se demuestra que o = 45° también
sirve). Suponiendo que ésta no fuera dnica, tendriamos peG, con dos
presentaciones, llamémoslas p; y p, . Consideremos la representacién de

Pl"P;Ii

i . .
Lo que en realidad se busca, es un o tal que G, sea isomorfo a un grupo generado
por dos elementos, ay b tal que a® = id, b* = id y sin otras relaciones.
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()  id=prop, =10 o Weo..oWeo T, 0< g m <2, 1<m<2,
i= 1,2, k1.

Para cada (k, ng, ny,..., n ) tenemos a lo mds un ndmero finito de o’s para
los cuales (1) se cumple (el lector puede verificar este hecho, considerando la
ecuacién con matrices, pues quedard un polinomio en sen(®) y cos(), que
tiene a lo mds un ndmero finito de raices reales), y considerando que {(k, ng,
1y, e )10 <o, n €2, 1 €0 €2, i=1,2,...,k-1} es enumerable, concluimos
que existe, a lo mds, un conjunto enumerable de dngulos o en que la
representacion no es tinica. Escogiendo un dngulo cualquiera que no sea de
este conjunto, conseguiremos un dngulo en que la representacién de los
elementos de G, es tinica. Una vez escogido oLsean: G = Gy, W = Y .

1.2 Descomposiciéon de G. Dado pe G, sean G(p) = {ce G | ny # 0 donde

ny es el tltimo exponente de T en la representacién tnica de 6 o p'} y Gy (p)
={oce Glin#0ymny=0donde ngy n (k= 1) son el primer y dltimo

exponente de T en la representacién tnicade g o p™' ).

Claramente para todo pe G, Go(p) < G(p),

@ Gp)=(X, TGP (top. Tep) y
W(Go (P)) = 1 (Go () + T° (Go (P)).

Dado 10 oy o ..oy o1 o peG(p) (es decir n # 0), lo podemos
escribir como: 10 oyo oy oT* oot o (Toy e p) eG(Te o p). Luego

G(p) © G(1e y © p), por lo tanto:
G(id) © G(to W) € G((To ¥)*) € G((T= W))) < ...
Similarmente, podemos demostrar:
Go (id) € Go (1o W) € Go (T W)) € Go ((To W)) € ..

Nétese que G=|J  G((tow)), enefectodado p=1Coyo .. oyo
r=0

1'% € G, arbitrario tenemos: si m # 0, entonces peG(id). Sine=0yn =1,
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i=0,1,2,....k-1 entonces p =y o To (To W' e G((te W)**'), y finalmente, si
ny =0 yexiste m’ tal que n, # 1, entonces sea m el mayor niimero tal que n,,

#1 ysea n”'m=npn-1si ny#0 y 2si ny=0 entonces p=1C oy ..oy

o Tﬂ'm ° (T ° W)k-m eG ((T ° W)k-m )

Sea Gy= Uo;o Go((toy)) ypara i=12, sea G;=1 (Gp). Luego por

(2) tenemos:

(3) G=Go+G1+Gg}'G:G0+l|I(G()).

1.3 Demostracion del Teorema 1. Sea P = {peSlexiste pe G, p # id,
p (p) = p}, como G es enumerable y toda rotacién distinta de la identidad sélo
tiene dos puntos fijos en S, concluimos que P es enumerable.

Dadope S-P,seaG(p)={qge Slexistepe G,p(p)=gq}.
Consideremos la funcién que asocia p € G con p(p)eS. Esta funcién es
una biyeccién, porque: es sobreyectiva (por la definicién de G(p)) y es

inyectiva, pues si p; (p) = p2 () (p1,p2 € G) entonces: Py ° Py (p) = p, y como

pe P tenemos p; o pz" = id, py = p,. Luego, definiendo G; (p) = {ge S | existe
pe G, p (p) = g}, i=0,1,2, tenemos, G; (p) = T (G, (p)), i=1,2 y por (3), G(p)
= Go(p) + Gilp) + Gap) Y W(Go(p)) = Gi(p) + G2 (p)-

Notese que S - P es particionado por los G(p), pues todo geS - P esta en
algiin G(p) (en particular ge G(q)) y si p,ge S-P, G(p) n G(g) # ¢ entonces
Glp) = G(9).

(En el siguiente paso donde se hace uso del axioma de eleccién). Luego,
existe {ppg}p tal que S-P = 2 G(pp). Definiendo §; = ZB Gi(pp). i = 0,1,2
tenemos, por (3):

S-P=Sg+ S8 +5 Si=T(So), i=1,2, W(Sp) =S, + S,

2. Obtencion de dos esferas a partir de un
Teorema 2: Sea S una esfera, entonces S=S+5°,donde $’=8

Nota 2: La escomposicién aqui presentada consiste en siete partes, el
minimo posible es con 4, ver [5].
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2.1 Lema: [6] Sea S una esfera centrada en el origen, dado PcS
enumerable, existen Q enumerable y una rotacion wtal es que P QS y

oD =Q-P.

Demostracion: Como P es enumerable podemos escoger una recta /, que
pase por el centro de S y que sea disjunta de P.

Dados p,g € P,n e N existen a lo mds n rotaciones p, (con eje /) tal que
p"(p) = g, es decir:

| {p, rotacién coneje [ 1 P A ({7 p" (P)# 9} ST PXPXNXN |,

Y como Py N son enumerables PXPxNxN también lo es, por lo tanto, {p
rotacién con eje [ | P N (U:=l @' (P))#0} es, a lo mds, enumerable.
Escogiendo una rotacién ® (con eje [), que no esté en este conjunto
tendremos: P n (U™, " (P)=¢, sca @ =P |J (J_, & (P}, por To
tanto: o(Q) = Uoo o"(P)=Q-P

n=1

oo

n=1

Nota 3: Una aplicacién interesante del lema es que podemos dividir una
circunferencia, C ¢ R?% que por simplicidad suponemos centrada en el

origen, en tres partes, reordenarlas y obtener C mds un punto, como sigue: sea

1

pe C un punto, ® una rotacién en un dngulo irracional y Q=U 0 @ (»),

=
entonces C=(C-Q)+o(Q+p y C=(C-Q)+ 0.
2.2 Demostracion del teorema 2
Sean: Qo=0 N S, S0=80-00, Q1 =T YD NS, $1=8-0,52=
ToyS), S’ =T ° W(Sy).
Tomando en cuenta que S - P = Sp + y(Sp), tenemos:

o S+ Yot ) =(So- QS+ (WSo) - 0W(So)) = (So + W(Sy)) - -

ON(So+W(Se) = (S-P)- QA (S-P),ycomo PcQcS:So+yoti(S)
=5-0.
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o Qu+yeT(Q=0NnSH+0Ny(S)=QnN(S-P),ycomoPcQ
CS:Qu+YoT (QN=0-P, &' (Q)+w' oyotT (Q)=0.

o S+ S=T oW (SH8) =T o W (W(Sp) = T(So) = Sz, $2 + 5=

o ToyoUS)+YoToyoT(S)=ToyoT(ToyS))+yotoy
0T (T oy () =
TS +Yeot(S)=So+ Wy (Sp)=5-P,
ToyoeT(Sy+YoToyoT($y)=S-P.
Por lo tanto
D) §S=S0+00+S1+0,+8,+53+P.
i) S=T2eoyWoT(S)+WoToyo1(Sy)+P.
i) S=S0+ Yot () + @' (Qo) + o' oyt (Q)).

Es decir que S es equivalente a dos copias disjuntas de si mismo.

3. Construccion de equivalencias sobreyectivas

Proposiciéon: Existe una equivalencia X y algin conjunto que
contiene a'Y.

Demostracién: Por hipdtesis, X tiene intertor no vacio, luego existe una
bola BCX, que podemos suponer que no contiene su centro.

Generalizando la descomposicién de la esfera usando radios de B en vez
de puntos obtenemos, B = B + B’, donde B = B’(ver Nota 4).

Usando repetidamente este hecho, concluimos que, dado » arbitrario B es
equivalente a n copias disjuntas de si mismo.

Escogiendo n = k* y sacando a cada una de estas copias un cubo cerrado,
menos tres caras (con un mismo vértice en comin), todos del mismo tamatfio,
y uniéndolos (disjuntamente) podemos formar un cubo similar a éstos pero
con arista k veces mayor.

Y es acotado, luego podemos escoger k lo suficientemente grande para
que el cubo formado cubra a Y. Mapeando todo lo que sobré (disjuntamente)
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en cualquier otro lugar, obtenemos una equivalencia entre X y un conjunto
que contiene a Y.

Nota4: Haciendo una pequefia modificacién de esta demostracién
podemos (usando el lema) construir una diseccién de B” (la bola B mds su
centro) en diez partes para formar dos copias de B”, el minimo de partes es
cinco, ver [5].

4. Construccion de la equivalencia entre X e Y

El siguiente paso es la demostracién de una variante del teorema
Schroder-Berstein, debida a S. Banach, ver [10]

Sea f: X — R’ la equivalencia (como en 3) y G: ¥ — R* una equiva-
lencia entre Yy algtin conjunto que contenga a X.
Sea X, =g(¥), Y., =fiX) para n =0 definimos: Xp.; =" (¥2), Yer1 =g

(X,), recordamos al lector que por definicién de equivalencia tanto f como g
son biyectivas.

Notese que Xy = X < g (Y) = X, similarmente Yy < Y,; . En general
suponiendo que: X, < X, y Y, € Y, tenemos: X, = g" Yy < g" (Yo =
X, Xow) € X, y similarmente Y,,,; < ¥,. Hemos demostrado:

wcXmmcX,c...cXpy ..ty c.cls.

Entonces podemos definir:

X'=y"

m=

oo

0 (XZm - X2m+1)a X" = z 0 (X2m+l - X2m+2)s

=

Y'= 2:;___0 (YZm - Y2m+l)s Y"= 2::0 (y2m+l - Y2m+2)«

Claramente f(X") =Y, g(Y")=X" luego X" =Y y ¥ =X’ ycomo X
=X'+X"y Y=Y'+Y" concluimos que: X=Y.
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