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SEMIGRUPOS DE WEIERSTRASS

Fernando Torres

1. Introduccion

En estas notas por una curva entenderemos
una algebraica, no singular, proyectiva e irreducible
definida sobre un campo K algebraicamente cerrado
(por ejemplo, una superficie de Riemann compacta).
Sea X una curva'y Pe X. Entonces existe un semigrupo
numérico H(P) (esto es, un subsemigrupo de (N, +)

cuyo complemento es finito) llamado de
“semigrupo de Weierstrass en P” del cual se obtiene
informacion sobre la estructura de la curva.

H(P) se define como sigue:
“un ndmero natural n € H(P) < existe una funcién racional sobre X tal
que es regular en X\ { P} y tiene en P un polo de orden n”.
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Es trivial el hecho de que H(P) es un subsemigrupo de (IN,+). Lo que no
lo es, es que N\ H(P) es finito. Esto se sigue del Teorema de Riemann-Roch

[F-K, Thm. IIT 5.3]. De la prueba de este resultado, se sigue que
# N\ H(P))=g=el género de X.

Reciprocamente, en 1893 Hurwitz cuestioné Ia situacion anterior para el
caso en que el cuerpo K es de caracteristica cero. Explicitamente, preguntd si
dado un semigrupo numérico H existe una curva X tal que para algtn punto P
€ X, HP) = H. Si este es el caso, diremos que H es un “semigrupo de
Weierstrass”. Después de varias respuestas equivocadas (ver [E-H] para mis

_detalles histéricos), solo en 1980 Buchweitz [B1] construy6 un semigrupo
numérico que no es de Weierstrass. Su construccién estd basada en una
condicidn necesaria que el dedujo usando miiltiplos del divisor canénico. Sin
embargo —como fue observado por Oliveira [O, Thm. 1.5] y Oliveira-StShr
[O-S]- el método de Buchweitz no se aplica a los semigrupos numéricos
Hamados simétricos y cuasi-simétricos. Usando un resultado de [T], en 1993
Stohr construyd semigrupos simétricos que no son de Weierstrass, y en 1994
Oliveira y Stéhr construyeron semigrupos cuasi-simétricos que no son de
Weierstrass. Para esto ultimo usaron los resultados de [T1]. Sin embargo
hasta hoy es un problema abierto el conocimiento de condiciones suficientes
para que un semigrupo numérico sea de Weierstrass. Con todo, tenemos los
siguientes resultados parciales:

1.1 Un semigrupo numérico es de Weierstrass si su primer término no
negativo es a lo mds cinco ([K], [M], [Kol1], [Ko2]).

1.2 Un semigrupo numérico es de Weierstrass si su peso es a lo mds la
mitad del género ([E-H]J).

1.3 Un semigrupo numérico es de Weierstrass si sus generadores
satistacen ciertas restricciones ([P}, [R-V], [W], [Kn}).

Aqui, presentaré los resultados obtenidos de {T] y [T1]. En la seccién 2
expongo hechos basicos de semigrupos numéricos y la seccién 3 es en si lo
esencial de las notas.

Finalmente, remarco que por la construccién de Buchweitz tiene sentido
hablar o distinguirse entre las propiedades “aritméticas” y “geométricas” de
semigrupos numéricos, siendo estas ultimas las que dependen del hecho de
ser, el semigrupo, un semigrupo de Weierstrass.
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2. Propiedades Aritméticas de semigrupos numéricos

Sea H un semigrupo numérico. De ahora en adelante hablaremos simplemente
de semigrupo. El nimero g=g(H)=#(N\H) se llama el ‘género” de H
(justificado por lo que se dijo en la introduccién). Los casos g € {0,1} son
triviales: g=0= H=N y g=1= H=N\{l}. Luego consideramos g >
2 en todo lo que sigue. Los elementos positivos de H serdn llamados de “no-
lagunas” y m; = m;(H) denotard la i-ésima no-laguna”. my; se llama la
“multiplicidad” de H y el niimero

8

w=w(H):= 2l —i)

i=1
es llamado el “peso” de H, donde
G=GH)={l,=lj(H)<..<lg=1g(H)}

es el complemento de H y a cuyos elementos se les llama “lagunas”. Si
= 2, H se llama “hipereliptico” (justificacién: ver la préxima seccién) y caso
contrario H se llama no-hipereliptico. El siguiente lema establece una

restriccién para las lagunas 6 no-lagunas que son consecuencias de la
propiedad de semigrupo de H.

Lema 2.1 ([B)) Sea H un semigrupo numérico de género g. Entonces:
(a) H es hipereliptico & m;=2iparai=1,...g.
(b) H es no-hipereliptico <> m; 2 2i+1 para i=1,...,8-2, mgy 22g-2 y
Mg =2,

Se sigue de este lema que [, < 2g-1. Cuando se cumple Ia igualdad H se
dice “simétrico”. Esto se justifica porque “H es simétrico <> (ne H < 2g-1 -
n ¢ H)Y’ (Prueba: ejercicio para el lector). Asfmismo, H se llama “cuasi-
simétrico” si I, = 2g-2. En este caso tenemos una propiedad similar al caso
simétrico a saber: “Si ne N, n # g-1 entonces: ne H < 2g-2-n ¢ H” (Prueba:
ejercicio o ver [O, Prop. 1.2]). Otra consecuencia del Lema 2.1 es que el peso
w de H puede escribirse como

w=(3g2+g)/2—imi.

i=1
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g 4 2g
En efecto, basta observar que 2 L+ imi = ii. Ahora estudiaremos ciertos
i=l i=1 i=1
elementos “distinguidos” (¢por qué los “ ” 7) y una férmula para el género.
Fije una no-laguna me H. Para j = 1,...,m-1 sea §; = sj(H,m) el menor elemento
de H tal que sj=j (mod m) y luego defina e; = e; (H,m) por

s;=me;+J.

Lema 2.2 Los niimeros ¢; definidos arriba satisfacen

ei+ej2e,»+j Sl [+j<m,

e te; Zei+j—m—l S1 i+ j>m.

m—1
Ademds g = Ze
J=1

j-

Prueba. Para las desigualdades envolviendo e;’s observe que s; +s5; 2 Sipj I

i+j<m yque s;+s5;2 si i+ j>m. De esto se siguen estas desi-

si+j—m

gualdades. Para la formula del género, observe que (s; +im:ie N} c H y que
mi+je H

para todo j = 1,...,m-1, para todo / < ¢; -1. Luego las lagunas de H [ tal que

I= j(mod m) son {mi+j: i:O,...,ei —1} y sigue la prueba.

Ahora podemos establecer un resultado que tiene importantes consecuencias
geométricas.

Lema 2.3 ([T1, Lemma 2.1]) Sea H un semigrupo numérico de género g, N
2 2 un entero y y el niimero de lagunas | para los cuales | =0 (mod. N). Si
he H tal que med (h,N) = 1, entonces
2¢g—-2N
h2 g—}i+ 1.
N -1
Resultados geométricos, envolviendo el peso de un semigrupo, puede verse

en [E-HJ y [T]. A continuacién solo estudiamos resultados envolviendo el
‘tipo” de semigrupo.
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3. Propiedades geométricas de semigrupos numéricos

Sea H un semigrupo (numérico). Entenderemos por una propiedad geométrica
de H aquella que se obtenga por el hecho de ser H de Weierstrass, esto es,
cuando existe una curva X, P € X tal que H(P) = H. Denotamos por G(P) a
las lagunas de H(P).

3.1Método de Buchweitz ([B1]) Este método sirve para construir
semigrupos numéricos que no son de Weierstrass. Estd basado en la siguiente
caracterizacion de las lagunas de un semigrupo de Weierstrass.

Lema 3.1.1 Sea X una curva, Pe X y ue Z'. Luego, | € G(P) < existe una
diferencial holomorfa @ sobre X tal que ordp@ = u-1.

Prueba. Usaremos la notacién aditiva del problema de Riemann-Roch y los
resultados de [F-K, IIL.5]. Sea pe N. Por definicién pe H(P) ©3f € K(X) tal
que div. (f)= u P. Esto es lo mismo que /(g P)—I((x-1)P)=1. Como
I(n Py - I((n -1)P) £ 1, tenemos que pe G(P) & I(uP) = i((p-1) P). Luego,
por Riemann-Roch tenemos que i(u-1)P = i(up)+1. Esto dltimo significa que
existe un diferencial holomorfo ¢ cuyo ordenen Pes - 1.

Ahora, si Ly w'e G(P) entonces u+u’ = ordp(@@’) = ordp @ + ordp @’ donde
¢ y ¢ son dadas por el lema anterior. La diferencial “biholomorfa” @@’ estd
asociada a un divisor “2-canénico” ya que @ y @‘ lo estdn a divisores
“candnicos” de la curva. Ahora, es facil ver que usando propiedades de
valoraciones (ya que ordp lo es) se cumple que si Q@ ,....0p;"  son
diferenciales biholomorfos con orde @i¢p;” # orde @9’ para i # j entonces @,
©1" .....0¢ ©, son K-linealmente independientes. Esto significa que:

#{utu':u,u'e G(P))<dimy L(2C)

donde L(2C) es el espacio de las diferenciales biholomorficas con C un
divisor candnico. Como la dimensién de este dltimo espacio puede ser
calculada usando (juna vez mas!) Riemann-Roch, generalizando lo anterior
para n 2 2, tenemos:

Lema 3.1.2 ([B1]) Sea X una curva, PeX, n 2 2 y sea L(n) = L.(n,P) el
conjunto obtenido al sumar n lagunas de H(P). Entonces

#1L(n) < (2n-D(g-1).

Prueba. Como en el caso n = 2, obtenemos
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#1L(n) <dim, L(nC).
Por Riemann-Roch este dltimo es
2g-2)n+1-g
de donde sigue la prueba.

Luego, este dltimo lema establece el método de Buchweitz quien, después de
casi 90 afios, presentd el siguiente semigrupo que no es de Weierstrass.

Lema 3.1.3 (Semigrupo de Buchweitz, {B1]). El semigrupo numérico H de
género g =16,

H=1{0,13, 14, 15, 16, 17, 18,20, 22, 23,26 27,...}
no es de Weierstrass.

Prueba. Es sorprendentemente simple pues se aplica el caso n = 2 del Lema
3.2 para probar que

#1L2)>3(g- .

Mis ain, Buchweitz, probé para cada n 2 2 existe un semigrupo numérico
que satisface el Lema 3.1.2 para n-1, pero no lo hace para n. En particular,
esto implica que existen infinitos semigrupos numéricos que no son de
Weierstrass. Daremos otra prueba en la Observacién 3.2.5

Ahora, observe que el Lema 3.1.2 no da informacién cuando
#L(n) £ (2n-1)(g-1).

De hecho, Oliveira [Thm.1.5] probé que un semigrupo numérico H es
simétrico si y sélo si, # L(n) = (2n-1)(g-1) para todo n = 2. También, €l y
Stéhr [S-0O, 01] probaron que si un semigrupo H es cuasi-simétrico, entonces

#1L(n) = 2n-1)(g-1) - (n-2).

En consecuencia, el problema de la existencia (o no) de un semigrupo
simétrico que no sea de Weierstrass, permanecié abierto hasta junio de 1993.
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3.2 Semigrupos simétricos

Aquf expondremos la construccidén de Stohr de semigrupos simétricos que no
son de Weierstrass. Estd basado en un resultado de [T]. En este articulo se
estudié recubrimientos dobles de curvas. Explicitamente, consideremos un
recubrimiento doble

T:X > X

de curvas de géneros g y v, respectivamente. A modo de terminologia, X es
Hlamado de una curva +hipereliptica (aqui O-hipereliptica es el caso clasico
de las curvas hiperelipticas). Asociado a = tenemos una involucién
(involucidn y- hipereliptica) J, , definida por

ord(J,)=2, v(J,)=2g-4y+2,
siendo este ultimo el ndmero de sus puntos fijos. Si g > 4y + 1 se prueba que

Jy es tdnica [F-K, V.1.9] y luego X = X/< Jy > donde este iltimo es la

curva cociente de X por el grupo de automorfismos {/, Jy } (I = identidad).
Esquematicamente, los cubrimientos dobles pueden verse en la siguiente
figura

P
/Y
T
J\/ X
7(P)

Aqui, P es un punto totalmente ramificado (o un punto fijo de J, ) de w. Sea P
un punto tal (en simbolos: P € Fix(J, ) ). Primero estableceremos una
relacién entre los semigrupos de Weierstrass de P y m(P). Sea me H(m (P)).
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Por definicién existe f~ € K()?), cuyo divisor de polos es mm (P). Luego,
f o € K(X). Siendo P totalmente ramificado (esta observacién es esencial
para generalizar este método en el caso de recubrimientos de grado N = 2),
entonces P es el tnico polo de f oh de orden 27 y luego por definicidn

2im e H(P). En particular, si consideramos las primeras y no-lagunas en H(P)
N ,...,ﬁ'zy =2y y 2y +1e H(P)(ver Lema 2.1), tenemos que

H(P) =2 {2/71] ,...,2[7[}, = 4‘)/’ 4'y +2}

Este es el punto de partida para la axiomatizacién del tipo de semigrupos
numéricos que sirven para caracterizar cubrimientos dobles. Asi tenemos la
siguiente definicién ([T]).

Definicién 3.2.1 Un semigrupo numérico H se dird y - hiperliptico si
satisface lo siguiente:

(y 1) H tiene Y no-lagunas pares en (2, 4v],
(y2) 4y+2eH.

Observe que un semigrupo O-hipereliptico no es otra cosa que un semigrupo
hipereliptico definido en la Seccién 2. Note, también, que el semigrupo H(P)
anterior de hecho contiene a {4y+2i: ie N} meJ, esto serd una consecuencia

de (y Dy (y2).

Lema.3.22 [T, Lemma 2.6)] Si H es un semigrupo y-hipereliptico, entonces
Ho{4y+2i:ie N}.

Prueba. Supongamos que HpF:={4y+2i:ie N} y sea

4y +2i =min(G(H)~ F). Sean f)<..< fy las y no-lagunas de H en

[2,471. Luego, 4y+2i—f;para j=1...7 son las ylagunas de H en [2,44].

Aqui se usa la propiedad de semigrupo de H. En particular, siendo
y21, 4y+2i-f, es la menor laguna por 0. Sea 4y+2i—fy =2. Ahora,

usando nuevamente la propiedad de semigrupo de H, se prueba que fy = 4y

de donde i = 1, lo cual es una contradiccién porque 4y+2e H.

Teorema 3.2.3 [T, Thm.A] Sea X una curva de género g > 6y +4. Entonces
son equivalentes:

(i) X es y-hipereliptica,
(i) 3 PeX tal que H(P) es y- hipereliptico.
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Prueba (Esbozo).
(i) = (ii) Por lo visto, al inicio de esta seccién, cualquier PeJy es tal que
H(P) es y-hipereliptico.

(i) = (i) Usando el Lema 2.3 (con N = 2) y el lema anterior, y la hipdtesis g
2 5y+2, obtenemos que iy, = 6Y+2. De aqui obtenemos un morfismo:

X = P (K)

de grado 6y+2. Ahora, usando un resultado de Castelnuovo ([ACGH, Lemma
p.116]), obtenemos que

T:X—>X

donde X es la normalizaci6n de m(X) es un recubrimiento doble o que X es Y
-hipereliptico.

Remarcamos que g = 6y+4 se usa para el lema de Castelnuovo. A partir de la
prueba de este resultado, obtenemos los ejemplos de Stéhr:

Lema 3.2.4 Si H es un semigrupo no realizable como semigrupo de

Weierstrass (e.g. H el semigrupo de Buchweitz), entonces el siguiente
conjunto:

H:={2h:he HYyu{2g—1-1:1/2¢ H}
donde g es un entero tal que g > 6y+ 4, siendo y el género de H , satisface:

(a) H es y-hipereliptico y simétrico
(b) H no es de Weierstrass.

Observacién 3.2.5 Si H es como en el lema anterior, entonces
H:={2h:he Fl}u{2g—(2i—1):i <y} cong>6y+4
no es realizable. Como vale para todo y, obtenemos infinitos semigrupos que
no son de Weierstrass.
3.3 Semigrupos cuasi-simétricos

Aquf estudiaremos cubrimientos de grado N = 2 con N primo, y generali-
zamos el Teorema anterior y los ejemplos de Stéhr. Empezamos por observar
que el método de 3.2 no se aplica a los cuasi-simétricos porque 2g-2 es
laguna en éstos. Con la misma filosofia del inicio de la seccién anterior,
introducimos las siguientes definiciones:
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Definicion 3.3.1 Una curva X es de tipo (N,y) si es un cubrimiento de grado
N de una curva de género 'y con, al menos, un punto totalmente ramificado.

Definicién 3.3.2 Un semigrupo numérico H se dice de tipo (N)y) si se
satisface:

(i) H tiene y no-lagunas miltiplos de N en [N,2Ny]
(i) 2y+1)NeH

Ahora es facil ver qué curvas o semigrupos de tipo (2,y) son los objetos que
estudiamos en la seccién 3.2. Resultados similares a los de semigrupos en 3.2,
se obtienen para N 2 2 (ver [T1]) y, en particular.

Teorema 3.3.3 [T1,Thm.A] Sea N un nimero primo, Y un entero no
negativo, tal que Ny+y+1%£0 (mod. 1) para2 <t < N-1 y mecd(t,N+1)= 1.
Son equivalentes:

(1) X es una curva de tipo (N,Y).
(i) IPeX tal que H(P) es de tipo (N,Y), siempre que

[(N=1}(N-2

j( X NP y=0
g2

NE(N +1

[ (2+)y+N2 si Y21

Aqui se observa que las restricciones aritméticas se satisfacen para y=0 6
Ne {2,3,5}. Estas restricciones son usadas para garantizar que el respec-tivo
morfismo (como la prueba anterior) sea de grado N. Asf, el andlogo del Lema

3.2.4 es el Lema 3.3.4 ([01], [O-S]). Sea H={0< iy <I7p <...} un semigrupo

no realizable de género Yy g un entero tal que g= 1 (mod 3), g = 18y+9.
Entonces el conjunto

H:=Au3h:he H} U (2g-2-3rtez\ H}
donde
{(2g-1-3t:te Z\{m j2k-71}, st g=3k
A= .
{2g-31. re Z\{mj:12k+l—y}, si g=3k+2,
satisface

(i) H es un semigrupo de tipo (3,y)
(i) H no es semigrupo de Weierstrass.
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