
PRO MATHEMATICA: Vol. X, Nos. 19-20, 1996 

SEMIGRUPOS DE WEIERSTRASS 

Fernando Torres 

l. Introducción 

En estas notas por una curva entenderemos 
una algebraica, no singular, proyectiva e irreducible 
definida sobre un campo K algebraicamente cerrado 
(por ejemplo, una superficie de Riemann compacta). 

Sea X una curva y PE X. Entonces existe un semigrupo 
numérico H(P) (esto es, un subsemigrupo de (N, +) 

cuyo complemento es finito) llamado de 
"semigrupo de Weierstrass en P" del cual se obtiene 

información sobre la estructura de la curva. 

H(P) se define como sigue: 
"un número natural n E H(P) <=> existe una función racional sobre X tal 

que es regular en X\ {P} y tiene en P un polo de orden n". 
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Es trivial el hecho de que H(P) es un subsemigrupo de (N,+). Lo que no 

lo es, es que N \ H(P) es finito. Esto se sigue del Teorema de Riemann-Roch 

[F-K, Thm. III 5.3]. De la prueba de este resultado, se sigue que 
#( N\ H(P)) = g =el género de X. 

Recíprocamente, en 1893 Hurwitz cuestionó la situación anterior para el 
caso en que el cuerpo K es de característica cero. Explícitamente, preguntó si 
dado un semi grupo numérico H existe una curva X tal que para algún punto P 
E X , H(P) = H. Si este es el caso, diremos que H es un "semigrupo de 
Weierstrass". Después de varias respuestas equivocadas (ver [E-H] para más 
detalles históricos), solo en 1980 Buchweitz [B 1] construyó un semi grupo 
numérico que no es de Weierstrass. Su construcción está basada en una 
condición necesaria que el dedujo usando múltiplos del divisor canónico. Sin 
embargo -como fue observado por Oliveira [0, Thm. 1.5] y Oliveira-Stohr 
[0-S]- el método de Buchweitz no se aplica a los semigrupos numéricos 
llamados simétricos y cuasi-simétricos. Usando un resultado de [T], en 1993 
Stohr construyó semigrupos simétricos que no son de Weierstrass, y en 1994 
Oliveira y Sti:ihr construyeron semigrupos cuasi-simétricos que no son de 
Weierstrass. Para esto último usaron los resultados de [Tl]. Sin embargo 
hasta hoy es un problema abierto el conocimiento de condiciones suficientes 
para que un semigrupo numérico sea de Weierstrass. Con todo, tenemos los 
siguientes resultados parciales: 

1.1 Un semigrupo numérico es de Weierstrass si su primer término no 
negativo es a lo más cinco ([K], [M], [Ko 1], [Ko2]). 

1.2 Un semigrupo numérico es de Weierstrass si su peso es a lo más la 
mitad del género ([E-H]). 

1.3 Un semigrupo numérico es de Weierstrass si sus generadores 
satisfacen ciertas restricciones ([P], [R-V], [W], [Kn]). 

Aquí, presentaré los resultados obtenidos de [T] y [T 1]. En la sección 2 
expongo hechos básicos de semigrupos numéricos y la sección 3 es en si lo 
esencial de las notas. 

Finalmente, remarco que por la construcción de Buchweitz tiene sentido 
hablar o distinguirse entre las propiedades "aritméticas" y "geométricas" de 
semigrupos numéricos, siendo estas últimas las que dependen del hecho de 
ser, el semigrupo, un semigrupo de Weierstrass. 
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2. Propiedades Aritméticas de semigrupos numéricos 

Sea H un semigrupo numérico. De ahora en adelante hablaremos simplemente 
de semigrupo. El número g = g(H) =#(N\ H) se llama el 'género" de H 

(justificado por lo que se dijo en la introducción). Los casos g E {0,1} son 

triviales: g =O => H = N y g = 1 => H =N\ { 1}. Luego consideramos g :2: 

2 en todo lo que sigue. Los elementos positivos de H serán llamados de "no­
lagunas" y m; = m;(H) denotará la i-ésima no-laguna". m1 se llama la 
"multiplicidad" de H y el número 

g 

w= w(H):= LU; -i) 
i=l 

es llamado el "peso" de H, donde 

G=G(H)={l1 =l1(H)< ... <lg=lg(H)} 

es el complemento de H y a cuyos elementos se les llama "lagunas". Si m1 

= 2, H se llama "hiperelíptico" (justificación: ver la próxima sección) y caso 
contrario H se llama no-hiperelíptico. El siguiente lema establece una 
restricción para las lagunas ó no-lagunas que son consecuencias de la 
propiedad de semigrupo de H. 

Lema 2.1 ([8]) Sea H un semigrupo numérico de género g. Entonces: 
(a) Hes hiperelíptico <=>m;= 2i para i = 1 , ... ,g. 
(b) Hes no-hiperelíptico <=>m; :2: 2i+ 1 para i = 1 , ... ,g-2, mg-l :2: 2g-2 y 

mg= 2g 

Se sigue de este lema que lg ::; 2g-1. Cuando se cumple la igualdad H se 
dice "simétrico". Esto se justifica porque "Hes simétrico <=> (nE H <=> 2g-l -
n ~ H)" (Prueba: ejercicio para el lector). Asímismo, H se llama "cuasi­
simétrico" si lg = 2g-2. En este caso tenemos una propiedad similar al caso 
simétrico a saber: "Si nE N, n -:t- g-1 entonces: nE H <=> 2g-2-n ~ H" (Prueba: 

ejercicio o ver [0, Prop. 1.2]). Otra consecuencia del Lema 2.1 es que el peso 
w de H puede escribirse como 

w=(3g
2 +g)/2- fm¡. 

i=l 
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En efecto, basta observar que I l¡ + Im¡ = Ii. Ahora estudiaremos ciertos 
i=l i=l i=l 

elementos "distinguidos" (¿por qué los " " ?) y una fórmula para el género. 
Fije una no-laguna mE H. Paraj = l, ... ,m-1 sea ~"j = s¡(H,m) el menor elemento 
de H tal que si =j (mod m) y luego defina ei = ei (H,m) por 

s1 =me1+j. 

Lema 2.2 Los números e¡ definidos arriba satisfacen 

e¡+ e J 2 e¡+ j SI i + j <m, 

e¡ +e J 2 e¡+ }-m- 1 si i + j >m. 

m-1 

Además g = L,e J. 
)=1 

Prueba. Para las desigualdades envolviendo e¡'s observe que s¡ +s¡ 2si+J si 

i + j <m y que s¡ + s¡ 2 si+j-m si i + j >m. De esto se siguen estas desi­

gualdades. Para la fórmula del género, observe que (s¡ +im: i E N}~ H y que 

mi+ j e: H 

para todo j = 1 , ... ,m-1, para todo i :::; ei -l. Luego las lagunas de H l tal que 
l = j(mod m) son (mi+ j: i = O, ... ,e¡- 1} y sigue la prueba. 

Ahora podemos establecer un resultado que tiene importantes consecuencias 
geométricas. 

Lema 2.3 ([TI, Lemma 2.1]) Sea H un semigrupo numérico de género g, N 
2 2 un entero y y el número de lagunas l para los cuales l = O (mod. N). Si 
hE H tal que mcd (h,N) = 1, entonces 

2g-2Ny 
h2 +1. 

N-1 

Resultados geométricos, envolviendo el peso de un semigrupo, puede verse 
en [E-H] y [T]. A continuación solo estudiamos resultados envolviendo el 
'tipo" de semigrupo. 
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3. Propiedades geométricas de semigrupos numéricos 

Sea H un semigrupo (numérico). Entenderemos por una propiedad geométrica 
de H aquella que se obtenga por el hecho de ser H de Weierstrass, esto es, 
cuando existe una curva X, P E X tal que H(P) = H. Denotamos por G(P) a 
las lagunas de H(P). 

3.1 Método de Buchweitz ([B 1]) Este método sirve para construir 
semigrupos numéricos que no son de Weierstrass. Está basado en la siguiente 
caracterización de las lagunas de un semigrupo de Weierstrass. 

Lema 3.1.1 Sea X una curva, PE X y u E z+. Luego, 1 E G(P) <::::>existe una 

diferencial holomorfa <p sobre X tal que ordr <p = u-1. 

Prueba. Usaremos la notación aditiva del problema de Riemann-Roch y los 
resultados de [F-K, III.5]. Sea J.LE N. Por definición J1 E H(P) <=>?fE K( X) tal 

que div=(f)= J1 P. Esto es lo mismo que l(J.L P)-l((J.L-1)P)=l. Como 

l(¡.t P) - /((¡.t -1 )P) :S: 1, tenemos que ¡.tE G(P) <::::> /(¡.tP) = l((¡.t-1) P). Luego, 
por Riemann-Roch tenemos que i(¡.t-1 )P = i(¡.tp)+ l. Esto último significa que 
existe un diferencial holomorfo <p cuyo orden en P es ¡.t - l. 

Ahora, si ¡.t y u'E G(P) entonces u+u' = ordp(<p<p') = ordp <p + ordr <p' donde 
<p y <p' son dadas por el lema anterior. La diferencial "biholomorfa" <p<p' está 
asociada a un divisor ''2-canónico" ya que <p y <p' lo están a divisores 
"canónicos" de la curva. Ahora, es fácil ver que usando propiedades de 
valoraciones (ya que ordr lo es) se cumple que si <p1<p 1 ', ••• ,<pk<pk' son 
diferenciales biholomorfos con ordr <p¡<p¡' =F ordr <pj<p/ para i =F j entonces <p 1 

<p 1' , ••• ,<pk <pk' son K-linealmente independientes. Esto significa que: 

#{u+u':u,u'E G(P)) :S: dimK L(2C) 

donde L(2C) es el espacio de las diferenciales biholomórficas con C un 
divisor canónico. Como la dimensión de este último espacio puede ser 
calculada usando (¡una vez más!) Riemann-Roch, generalizando lo anterior 
paran?:: 2, tenemos: 

Lema 3.1.2 ([B1]) Sea X una curva, PEX, n?:: 2 y sea lL(n) = IL(n,P) el 

conjunto obtenido al sumar n lagunas de H(P). Entonces 

#lL(n) :S: (2n-1)(g-l). 

Prueba. Como en el caso n = 2, obtenemos 
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#lL(n) ~ dimk L(nC). 

Por Riemann-Roch este último es 

(2g - 2) ll + 1 - g 

de donde sigue la prueba. 

Luego, este último lema establece el método de Buchweitz quien, después de 
casi 90 años, presentó el siguiente semigrupo que no es de Weierstrass. 

Lema 3.1.3 (Semigrupo de Buchweitz, [B 1 ]). El semigrupo numérico H de 
género g = 16, 

H= {0, 13, 14, 15, 16, 17, 18,20,22,23,2627, ... ) 

no es de Weierstrass. 

Prueba. Es sorprendentemente simple pues se aplica el caso n = 2 del Lema 
3.2 para probar que 

# 1L(2) > 3(g- 1). 

Más aún, Buchweitz, probó para cada n ;:::: 2 existe un semigrupo numérico 
que satisface el Lema 3.1.2 para n-1, pero no lo hace para n. En particular, 
esto implica que existen infinitos semigrupos numéricos que no son de 
Weierstrass. Daremos otra prueba en la Observación 3.2.5 

Ahora, observe que el Lema 3.1.2 no da información cuando 

# lL(n) ~ (2n-l )(g-l ). 

De hecho, Oliveira [Thm.1.5] probó que un semigrupo numenco H es 
simétrico si y sólo si, # lL(n) = (2n-1 )(g-1) para todo n ;:::: 2. También, él y 

Stohr [S-0, 01] probaron que si un semigrupo Hes cuasi-simétrico, entonces 

# lL(n) = (2n-l)(g-l)- (n-2). 

En consecuencia, el problema de la existencia (o no) de un semigrupo 
simétrico que no sea de Weierstrass, permaneció abierto hasta junio de 1993. 
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3.2 Semigrupos simétricos 

Aquí expondremos la construcción de Stühr de semigrupos simétricos que no 
son de Weierstrass. Está basado en un resultado de [T]. En este artículo se 
estudió recubrimientos dobles de curvas. Explícitamente, consideremos un 
recubrimiento doble 

de curvas de géneros g y y, respectivamente. A modo de terminología, X es 
llamado de una curva y-hiperelíptica (aquí 0-hiperelíptica es el caso clásico 
de las curvas hiperelípticas). Asociado a 1t tenemos una involución 
(involución y- hiperelíptica) ly, definida por 

ord(Jy)=2, v(Jy)=2g-4y+2, 

siendo este último el número de sus puntos fijos. Si g > 4y + 1 se prueba que 
Jy es única [F-K, V.l.9] y luego X= X 1 < J y > donde este último es la 

curva cociente de X por el grupo de automorfismos {/, Jy } (/ = identidad). 
Esquemáticamente, los cubrimientos dobles pueden verse en la siguiente 
figura 

:r(P) 

Aquí, Pes un punto totalmente ramificado (o un punto fijo de ly) den. Sea P 
un punto tal (en símbolos: P E Fix(ly ) ). Primero estableceremos una 
relación entre los semigrupos de Weierstrass de P y n(P). Sea ñí E H (n ( P)). 
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Por definición existe J E K( X), cuyo divisor de polos es 1ñ1r ( P). Luego, 

J o 1r E K (X). Siendo P totalmente ramificado (esta observación es esencial 

para generalizar este método en el caso de recubrimientos de grado N:;::: 2), 
entonces P es el único polo de Jo h de orden 21ñ y Juego por definición 

21ñ E H( P). En particular, si consideramos las primeras y no-lagunas en H(P) 
ñí1, ..• ,ñíy =2y y 2y+lE H(P)(verLema2.l),tenemosque 

H(P)-;;;;¿ {21ñ1 , ••• ,21ñY = 4y, 4y +2}. 

Este es el punto de partida para la axiomatización del tipo de semigrupos 
numéricos que sirven para caracterizar cubrimientos dobles. Así tenemos la 
siguiente definición ([T]). 

Definición 3.2.1 Un semigrupo numérico H se dirá y - hiperlíptico si 
satisface lo siguiente: 

(y 1) H tiene y no-lagunas pares en [2, 4y], 
(y2) 4y+ 2EH. 

Observe que un semigrupo 0-hiperelíptico no es otra cosa que un semigrupo 
hiperelíptico definido en la Sección 2. Note, también, que el semigrupo H(P) 
anterior de hecho contiene a { 4y+2i: iE N} mE J, esto será una consecuencia 

de (y 1) y (y2). 

Lema.3.22 [T, Lemma 2.6)] Si Hes un semigrupo y-hiperelíptico, entonces 

H -;;;;¿ { 4y + 2i : iE N} . 

Prueba. Supongamos 

4y+2i=mín(G(H)nF). 

que H 12 F:= {4y+2i: i E N} y sea 

Sean ¡ 1 < ... < fy las y no-lagunas de H en 

[2,4y1. Luego, 4y + 2i- f J para j = 1, ... , y son las y lagunas de H en [2,4y1. 

Aquí se usa la propiedad de semigrupo de H. En particular, siendo 
y~ 1, 4y+2i- !y es la menor laguna por O. Sea 4y+2i- fy = 2. Ahora, 

usando nuevamente la propiedad de semigrupo de H, se prueba que f Y = 4Y 

de donde i = 1, lo cual es una contradicción porque 4y+2E H. 

Teorema 3.2.3 [T, Thm.A] Sea X una curva de género g:;::: 6y+4. Entonces 
son equivalentes: 

(i) X es y-hiperelíptica, 
(ii) 3 PEX tal que H(P) es y- hiperelíptico. 
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Prueba (Esbozo). 
(i) ::::} (ii) Por lo visto, al inicio de esta sección, cualquier PEly es tal que 
H(P) es y-hiperelíptico. 

(ii)::::} (i) Usando el Lema 2.3 (con N= 2) y el lema anterior, y la hipótesis g 

?: 5y+2, obtenemos que m2y+I = 6y+2. De aquí obtenemos un morfismo: 

1t: X ~ lP'Zr+I (K) 

de grado 6y+2. Ahora, usando un resultado de Castelnuovo ([ACGH, Lemma 
p.ll6]), obtenemos que 

donde X es la normalización de n(X) es un recubrimiento doble o que X es y 
-hiperelíptico. 

Remarcamos que g ?: 6y+4 se usa para el lema de Castelnuovo. A partir de la 
prueba de este resultado, obtenemos los ejemplos de Stühr: 

Lema 3.2.4 Si ií es un semigrupo no realizable como semigrupo de 
Weierstrass (e.g. ií el semigrupo de Buchweitz), entonces el siguiente 
conjunto: 

H:={2h:hE H}u(2g-l-/:l/2ri H} 

donde g es un entero tal que g ?: 6y + 4, siendo y el género de ií, satisface: 

(a) Hes y-hiperelíptico y simétrico 
(b) H no es de Weierstrass. 

Observación 3.2.5 Si ií es como en el lema anterior, entonces 

H:={2h:hE ií}u{2g-(2i-l):isy} cong?:6y+4 

no es realizable. Como vale para todo y, obtenemos infinitos semigrupos que 
no son de Weierstrass. 

3.3 Semigrupos cuasi-simétricos 

Aquí estudiaremos cubrimientos de grado N ?: 2 con N primo, y generali­
zamos el Teorema anterior y los ejemplos de Stühr. Empezamos por observar 
que el método de 3.2 no se aplica a los cuasi-simétricos porque 2g-2 es 
laguna en éstos. Con la misma filosofía del inicio de la sección anterior, 
introducimos las siguientes definiciones: 
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Definición 3.3.1 Una curva X es de tipo (N, y) si es un cubrimiento de grado 
N de una curva de género y con, al menos, un punto totalmente ramificado. 

Definición 3.3.2 Un semigrupo numérico H se dice de tipo (N,y) si se 
satisface: 

(i) H tiene y no-lagunas múltiplos de N en [N,2Ny] 
(ii) (2y+ 1 )NE H 

Ahora es fácil ver qué curvas o semigrupos de tipo (2,y) son los objetos que 
estudiamos en la sección 3.2. Resultados similares a los de semigrupos en 3.2, 
se obtienen para N;::: 2 (ver [TI]) y, en particular. 

Teorema 3.3.3 [Tl,Thm.A] Sea N un número primo, y un entero no 
negativo, tal que Ny+y+l;FO (mod. t) para 2 ::S: t ::S: N-1 y mcd(t,N+1)= l. 

Son equivalentes: 

(i) X es una curva de tipo (N,y). 
(ii) 3PEX tal que H(P) es de tipo (N,y), siempre que 

Í ( N - 1 )(N - 2) 
si y=O >~ 2 +1 

g -l N 
2 

(N+ 1) 2 
----y+N si y;:::l 

2 

Aquí se observa que las restricciones aritméticas se satisfacen para y= O ó 
NE { 2,3,5}. Estas restricciones son usadas para garantizar que el respec-tivo 
morfismo (como la prueba anterior) sea de grado N. Así, el análogo del Lema 

3.2.4 es el Lema 3.3.4 ([01], [0-S]). Sea H={O<ñí1 <ñ~ < ... )un semigrupo 

no realizable de género y y g un entero tal que g;F 1 (mod 3), g ~ 18y+9. 
Entonces el conjunto 

donde 

satisface 

H :=Au{3h: hE H) u {2g- 2- 3t: tEZ\ H) 

¡ {2g -]- 3t: tE Z \ {1ñ { j;::: k- y }, si g = 3k 
A= 

{2g-3t: tE Z\{ñí¡:j;:::k+l-y}, si g=3k+2, 

(i) Hes un semigrupo de tipo (3,y) 
(ii) H no es semigrupo de Weierstrass. 
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