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APLICACIONES DE LAS ONDALETES
ALA
FISICA

David Thompson

Examinaremos algunas de las aplicaciones de las ondaletes
a la Fisica,
en particular: al procesamiento de sefiales;
a la comprension de datos;
y al grupo de renormalizacion en la teoria de transiciones

de fase.

1. Introduccion.

Dada una funcién cualquiera f (x), es siempre posible desarrollarla en
términos de un conjunto completa de funciones w, (x)

F® =2 c,w, (x). A1)

n
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El ejemplo mas familiar de este proceso es el andlisis de Fourier, donde las
funciones de base son los exponenciales complejos

v, (x) = explinkx], (1.2)

donde k es 2n/L con L la duracién de la funcién o su periodo, si la funcién es

periddica. Sin embargo, las exponenciales complejas no son las tnicas

funciones de base que podemos utilizar. En realidad, existe una infinidad de

conjuntos de los cuales solamente unos pocos tienen propiedades interesantes.
El analisis de Fourier o su generalizacién, la transformada de Fourier

Foy= | Fdexploikeldk, (13)

—oa

permite dos descripciones equivalentes de una funcién; podemos expresarla
en el espacio directo como la funcién f (x), o en el espacio reciproco como la

funcién f (k). Las descripciones son equivalentes porque contienen
exactamente la misma informacién. Si tenemos la funcién f k), laec. (1.3)

permite reconstruir la funcién f (x). La invertibilidad de la transformada de
Fourier

. 17
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también permite el calculo de f (k) apartir de f(x).

Si tenemos una funcién f (x) que estd localizada en el espacio directo,
como la funcién delta de Dirac, por ejemplo

f(x)=6(x—xp), 1.4)
la transformada de Fourier estd completamente deslocalizada en el espacio
reciproco

explikxg]

. 1T
fky=— J 8 (x—xy)explikxldx =———. (1.5)
2z 2

—o0

Es decir, la magnitud de f (k) tiene el mismo valor, independientemente del
valor de k .
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Las ondaletes -existe una infinidad de conjuntos de ellas- son funciones
que estdn simultdncamente localizadas en el espacio directo y en el espacio
reciproco. A partir de una ondalete madre y(x) se genera un conjunto de
ondaletes por traslaciones, generalmente por enteros k, y dilataciones, por
factores de 2, de modo que la ondalete W (x) estd relacionada con la

ondalete madre por
v =2y x- 1) (1.6)

con j y k entero. Generalmente, se trabaja con un conjunto de ondaletes que
es completo y ortonormal

J.l/]/{k ()C) W[m (x)dx = 6./151(!11 (1.7)

—o0

donde el asterisco significa el conjugado complejo. Casi la totalidad de las
ventajas de la transformada ondalete radica en la localizacion de las ondaletes
en los dos espacios.

La transformada ondalete se define por la matriz Wy, que opera sobre un
vector columna a su derecha. Un ejemplo de una transformada ondalete es la
de Daubechie que, en su forma mds sencilla, se describe con solo cuatro
coeficientes

CO Cl C2 C3
(33 —C2 Cl —CO
CO Cl C2 C3
C3 —C2 Cl —CO
Wy=| i (1.8)
CO Cl (,2 (,3
C3 —C2 Cl —CO
Cy C3 CO Cy
Lcp —¢g 3 0y ]
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Y1 S 51 S S
¥ d 1 5 Wy D, reorden s,
Y3 52 53 Sy D,
s 4, s Dy Dy
Ys Ww 21 53 i d, d, dy
Ye dy3 dy dy dy
Y7 54 dy d; d
8 dy dy dy dy

Figura 1.1: La transformada ondalete en un andlisis multiresolucion.
Los sy S son las componentes suaves a cada nivel, y los d
y D las componentes detallados.

El efecto de la primera fila es formar un medio ponderado de los cuatro
primeros elementos de datos. En otras palabras, suaviza los datos. La segunda
fila hace lo opuesto cuando se puede escoger los coeficientes ¢ de tal forma
que el resultado sea cero si los datos son suficientemente suaves. Por lo tanto,
saca los detalles de los datos que son evidentes sobre una escala de cuatro
puntos. La transformada ondalete continia con un reordenamiento de los
datos, agrupando los componentes suaves por separado. (ver la fig. 1.1).

Aplicando de nuevo la matriz Wy, solamente a las componentes suaves se
produce componentes suaves y componentes con detalles sobre la escala 4° =
16 puntos de los datos originales. El proceso continda hasta que quedan sélo
dos componentes suavisimos. Lo que hemos descrito es un analisis
multiresolucién. No solamente obtenemos informacién sobre las frecuencias
presentes en los datos, sino también, cudndo o dénde estdn presentes.

Para determinar los coeficientes ¢ en la matriz Wy, imponemos el
requisito de que Wy sea ortogonal a fin de facilitar la inversién de la

transformada. Esto da dos ecuaciones

cé +C12 +622 +c32 =1 1.9)
¢y cgteycp =0 (1.10)
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Si, ademds requerimos que las componentes detalladas sean cero cuando los
cuatro datos formen una recta, obtenemos dos ecuaciones més

¢y ¢y + ) ¢y =0 (1.11)

y
-y +2¢) 3¢5 =0. (1.12)
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Figura 1.2: Arriba: la transformada ondalete inversa de es con cuatro coeficientes.
Debajo: la transformada inversa de ey4 con 20 coeficientes.
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Las soluciones de las ecuaciones (1.9-12) son:
co = (+4f3) 1 442
¢, =(3+43) 7 442
¢y =(3-4/3) 1 442
¢y =(1-43) 71 442

En la fig. 1.2 mostramos la transformada inversa de dos vectores unitarios de

longitud 1024:; es decir, é<, que estd en el espacio reciproco, y tiene ceros
g 5 y

para todas las componentes, salvo el quinto que es uno. También se ve una

(1.13)

ondalete que tiene 20 coeficientes en la matriz Wy, .

2. Procesamiento de sefiales

La frase “procesamiento de sefiales” produce una respuesta Pavloviana en
la mayoria de fisicos; “Transformada de Fourier”. Las razones son dos:
muchas veces la transformada de Fourier de una sefal es en si misma, una
magnitud de significancia fisica; y existe un método computacional muy
eficiente -la transformada rdpida de Fourier (FFT. del inglés “Fast Fourier
Transform™)- para calcular la transformada de Fourier de un conjunto de
datos. Si captamos los datos en el dominio del tiempo f (£), la transformada de
Fourier

F)= [ rtyexploionds 2.1)
estd en el dominio de frecuencia f(a)). Generalmente, aun si la funcién f (¢)

fuera real, la transformada f(w) es compleja, pero If(coo)l2 do es la

potencia de la sefial entre las frecuencias @y y oy + do.
La invertibilidad de la transformada de Fourier es importante. De la
transformada podemos recuperar la seifial original por

1.
(1) = Jf(w)exp[iwt]dw . 2.2)
T

oo

La invertibilidad de la transformada de Fourier nos permite manejar los datos
en el dominio que mas conviene. Por ejemplo, si queremos eliminar de una
sefial en el dominio del tiempo el ruido a bajas frecuencias -el ruido 1/f - lo
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A )

mas fécil es hacer la transformada de Fourier y en f (@) poner igual a cero la

parte que corresponde a frecuencias menores en magnitud que el valor critico
que nos interesa. Cuando invertimos la transformada, la sefial modificada en
el dominio del tiempo serd mds o menos horizontal, solamente con
oscilaciones alrededor del valor medio. La fig. 2.1 presenta la idea.

Puede parecer que la transformada de Fourier tenga varios problemas para
su aplicacién a datos reales. La funcién f (£) en la ec. (2.1) es continua,
mientras que en la mayoria de casos los datos reales, al menos una vez
captados en la computadora, son discretos. Ademds, la integral es sobre todo
el tiempo, pasado y futuro, y un conjunto de datos es siempre finito. Sin
embargo, la transformada de Fourier es de gran utilidad para conjuntos de
datos discretos y finitos.

1

. W\

IF 'F.

Figura 2.1: El uso de la transformada de Fourier en un filtro que pasa las altas
frecuencias.
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Esencialmente, la FFT trata un juego de datos finitos como un periodo de una
funcién infinita en duracién y calcula el valor de la transformada f (@) en N

valores uniformemente separados de ®, donde N es el nimero de datos
discretos en f (r). Desde el punto de vista prdctico, existen ciertas sutilezas
asociadas con discontinuidades en la funcién ficticia que es periddica e
infinita en duracidn, y la naturaleza discreta de los datos que es el problema
de la frecuencia de Nyquist. (Ver el libro por Press et al.)

A pesar de estos problemas, la transformada de Fourier es una
herramienta increiblemente qtil y es sin duda la primera a probar en el
- procesamiento de una sefial. Sin embargo, la transformada de Fourier no es
apropiada para ciertas clases de problemas. Si la sefial que captamos es
solamente una muestra finita de algo que es en realidad infinito en duracién,
tenemos que suponer que la muestra es tipica del fendémeno. Cuando

calculamos la transformada de Fourier, el valor f (@) es un promedio de la

contribucién de la frecuencia wy durante la duracién de la muestra. Pero
existe una infinidad de posibilidades de protucir €l valor f (@y); puede ser

que esta componente esté presente todo el tiempo con el coeficiente f (cu0 ), 0

que esté presente solamente la mitad del tiempo, pero con dos veces la
amplitud, etc. La transformada de Fourier no es capaz de identificar ni
coeficientes ni frecuencias que cambien en el tiempo.

Tal vez queremos analizar la sefial en el plano - para identificar en ‘qué
tiempo las frecuencias presentes son importantes. En principio, se puede
dividir la muestra en pedacitos y transformar cada pedacito por separado,
pero esto amplia los problemas practicos asociados con la duracién finita y la
naturaleza discreta de la muestra. La solucién es la transtormada de ondaletes
porque la funcién transformada estd localizada a la vez en el tiempo y en la
frecuencia y no trae efectos de contorno problemadticos. Si definimos la
transformada de ondalete por

P
W, fNa.b)y=—= I v [(t=b)/al f()d:. (2.3)

Jia |

(Wy f )a,b) estd dominada por los valores de f (f) en el rango (ver Chui,
cap.1)

b+ aty-aly <t<b+aty+aly 2.4)
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donde 1, es el centro de 1a ondalete y(z)
L
ty="7% J rll//(t)lzclt (2.5)
17

y Ay es la anchura

o=
A2, =Iv7 _[(t—to)z ly ()1 % dt. (2.6)

o0

Si la funcién W(®) es la transformada de Fourier de la ondalete y (1), es
también una ondalete, centrada en @y y con una anchura AV;. Con la

definicién 1 (w) = 1/?((0 +wy) yla identidad de Parseval

T . b ..
fg (r)f(t)dt=;—§ (w) f(w)do, .7
T

—o0

podemos escribir

W, f)(b,a)=\[3'“:l | F@)expliboln (aw-wy)do  (2.8)

que estd dominado por las frecuencias

(wg—A Na<w<(wy-A )Y a. (2.9)
v v

Es decir, la funcion Wy, f estd localizada en el plano ¢ - w.

La transformada de Gabor también estd localizada en el plano ¢ - w, pero
la transformada ondalete tiene ventajas, siendo la mds importante de ellas el
grado de localizacién que no es una constante en el plano ¢ - . Para altas
frecuencias la anchura de la ventana en el tiempo es pequefia, mientras que se
abre para bajas frecuencias; exactamente el comportamiento que se necesita
para maximizar la precision del célculo.
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3. La compresion de datos

Para tratar imdgenes como fotos con la computadora, estamos obligados
a digitalizarlos; dividimos la imagen por medio de una red donde cada malla
de la red se llama un pixel. Para una foto en blanco y negro representamos
todo el contenido de informacién de un pixel por un solo nimero que
representa el nivel de gris del pixel. Para un foto de color cada pixel genera
tres nimeros, uno para cada uno de los colores primarios. Cuando buscamos
recrear la imagen desde su forma digitalizada, la calidad dependerd del
nimero de pixeles utilizados y el nimero de niveles de gris permitidos. Para
una imagen de alta calidad, la cantidad de informacién en la forma
digitalizada es enorme. Pero la digitalizacion de imdgenes es importante
para su transmisién. Sefiales digitales son menos susceptibles a la
corrupcién por ruido en los procesos de transmisién y recepcién. Sin
embargo, la cantidad de informacién en la digitalizacién de una imagen
puede ser tan grande que presenta problemas por su almacenamiento y
transmision. Por ejemplo, no es muy iitil una filmadora que sélo almacena
una imagen por segundo.

La solucién del problema es la compresion de datos. Digitalizamos la
imagen con alta definicién; es decir, utilizando un gran nlmero de pixeles y
después identificamos la informacién mds importante para la reconstruccién
de la imagen. Almacenamos o transmitimos solamente esta informacién, en
una forma que permita la reconstruccion de la imagen. Por supuesto, se
puede utilizar la transformada de Fourier (el algoritmo de FFT se generaliza
a dos o mds dimensiones). Transformamos la imagen y almacenamos
solamente las componentes de f (k) que son mayores que un cierto tamafo;
0.1% de la componente mds grande, por ejemplo. Evidentemente, se puede
hacer lo mismo con la transformada ondalete. Gracias a la localizacién
simultdnea en el espacio directo (r) y en el espacio reciproco (k), la
transformada es mds eficiente que la transformada de Fourier, (ver la fig.

3.1).

En la transformada de Fourier las funciones base son las exponenciales
complejas exp[ik.r] que estdn completamente deslocalizadas en el espacio
directo. Pero una foto como la de la fig. 3.1 no es inherentemente
homogénea. Existen grandes dreas donde el nivel de gris es casi constante
(el fondo por ejemplo) y porciones donde cambia muy rapidamente. Para
describir los cambios bruscos necesitamos componentes en la transformada
de Fourier con grandes valores de k, es decir con pequefias longitudes de
ondas. A pesar de que necesitamos estas contribuciones en las regiones muy
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detalladas de la imagen, la naturaleza de las funciones base estd introducida
en toda la imagen. Para que no aparezca en las dreas donde el nivel gris no
cambia, tenemos que introducir otras componentes con vectores de onda
cercanos de modo que los detalles sobrevivan en las zonas donde existan, y
las dos componentes se anulen en las otras regiones.

c) d)

Figura 3.1: a) La imagen original; b) La imagen reconstruida de la transformada
ondalete, pero solamente utilizando el 23% de las componentes mds grandes;
c)como b) pero con 5.5% de las componentes; d) La reconstruccion con 5.5%
de las componentes de la transformada de Fourier.



Al contrario, las funciones de base de la transformada ondalete estan
localizadas en el espacio directo y las ondaletes con valores grandes de k
estdn localizadas en la parte de la imagen donde se las necesita. No estamos
obligados a introducir otras para anular sus efectos en otros lugares. Por lo
tanto, la transformada ondalete produce una imagen mejor respecto a la
transformada de Fourier para el mismo nivel de compresién.

4. El grupo de renormalizacion

En muchos problemas fisicos es posible identificar una escala de longitud
para caracterizar el sistema. En dtomos, por ejemplo, es ¢l radio de Bohr, el
radio de la érbita del electrén alrededor del protén en el estado fundamental
de un atomo de hidrégeno. Cuando es posible identificar tal longitud, es
posible solucionar el problema considerando solamente los procesos
apropiados para la longitud caracteristica. Procesos con una variedad de
cscalas de longitud presentes son mucho mds dificiles de solucionar.

Figura 4.1: Momento magnético M del hierro..

Ejemplos son turbulencia en fluidos y transiciones de fase de segundo orden.
La congelacién de agua es una transicion de fase de primer orden porque estd
asociada con un calor latente y una diferencia entre el volumen de las dos
fases, agua y hielo. Un ejemplo de una transicién de segundo orden es la
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transicion ferromagnética-paramagnética en hierro. A temperaturas por
encima de los 770°C el hierro es paramagnético, posee un momento
magnético sélo si aplicamos un campo magnético. Debajo de los T, = 770°C,
Hamada temperatura critica o temperatura de Curie, es ferromagnético con un
momento aun en ausencia de un campo magnético. La figura 4.1 presenta el
comportamiento del momento magnético como funcién de la temperatura. El
momento magnético crece suavemente de ceroa T =T, y no hay ni un calor
latente ni un cambio de volumen asociado con la transicién.

A pesar de que no exista un momento magnético espontineo en la fase
paramagnética, medidas microscépicas muestran la existencia de zonas con
momentos magnéticos distintos de cero. Pero las zonas diferentes tienen sus
momentos apuntando en direcciones aleatorias de modo que el momento total
es igual a cero (ver la fig. 4.2). Estas fluctuaciones en el momento magnético
tienen una dimension lineal del orden de la longitud de correlacién £ (T) que
es una funcién de la temperatura y es divergente en la temperatura critica. Lo
que hace tan dificil el desarrollo de una teoria de transiciones de fase de
segundo orden es que las fluctuaciones estdn presentes sobre todas las escalas
de longitud entre el minimo determinado por la separacién de los dtomos en
el sélido y la longitud de correlacién, y ninguna escala de longitud domina
sobre las otras.

+ + + + + +
+ = - - / +
+ - + -7 + +

y
N

LA U - + +
+ - + - +
+ + + + + +

Figura 4.2: Una muestra paramagnética con fluctuaciones sobre todas las
escalas de longitud hasta la longitud de correlacion C (T).
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El grupo de renormalizacién fue introducido por Wilson en 1971, por lo
que recibid ¢l premio Nobel de fisica en 1982, La idca es empezar con las
fluctuaciones con longitudes de onda del orden de la separacién de los
dtomos y sucesivamente eliminarlas incorporando su efectos en un promedio.
En la mecénica estadfstica, una cantidad de suma importancia es la funcién de
particién

Z= D expl-E, kTl 4.1

1

donde E; es la energfa del i-ésimo estado del sistema y la sumatoria es sobre
todos los estados posibles del sistema. Si denotamos por m(r) el momento
magnético por unidad del voltiimen, la funcién de particién se convierte en
una integral funcional

2 2 4, .3
zZ :J- expl—{ J-[CLO(VIH) tepam” Hepgam 1d r Y kpTldm  (4.2)

donde la integral sobre dm es sobre todas las configuraciones posibles de m .
Los coeficientes ¢ son funciones no solamente de la temperatura, sino
también de la longitud de onda L hasta que eliminemos las fluctuaciones.
Buscamos integrar sobre las fluctuaciones en m con longitudes de onda entre
Ly L+ 8L. La mecdnica estadistica requiere que la funcion de particidn sea la
misma funcion del nuevo momento magnético, my,5 como lo es de my, lo
que implica que las ¢; se conviertan en ¢ g, -

Desarrollamos ¢l momento magnético en términos de un conjunto
completo v, (r)

my s () :mL(r)+2a”l//” (r, 4.3)

R

donde la cuestién es: ;Qué conjunto de funciones y, es apropiado? En
primer lugar, notamos que la diferencia entre my,5 y m. €s que en  mip s
hemos promediado sobre las fluctuaciones con longitudes de onda entre L y
L+3L. En consecuencia, queremos que las funciones w, (r) estén localizadas
dentro del espacio reciproco entre |kl =2n/L y Ikl =2r/ (L+38L). De otro
lado, la integral sobre r en la funcién de particion depende solamente
del valor de m en el punto r. Si desarrollamos myp.5 en exponenciales
complejos, es decir en una serie de Fourier, los W, (r) no son localizados en
r y encontraremos que los momentos magnéticos en puntos diferentes se
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acoplan y el problema se convierte en algo mucho mads dificil, si no
imposible. Lo que necesitamos son ondaletes con su localizacién simultdnea
en ¢l espacio directo y en el espacio reciproco. Cuando utilizamos ondaletes
para las funciones W, (r), las integrales sobre r y m se desacoplan y el
problema es manejable.

En la teorfa del grupo de renormalizacién no es necesario especificar
explicitamente las funciones y, (r), basta con sus propiedades generales. En
particular, su localizacién simultdnea en el espacio directo y el espacio
reciproco. Por lo tanto, Wilson trabajé con ondaletes unos diez afios antes de
la explosion del interés en ellas.
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