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ACERCA DE LA DINAMICA
SIMBOLICA Y COMPLEJA

Jorge Anicama

1. Introduccion.
Considerable atencion se ha puesto a los conjuntos de puntos Zy del plano
complejo tales que la n-ésima iteracion f'(Zy) de la funcion

fiz): =7+ U
evaluada en el punto Z:=Z permanece acotada (en norma) cuando n tiende
a . Basta mencionar los trabajos de Benoit Mandelbrot y Michael
Barnsley(ref [3]) que han hecho accesible estos estudios a una gran
audiencia con sus finas ilustraciones y descripciones grdficas.

Un problema muy relacionado al anterior es analizar el comportamiento de la
n-ésima iteracién Fn(XO) de 1a funcién

F,(x) :==ax (1-x)

evaluada en el punto x:=Xq del intervalo [0,1]. Esta aplicacién se toma de
ejemplo, muy a menudo, para mostrar y explicar cémo aplicaciones tan
simples, como ésta, pueden mostrar los signos del caos ( Segin Robert
Devaney: a)Sensibilidad a las condiciones iniciales, b)Transitividad
topolégica (Mixing), ¢)Densidad de los puntos periddicos ref [1]).



El presente trabajo resume algunos puntos importantes de la dindmica
simbdélica estudiando la dindmica de la funcién F(x) sobre el intervalo [0,1] y
luego veremos la dindmica de f(z) cuando z € C, es decir, la dindmica
compleja en una variable. Debido a lo extenso de los temas involucrados nos
circunscribiremos sélo a las principales caracteristicas de ambas dindmicas.
Finalmente haremos una conexién entre ambas dindmicas.

1.1 Definiciones.

Sean A,B c R ylafuncién F: A —- B con xeA:

- 1. Si xe A, llamamos la érbita de x al conjunto = { x, F(x), Fz(x), Fg(x), ..}

2. x es llamado un punto periédico, si existe unn € N/ x = F'(x).

3. Sines el menor con tal propiedad , entonces n es llamado periodo de la
orbita

4. Si n=1 decimos que x s un punto fijo.

1.2 Definiciones.  Sea x un punto periédico de orden n, entonces definimos

1. Punto critico A, := (F"y(x)

2. Respecto de A, decimos que :
a) Es Atractor si 0< [ A <t
b) Es Superatractorsi | A | =0
c) Es Repelente si | 7»,(| > 1
d) Es Neutral si P A =1

1.3 Cuatro tipos de dinamica local:
Hay cuatro tipos de comportamiento de los puntos vecinos a un punto fijo

bajo iteraciones, que son equivalentes al andlisis del mapeo F(x):= AX (es
decir la sucesién X, = A X,,), véase el siguiente gréfico:
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2. La dinamica de F,(x). Se verifica sin dificultad que cuando 0<a<3
existe un punto fijo p, tal que :

a) Para casi todo x € [0,1], (Fy)"(x) = p, cuando n—oo, y
b) Para todo xe R - [0,1], (F)"(x) — - o, cuando n—oo,

a) Los puntos fijos p, de F, son las raices de la ecuacién : F (x) = x, i.e.
pa=0 o py:=(a-1)/a. Como F’,(x) := a(l-2x) entonces:

En el primer punto fijo p,= 0 tenemos que |¥’,(p,)| = |70 = lal ast:

|Fa’(0) | <1si 0<a< 1 caso atractor
|Fa’(0) | =1si a=1 caso neutral
|Fa’(0) | > 1si a=1caso repulsor

Tan pronto como el pardmetro pasa de a</ hacia a>/, el punto fijo p, =0
pierde su estabilidad y se convierte en un punto fijo repulsor .

En el otro punto fijo p, = (a-1)/a F’(x):=2-a y se comporta asi:

Si0<a<l 1 <F'(py) £ 2 caso repulsor
Sil€a<2 0 <F(py,) <1 casoestable
Si2<a<3 -1 <F'(py) £ 0 caso estable
Si3<a<4 -2 <F(p,) $-1 caso repulsor

De tal modo, que para nuestro caso a) si 0<a< 1 entonces escogemos
pa=0ysi 1<a<3 entonces escogemos p,= (a-1)/a.

b) Por ultimo si a> 1, LimF,' (x) = - e, Vx € R - [0,1] pues:
n—yeo

i) Si x < 0 entonces ax(1-x) < x asi Fy(x) < x. Por lo tanto F"(x) es una
secuencia decreciente de puntos no convergente. Pues, si ocurre lo contrario,
existirfa un p tal que F,"(x) = p y por lo tanto F™'(x) = Fy(p) pero
Fa(p) < p, pero esto contradice al hecho de la convergencia asumida, por lo
tanto F" (p) — - eo.

il) Ahora, si x>1 entonces F,(x)<0 (por el caso i) ) asf Fa" (X) > - e
también.
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Si 1<a<3, entonces LimF'(x) = p, , Vx € 10,1[. De este modo cuando
R—o0

1<a<3, F, posee sélo dos puntos fijos y el resto de puntos en [0.1] son
asintdticos a p,. Asf la dindmica de F, esta completamente entendida en este
rango de a.

Y T

™~
1 / \\ . /./

A medida que a sea mayor que 3 , la dindmica de F, se torna mds
complicada. Tratemos de ver qué ocurre cuando a>4: Como el médximo valor
de F es a/4 entonces habran valores x € 1=[0,1] que iterados dejardn de estar
en I. Sea entonces:

Ag:={xel/ F(x)¢l}. Esteesun intervalo abierto centradoen %2, si x €

Ag entonces F(x) >1 asf Fz(x)<0 y F'(x) — - oo. Es decir, Ag es el conjunto
de puntos que escapan inmediatamente de 1. El resto de puntos de I

permanecen en I después de la primera iteracidn de F.

Ap={xe 1/ F(x) e Ag}. Asi,si x € Ay, entonces Fz(x)>1, F3(x)<0, y asi
como antes F“(x) — - oo,

Inductivamente definimos Ap:= { x € I/F(x) € Ag}, es decir:



Ap={xel/ Fk(x) e I parak <n, pero Fn+l(x) ¢ 1}. Asi, A, consiste de
todos los puntos que escapan de I en la iteracién n+1. Como antes si x € A,,
la 6rbita de x tiende eventualmente a - oo,

Dado que sabemos lo que sucede con las iteraciones de los puntos x € A (se
van a - o), queda por tanto analizar lo que sucede con los puntos que nunca

dejan I:
A=1- A,
n=0
-Veamos un poco mds de cerca al conjunto A:

1) Ag es un conjunto abierto de centro x=1/2,

ii) I-Ag consiste en dos intervalos cerrados : Iy a la izquierda e 1 a la derecha.
Ademids, como F(Iy ) = F(I}) = I (en forma mondtona ascendente y
descendente respectivamente), existen un par de intervalos abiertos B| en
(Ip) y B2 en (1) que F los mapea en Ag. Por tanto ellos constituyen

A1:=B; U B,.

iii) Considérese ahora I - (Ag WA ). Este conjunto posee 4 conjuntos cerrados
que F mapea mondtonamente a todos ellos en Iy o 1. Por tanto F mapea
cada uno de ellos en I. Luego, cada uno de estos intervalo cerrados posee
un subintervalo abierto (B ,Bj, Bz, B4 ) que es mapeado mondtonamente
por F en Ag (alternanteamente ascendente y descendente). Por tanto los
puntos en estos intervalos dejardn I en la 3ra. iteracién de F. La reunién de
ellos a Ar=BjuUB, uBj3 UBy4.

iv) Continuando de esta forma podemos observar que A, consiste en 2"
intervalos abiertos disjuntos. Por tanto I- (A{ U...UA,) consiste en 2n+l
intervalos cerrados (pues 14242254 42" = 2" -1) que ! los mapea
mondtonamente a I.

2.1 Definiciéon. Un conjunto A es un conjunto de Cantor si es cerrado,
totalmente disconexo y es un subconjunto perfecto de 1.

Recordemos que un conjunto es totalmente disconexo si no posee intervalos,

y es perfecto si todo punto de é] es punto de acumulacién de los otros puntos
del conjunto.
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2.2 Proposicién. Si a >2++/5, entonces A es un conjunto de Cantor.
Demostracion:

A es totalmente disconexo: Para ello debemos mostrar que A no posee
intervalos. Astimase lo contrario, sean x # y ambos en A, con [x,y] < A . Asi
|(F")’(<><)|> A, Vece [x,y]. (Esto es facil de verificar: es suficiente tomar

a> 2+\/§ para satisfacer |FP(x) |>1, Vxelg Ul ). Asf existe un A >1 tal
que, |F'(x) |> A, Vxe A. Y usando la regla de la cadena podemos ver que

| E" (o [>A7.
Ahora escéjase n tal que A" ly - x|>1. Usando el teorema del valor medio se
tiene que |E" (y) - F'(x) | =A™ |y - x| > 1. Lo que implica que al menos uno
de F'(x) 0 F“(y) sale fuera de I. Lo cual es una contradiccién y por tanto A es
totalmente disconexo.

A es cerrado: Pues es la interseccién numerable infinita de conjuntos
encajonados cerrados.

A es perfecto: Notar que cada extremo de los Ay esta en A, pues ellos son
eventualmente llevados al punto fijo x=0. Afirmamos que todo p € A no esta
aislado y por tanto A es perfecto. Pues de otro modo, todo punto vecino a p
dejaria I bajo iteracién de F. Por tanto, tal punto vecino de p estarfa en algtin
Ayg. Ahora, o bien existe una secuencia de puntos extremos de los Ay que
convergen a p, o todos los puntos en una vecindad borrada de p son
mapeados fuera de I en alguna iteracién de F. Asf , en el primer caso estarfa
todo dicho pues los extremos de los Ay son mapeados al O A. En el segundo
caso, podemos asumir que F" (p)=0 y todos los demds puntos en una
vecindad de p al eje real negativo. Luego F" posee un maximo en p, por tanto
(E")(p)=0. Adems: F’(Fk(p))zo, 3 k < n (usar la regla de la cadena), por lo-
tanto Fk(p):=1/2. Pero entonces Fk+l(p)el y asi F'(p)— - oo, lo que
contradice al hecho F"(p)=0.

Para comprender la dindmica de F(x) sobre este conjunto A haremos uso del
mapeo Shift (desplazamiento), que aparece en la teoria de la dindmica
simbdlica.
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2.3 Definicion.
a) Definimos el espacio de secuencias en los simbolos 0 y I como
2y :={s=(sps 820/ sj=001 }

b) Dados s=(sgs1s2...) y t=(tgtyty...)en Xy, definimos la
distancia entre ellos por :

oo

dls.t]= D, sty 1725

k=0

Los elementos de Z; son cadenas infinitas de 1 y O’s, tales que para cada
s=(sps182..0)y t={(tptyty...)en2y ycada keN: |sk-tk | eso 1
o 0. Por tanto la distancia entre s y t es una serie infinita dominada por la

|
serie geométrica ZT =2 y por lo tanto converge.
k=0

2.4 Proposicion
1.d es una métrica sobre 2,
2.8i s, te Xy ysisg=1ty, Vk=0,12,...n Entonces:d[s, t]<1/2". Y
Reciprocamente:
Sid[s t]< 12", entonces sy=1t;, Vk<n.

La primera propiedad nos permite decidir qué subconjuntos de X, son
abiertos y cudles cerrados. La segunda propiedad nos permite decidir
rapidamente si dos secuencias s y t estin o no cercanas una de la otra.
Intuitivamente esto significa que dos secuencias de X, estdn préximas si ellas
concuerdan en sus primeras entradas de valores.

2.5 Definicién. El mapeo shift es la funciéon 6 : 2y — X, dada por
o(Sp S1 §2...)=S] 52 S3...

El mapeo shift simplemente “olvida” la primera entrada en una secuencia y
desplaza todas las otras entradas una posicién a la izquierda.

2.6 Proposicion.
0:2; — Xy esun mapeo continuo.
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Demostracion: Sea €>0 ys=sgs] 5253 .... Escdjase n tal que 172" <€
Témese 3=1/2""" . Sit=1pt t5 .. satlsface d[s,t]<d. Entonces por la
proposicion 2.4 (2) , sy =ty V k<n+ 1. Por tanto las k-ésimas entradas de ¢
(s) y o(t) concuerdan V k < n. Porlotantod[c(s), o(t)] < 12" <.

2.7 Proposicion.
Si denotamos por Pery(0) := { s € Xy / G'(s) = s ] conjunto de puntos
periddicos de orden n.

Entonces:
a. Cardinalidad (Per,(0) ) = 2",
b. Per;(0)es denso en 2y
c. Existe una orbita densa para ©en 2y _
Demostracion:
a) Sea s € Per, (o), entonces s := ( Sg..-Sp-1 SQ---Sn-1 SQ---Sn-1 - - - -) €n donde

sk =001, k=0,1,...,n-1. Por tanto existen 2" valores s distintos.

b) Deseamos probar que : Clausura ( Per; (6) ) = X5 Para ello debemos
producir una secuencia de puntos periddicos T, que convergen a un punto
arbitrarios = (sgsy 8y ... yen Xy,

Por tanto dado s := (s 81 82 ... ) € Zo, definase T, := (Sg ... S S0 -+ Sp---)> T
n ©s la secuencia repetida cuyas entradas concuerdan con las n primeras de s.
Por la proposicion 2.4 (2), d[t, ,s] < 1/2". Por tanto Tn —S.

¢) Debemvs mostrar que hay puntos en X, cuyas Orbitas se vuelven
arbitrariamente cercanas a cualquier otro punto de % .

Para mostrar ello basta tomar s := (01100 01 10 111000 001 010 100 011
101 110 1111..), s es construido por todas las listas , sucesivas, posibles de
bloques de O’sy I’ s de longitud 2,3 ,4....etc. Asi, claramente alguna iteracién
de o aplicada a s nos resulta una secuencia que concuerda con cualquier
secuencia dada en un niimero arbitrario de lugares. Es decir dado Sg := ( ag a;
ap...2, Any| Ap40---) € Xy deseamos ver que VneN, 3 S € X, tal que dfSy, S]
< 172" y por lo tanto por la proposicién 2.4 (2), Sg = S en las n primeras
entradas. Tal S es la siguiente S := o* ( s*) para algiin ke N.

221



Ahora podemos establecer una conexién entre A y ¥y que nos permitird
caracterizar a la dindmica de F en A, para esta haremos uso del concepto de
la conjugacién topoldgica.

2.8 Definicién. La funcién itinerario S : A — Z,, definida como
S(x):=sg sy 83..., donde sp= 0 si Fk(x)e Ip (la k-€sima iteracion de F en x esta
enlp), ysk=Isi Fk(x)e I; (la k-ésima iteracién de Fen x esta en 1)

La funcién itinerario S nos indica cual es la “rutak” que se obtiene al iterar
sucesivamente x por F (la forma en que se mueve F (x) en los intervalos [;
€ Io).

2.9 Definicién.

a. SeaJ c I. Un intervalo cerrado. Definimos F'(J) := { x e I/ F'(x) e J }.
Este conjunto recolecta todos los valores x en I que en su n-ésima iteracién
caenen .

b. Dado (sg 81 S3.. Sp) € X2, definimos: Igy s, . s, 2={xe I/ Xels, F(x) e
ISp
s Fxel).

Este conjunto recolecta todos aquellos valores de x € I que poseen la misma
“6rbita” lo largo de las iteraciones F¥(x), k=1,2..,n.

2.10 Proposicién.

.7 .
a. Is(;v,sz...s,, =g, M F l( Is;) N...NF n( Is,,)
b. I, s, =15, NF 7 ( Is,sz...s,,)

05152 Sy 0
e Lo, 5 V ke M es una serie de intervalos cerrados, encajonados, de
longitud decreciente.

aF(L,)=1.

Demostracion:
a, b, d son evidentes. Sélo queda por ver c.

Son cerrados : Por induccién: si n=0 entonces IS“SISZ_,_Sn = I(, que es cerrado y
. ., -1

no vacfo. Usando larelacién b, L5, 5, =1k, MF ™ (Lss,.s,) por tanto

como hipétesis auxiliar tomemos que ISISZ_,_S“ es un intervalo cerrado no vacio.
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-1 .
Como L5, s, = I, entonces F ™ ( s, s, ) consta de dos intervalos

-1
cerrados, unoen I,y otro en I,. Por tanto Iy, MF ™ (L5, 5, ) esun
intervalo cerrado.

. -n
Son encajonados: Pues I, s,= Lssyssm ME T (1)) € lgsisos,.

2.11 Proposicion. Si a>2 +\/§ , entonces 8 : A — 2y es un
homeomorfismo.

Demostracion:

S es inyectiva : (por el absurdo) Sean x, y € A, tales que S(x) = S(y) y que

x #y. Entonces VneN: F"(x) yF"( y ) (ambos)estdnen Iy oenl; . Por
tanto F es mondtona en el intervalo formado por F" (x) y F"(y) y asi todos
los puntos en este intervalo permanecen en Iy U I . Pero esto contradice al
hecho que A es totalmente disconexo.

S es suryectiva: Sea S = Sy S} S . . .€Xy , entonces tomando x €

ﬂ Lis.5...5,» tenemos que s = S( x ). Nétese que ﬂ Ls.5,...5, €8 no vacio
n=0 n=0

(debido ala forma en que fue definido) y ademds consta de un solo punto (lo
cual se prueba inmediatamente usando la inyectividad de S).

S es continua : Sea xe A 'y S(x) = sg 81 $2..... Sea £>0 , escOjase n tal que
172" < &. Tomemos como A el conjunto formado por Ia reunién de todos los
intervalos It“ 1. .., para todas las posibles secuencias (g t;. . . t; ) € Zp de
longitud n. Ellos son en total 2™ intervalos disjuntos y Ac A, ademds
IS()SISZMSn es uno de ellos. Por tanto Vye A podemos escoger un d tal que | x-y]

< 9, lo cual implica y € ISHS‘S}“S". De este modo S(y) concuerda con S(x) en
sus n+1 primeras entradas y usando la proposicién 2.4 (2):
d[S(x),S(y)1< 12" <e.

-1 . . . o
S es continua : Debido a que A 'y Z» son espacios métricos, es A compacto

y acabamos de ver que S : A — X es biyectiva continua entonces S es un
homeomorfismo.
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La proposicién anterior nos indica que los conjuntos A y XZ; son los
“mismos”. La siguiente proposicion nos permitird establecer la
caracterizacién de la dindmica de F, sobre A mediante la dindmica de ©
sobre Xy

2.12 Proposicion.

SoF =008

Demostracion: Sea xe A, por la proposicion anterior, €1 queda dnicamente
determinado por la interseccion de la secuencia de intervalos cerrados

encajonados ISUS|S2-~Sn: ﬂ ISUSISZ~~-Sn.
n=0

Ya se vio que Iyg 6,521y, M F (L) A ... AF (L) asi que

F(Iss,.. s,) puede ser escrito como :Ig NF l( LL)Nn.nF nJrl(IS")z L, s,
Luego:

SEF0) =S (F(Vssisaosn)) =S ([ Lisasn ) =818283..= 6 (S (x)).
=0 =

2.13 Definicién. Sean f: A > A, g:B — B dos mapeos. Decimos que fy g
son topologicamente conjugados si existe un homeomorfismo h : A — B tal
que h ° =g °h, el cual es Hlamado conjugacion topoldgica.

Los mapeos que son topoldgicamente conjugados son completamente
equivalentes en términos de su dindmica. Asi por ejemplo, si p es un punto
fijo de f, entonces h(p) es punto fijo de g: pues h(p) = h(f(p)) = gh(p).
También h establece una correspondencia univoca entre Pery(f) y Pery(g) ver
2.8. Todo esto queda establecido de manera particular para el mapeo shift ¢ y
la funcién F, en el siguiente teorema.

2.14 Teorema. Sea F,=ax(l-x)con a > 2+\/§. Entonces :
1. La Cardinalidad de Per, (F,)= 2"
2. Per (F,) es denso en A.
3. F, posee una orbita densa en A.
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De este modo terminamos por entender la dindmica de F, en el intervalo 1.
Ahora veamos c6mo esto nos permite hacer una extension al campo de los
ndmero complejos.

3. Dindmica Compleja. En esta partc veremos la dindmica de la
familia cuadrdtica ya no sobre la recta real sino sobre el plano complejo. La
dindmica resultante serd mds complicada, por lo menos para ciertos
pardmetros. Para ello necesitamos de la conjugacién topoldgica para el caso
complejo:

3.1 Definicién. Secan R(z) y S(z) dos funciones racionales de variable
compleja, y sea M(z) la transformacién de Mobius (mapeo racional
biyectivo). Decimos que R y S son conjugadas (analiticas) st M°R=S°M.

Notese que si R y S son conjugadas, entonces R" y S" también lo son y
por tanto serfan el holomorficamente “mismo” sistema dindmico. As{
cualquier pregunta topoldgica o conforme acerca del sistema generado por
S puede ser obtenido de la respuesta a la misma pregunta aplicada a R
mediante el mapeo M.

De este modo para estudiar la dindmica de los polinomios cuadriticos
complejos es suficiente estudiarlos para polinomios de la forma

fo(z) == 2%+ ¢
pues por lo antes dicho todo polinomio cuddratico de la forma:

3.1.1 R(z):=az’ +2bz +d es conjugado con f.(z) mediante M(z) := az+b,
tomando ¢:= ad + b - b’

Ahora bien, la ecuacidn Fy(x) estudiada antes sobre I, es extendida al plano
complejo: F(z) := az(1-z) la cual por lo antes expuesto (3.1.1) siempre serd
conjugada a f; por cierta M(z).

Recordemos que F(z) cuando ze R, estaba caracterizado porque la mayoria de
los puntos en I tendian al = bajo iteraciones de F , salvo un conjunto de
Cantor A sobre el cual la dindmica de F era equivalente al mapeo shift en dos
stmbolos. Lo mismo también es cierto en el plano complejo, veamos:
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3.2 Proposicién. Sea [c/>2. Si [z] > [c/| entonces Lim f(z) = oo
n—yeo

Demostracion: Si Ic | > 2, entonces asumamos que lc [=2+k, k>0. Luego,
afirmamos que todo z que sea Iz | > Ic | escapa al infinito bajo iteracién de f,
(y en particular de c:=f.(0)). En efecto:

Si Izl > Icl > 2 entonces, If.(z)] = [z%+cl > |z Icl = 1211zt = IzI(1zl-1) = 1zI(1+k).
Por lo tanto If(z)l 2IzI(1+k), siempre que Izi>lcl. Pero 1+k>1, luego : if(z)i>lzl.

Lo que puede ser interpretado como si z cae en el exterior de la
circunferencia de radio Ic>2 en el plano. Entonces, f.(z). cae mas lejos del
origen (0,0) que lo que cae z. Esto es, bajo una iteracidn, tales puntos se
acercan mds al e que a cualquier otro punto. Por lo tanto, podemos aplicar el
mismo argumento para decir que bajo 2 iteraciones, tales puntos se mueven
ain mds lejos del origen.:

If 2(2)l=If.(f.(2))] = If(2)I(1+k) ( Pues: If,(2)>2 )
> lzl(1+k)> ( Pues If,(2)! 2lzI(1+k) )

Entonces, If "«(z)l 21zI(14k)" . De este modo, If ".(z)l—0 cuando n—ee.

Como no hay puntos periddicos para f. en el exterior de lz] = lcl, se sigue
que esta region entera cae en S(f,) (S(z), es la proyeccion estereogréfica de la
esfera de radio uno y centro el origen en el plano complejo ). Adn mads, todo
punto que es eventualmente llevado a esta regidén permanece en S(f.). Asf
que llamemos A al conjunto de puntos cuya orbita completa caen en el
circulo |z} = |cl.

3.3 Proposicién. Si [c/ es suficientemente grande, A es un conjunto de

Cantor invariante por f,. sobre el cual f, es conjugado con el mapeo shift de
dos simbolos. Todos los puntos en C - A tienden al o bajo iteraciones de f,.
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Demostracion : La demostracion es andloga a la del mapeo cuadratico real.
En vez de secuencias de intervalos encajonados que definen un conjunto de
Cantor , ahora tendremos una secuencia anidada de discos.

Sea ¥ la imagen del circulo |z|=lc| y £ (%) su preimagen, la figura nos
representa a f.”' (%) como un ocho (lo cual puede explicarse, pues la imagen
inversa del ¢ es 0 y los otros puntos sobre lzl=lcl poseen dos preimagenes).

£, (%) esta contenida en el interior del disco |z|< |c|. Ademds todo punto
entre f.' (%) y % son mapeados al exterior de lzl= lel, y por tanto estos
puntos caen en el conjunto estable.

Sea ahora r < |c| tal que f.' (*¢) este contenida en el interior del disco D
dado por lz| < r.La preimagen de D consiste en dos conjuntos simplemente
conexos, uno en cada extremo de f.”' (¢ ). Cada uno de estos discos son
mapeados (difeomorficamente) sobre |z} < r. Asi, tenemos claramente que
Azﬁf:"(D). No es dificil verificar que f:" (D) consiste de 2" discos y que

n=|

- —n+l ., . .. . .
f ! (D) f (D), también la interseccién de cualquiera de esos discos
8 s
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anidados es un tnico punto. Consideremos B el disco de radio %2 con centro
en el origen. f.(B) es el disco de radio % con centro en ¢. Asumamos que

fl(z)

nuestra presuncién implica que todo punto con derivada menor que uno es

fl(z)

f.(B) m fc‘1 (¢) = ¢. Notese que si < 1, entonces z € B. Por tanto

mapeado fuera de f.' (¢). Por tanto > 1, Vz € Ay por tanto se

sigue que A es un conjunto de Cantor.

Se puede hablar de manera general de la dindmica de polinomios de grado d
(4f(z) ) sobre el conjunto A(eo):={ z €C/ Lim (4f)"(z) = oo} y bajo ciertas
n-—oo

condiciones se establece que su dindmica es “equivalente” a la de los
polinomios de la forma f(z) := z% sobre el exterior del circulo unitario. Asi
mismo existe el andlogo del conjunto A que vimos en el caso real, ahora en el
caso complejo tal conjunto es denotado como J el cual es un conjunto de
Cantor y que sobre él 4f(z) es isomértfo al mapeo shift en d simbolos. Este
conjunto es muy conocido como el conjunto de Julia (caso particular de
polinomios, pues de manera general el conjunto de Julia se define sobre
funciones racionales).

Referencias:

[1] J.Banks, J.Brooks, G.Cairns, G.Davis, P.Stacey : “On Devaney’s definition of
chaos”, American Math. Monthly 99.4, (1992), 332-334.

[2] Robert Devaney : “Introduction to Chaotic Dynamical Systems”,
Addison- Wesley Pub. Company 1989.

[3] Benoit Mandelbrot, “The Fractal Geometry of Nature” Freeman , San Francisco,
1982. Michael Barnsley, “Fractals Everywhere”, Academic Press, S. Diego,1988

[4] Engelina Nusse, Helena: “Chaos yet no chance to get lost”.
Mathematisch Institute Rijksuniversiteit Utrecht, 1983.

[5] Peitgen,H.- Saupe,D.- Jurgens,H.: “Fractals for the classroom”, Part II.
Springer-Verlag, New York, 1992,

[6] Sebastian van Strien: “Smooth dynamics on the Interval” (with emphasis
on quadratic-like maps). In: “New Directions in Dynamical Systems”,
Cambridge Univ.Press, pgs. 57-119, 1987.

Janicam@pucp.edu.pe

228



