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LAS ALGEBRAS
EXTERIOR Y SIMETRICA

José Tola Pasquel

El propdsito de esta nota es sefialar la posibilidad de
reunir el estudio bdsico de las nociones de dlgebra
exterior y de dlgebra simétrica sobre un espacio
vectorial, en un solo concepto al que se da aqui el
nombre de dlgebra distinguida ™

1. Consideraremos exclusivamente espacios vectoriales sobre un cuerpo
conmutativo JF de caracteristica O y de dimensi6n cualquiera finita o no.

Designaremos por A p 2 2, a un homomorfismo, que suponemos bien
determinado, del grupo simétrico S, en el grupo multiplicativo de orden 2
formado por los ntimeros +1 y -1. Puesto que el tnico subgrupo de S, de
indice 2 es el grupo alternante, sélo son posibles los dos casos siguientes:

1° Caso antisimétrico: EI conjunto de los elementos de S, que se
aplican en +1 es el grupo alternante. Entonces €°, se reduce a la funcién
signo de las permutaciones GeS,, a la cual designaremos por €”.

2° Caso simétrico: €’ aplica a cada permutacién GeS, en +1; y por
tanto se reduce a la funcién constante igual a +1.
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Dadas ©,peS, escribiremos e’ (o) = Eg y Oop = op. Se cumplen
entonces las relaciones

EG = EO_], g(jp = 50' gp, g(j —ég= 1,

en donde, como haremos en otras ocasiones en que no hay lugar a confusién,
se han suprimido los indices p.

Dada una matriz cuadrada (Oci,») de elementos de F, de orden p,

convendremos en escribir

iy o] 1 P
DP (o)) = 2, €2 oy - 0l

ceS p
de manera que, en el caso antisimétrico, DP (oc‘ ; ) se reduce al determinante
det(oa'i } de la matriz (o' ;); y en el caso antisimétrico, al permanente

perm(oci/- ) de la matriz.

Dados un espacio vectorial V y una permutacién cualquiera ceS,
definiremos el isomorfismo™

[6]: ®V — @V
que, aplicado a cualquier elemento descomponible de ®®V, satisface a la

relacion

ol ® . ®x)=x o ®..Qx -
o (1) o (p)

Si 1 designa a la permutacién idéntica, el isomorfismo [1] es la aplicacién
idénticade ® V.

Se cumplen las relaciones siguientes:

[opl=[ololpl, Uolol=[ololt]=[o], [6]' =[c"].



2. Definicion 1. Se llama tensor distinguido de orden p (relativo desde

luego, como todo lo que sigue, al homomorfismo particular €, que
suponemos determinado desde el principio) a cada uno de los elementos
te®° V tal que

(n [olt = €51, para toda GeS,,.
Los tensores distinguidos de orden p constituyen un subespacio de ® V que
se designa por DP(V), o simplemente por D, y se llama subespacio
distinguido de ®"V.

Hasta ahora hemos supuesto que p>1. Convendremos ahora en definir

D>V)=@V=F y D(V)=Q'V=V.

Puede observarse que DP(V) es la interseccién de los ntcleos de todas
las aplicaciones

[l ~ € [0]: ®V—>®V,  oeS,.

De (1) se deduce la férmula

t:#Z g5 [0lt, teDP(V),

oe S[,
que sugiere la consideracién de la aplicacién n°: @V — ®PV definida por

u= ;l; 2 &5 [oly, ue®V.

ceSp

Se comprueban sin dificultad las siguientes proposiciones:

Proposicion 1. La condicién necesaria y suficiente para que un
elemento tc®°V  sea distinguido es que W't = t, es decir que sea
invariante respecto de T° .



Proposicion 2. La aplicacién 7° es una proyeccion que aplica a ®°V

. 2 .
sobre el espacio DP(V);, o sea que (7°)” = T, y es por consiguiente una
sobreyeccion.

1°t se llama parte distinguida de te ®°V. Por tanto ¢ es distinguido si y
sé6lo si coincide con su parte distinguida.

3. Designaremos por NP (V)= NP al ndcleo de Ja aplicacién n°.
Proposicion 3. NP tiene las siguientes propiedades:
la. Cualquiera que sean ceS, y te®"V se cumplen

t—1mre NP,
y t— € [Olte NP

2a. NP es el subespacio de ®V generado por los elementos de la forma
'~ & [t

cualesquiera que sean el elemento descomponible t'€®°V 'y la
transposicion TS, .

3a. El subespacio N® es estable respecto de la aplicacion [G] para cada
oeS,, es decir que teN P implica que [G]te N ®.

4. El producto u, vy € ®V que se define™ para los elementos u,e®Vy
D€ ®9V del dlgebra tensorial ®V, satisface a la relacién

(2) 779 (g Vg) = Eopy T (Vg ),
en donde G(p,q)e Sy designa a la permutacion
o(pg:(12..p p+tl p+2 .. prg) > (p+1 p+2 .. p+tg 1 2 ... p).

En efecto, dado que [o(p, )] (u, Uy) = vy u,, la proposicién 3 permite
deducir que u, vy - Eg(p,q) Vg 4p € NP9,y por tanto se cumple (2).



Proposicion 4. Se cumplen las siguientes relaciones:

Y, Uy) = T, . (T U,))
W u, vy) = TR wy) .« vy)
T, Uy) = TP ) « (00 1)),
Demostradas estas ecuaciones primeramente en el caso en que u, y U,

son descomponibles, se extienden luego al caso general por la linealidad de
la transformacion w.

Corolario. Si u,c®"Vy v,e® son tales que, o bien es u”’e N o
bien es V,eN°, entonces se cumple que

Uup Ve NP™,
y por tanto
NP (®TV) ¢ NPH = @PHY
y RPV(NY « NPH — @PHYV,

Proposicion 5. ®"V es suma directade DYy NP :
(3). ®V=D"@®NP’
y por tanto existe el isomorfismo
4) P?:DP ~ ®° VAP
que aplica a cada elemento de DP en la clase adjunta de N° que lo contiene.

(3) es consecuencia de que 7° : ®V — &V es una proyeccién cuya
imagen Im ° es DP ycuyo nicleo Kerm® es NP.

(4) es el isomorfismo candnico asociado al homomorfismo
1° . ®V — DP cuyo nicleoes NP.

5. El par dual (D" (V¥),D” (V). Sean V* el espacio dual de V, y

D7 (v¥) = D, el subespacio de los tensores distingnidos de ®"V*. Tal como
en ¢l caso del espacio V, podemos considerar para el espacio V* las
aplicaciones



[o]*: @V -5 @V y =, QV*¥ - D,

andlogas a [6] y .

Dados los tensores y' ®.® y e®V* y [0](x; ®.Q x,)e®PV, su
producto escalar™® es dado por

<y ®..®), [0] (xy,enXp) > = <y, x o> <y’ x L >=
o () o (p)

x> <y x> =<y R0y, x ®..Qx,>=
=<[c"1* (' ®.®)), x ®.®x,>,

=< yc(])

de donde se deduce que, cualquiera que sean u*e®"V* y ve®FV, se
cumple que

<u*, [Olo> =< [o']* u*, v>;
y entonces®! se deduce la férmula
5 <u¥, W U>=<m,ut, v>,
que prueba que ©° y 1, son homomorfismos duales'®

La restriccién del producto escalar de los espacios duales ®°V* y ®V al
subespacio de ®PV*x®PV constituido por el producto cartesiano D, x DP
es una funcién bilineal. Basta probar que es no degenerada para demostrar
que es un producto escalar, y que por tanto D, y D” son espacios duales.

Si existiera un elemento T, u*e D, diferente de cero, tal que
<m, u*, ™ u> =0 para todo uc®V, entonces, en virtud de (5), teniendo
presente que (7t,,)2 = T, se obtendria
<m, u¥, u> = <m, (|, u¥), u> = <m, u*, Wu> =0
para todo ue®V, y el producto escalar del par dual (®PV* ®°V) seria

degenerado. Los papeles de D, y DP pueden intercambiarse en el
razonamiento anterior; y resulta asi que la mencionada restriccion es no
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degenerada; por consiguiente D, y D” son duales y su producto escalar es
dado, en virtud de (5) por

<, (' ®..8y), ¥ (x; ®..® x)> = <y' ®..®, ¥ (x; ®...8®x, }> =
= <)’I ®®yp, 1 _éc(xg(l) ®...®Xg(p) )>

il
o

— . )
= 7 8(5 <y s Xg(1) = .- < yp,XG(P) >,

y por consiguiente:

(6) <m(y' ®..0 ), T°(x; ®...8 x,)> = ;‘;DP (<y'x>),

que expresa al producto escalar correspondiente al par dual (D, D).

6. Aplicaciones p-lineales distinguidas de un espacio V en
otro W. Aplicaciones lineales distinguidas de ®" Ven W.

Definiciéon 2. Dado un entero p 2 2, se dice que una aplicacion p-lineal
f: V= W esdistinguida si para cada permutacion o€ S, se cumple que

f(xg(l),...,xo(p) = &g f(X],...,xp).

Es claro que basta que se cumpla esta condicién para todas las transforma-
ciones pertenecientes a S,. Por ejemplo, la aplicacién w°o ®": VP — DP(V)
es p-lineal distinguida.

Definicion 3. Se dice que una aplicacién lineal g: ®®V — W es lineal
distinguida si es p-lineal distinguida la aplicacién p-lineal f: VP — W, tal
que f=g o ® que le corresponde en virtud de la propiedad universal del
producto tensorial™ .

Por ejemplo, la aplicacién = es lineal distinguida.
Proposicién 6. Para que una aplicacidn lineal g: ®® — W sea dis-

tinguida es necesario y suficiente que se cumpla la condicion NP c Ker g,
donde N? es el niicleo de la aplicacion ° .
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Demostracion. Si g o ® es p-lineal distinguida, entonces,
cualquiera que sea © € S, puede escribirse

(g © ®")(xp,..%p) = €6 (8 © OP) X1+ Yo )-

La sumacion de ambos miembros para todas las permutaciones o€S, da
la ecuacién

g .0 x) = L ; €6 8(xor) ®-.® Xo) ) =
=g(@ (x; ®..8 xp) ),
y por consiguiente:
g=gom,
lo que implica que
NP =Kerr® c Kerg.

Si, inversamente, suponemos que esta inclusién se cumple, entonces,
cualquiera que sea f=x; ®...0 x,, y puesto que segin la proposicién 3 es
t— € [0 te NP, sesigue que

g([07'1) = €500,

o0 sea
(g © ®")xg(1)Xo(p) ) = €5 (g © ®)(xy,...xp),

lo que muestra que g o ® es p-lineal distinguida.

Corolario. N ? es el subespacio de ®PV en que se anulan todas las
aplicaciones lineales distinguidas.

Demostracién. El subespacio de ®°V  en cada uno de cuyos
elementos se anulan todas las aplicaciones lineales distinguidas es Ia
interseccién de los nicleos de todas ellas, la cual contiene, en virtud de la
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proposicién anterior, a N °. Para probar que dicha interseccion es justamente
NP, basta comprobar que existe alguna aplicacidn lineal distinguida g para
la cual se cumple que Ker g = N". Tal es el caso de la aplicacién lineal

7°: ®V — D P(V), cuyo niicleo es NP y que, segin se ha sefialado después
de la definicidn 3, es lineal distinguida.

7. La propiedad universal del espacio D*(V)=D".
Proposicion 7. Elpar (DP?, ®P), donde

O°:VP= VX.. XV - D?
—_

14

VP - W

DP

designa a la aplicacion
O =1 o @

la cual, segin hemos observado a continuacion de la definicion 2, es
p-lineal distinguida, cumple con las dos propiedades siguientes:

la. El espacio D" es generado por sus elementos de la forma
DF (x1,....,xp) a los que llamamos elementos descomponibles de D .
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2a. A cada aplicacion p-lineal distinguida f: VP — W, donde W es un
espacio dado cualquiera, le corresponde una tinica aplicacion lineal
g- D? = W que satisface a la ecuacién

f=g o ®°,
Demostracién. La primera propiedad se cumple porque ®"V, segun
es sabido, es generado por los tensores descomponibles, y porque m° es
sobreyectiva (Proposicion 2).

La propiedad de factorizacién del producto tensorial (®"V, ®P) asegura
la existencia de una aplicacién lineal g, : ®V — W tal que f=g, o &
Puesto que f es p-lineal distinguida, g, es lineal distinguida y, segtn la
proposicion 6, es N P < Ker g, . Puede definirse la aplicacién g: D?P - W
mediante la ecuacién

gdy=g (), (de D),

donde t es un elemento cualquiera de ®° Vtal que 7 () = d. La aplicacién
g queda bien definida de esa manera, porque si = (#;) = 7° (#,), entonces es
ti—tre NP c Kerg,, yportanto g, (t;) =g (t2).
De la definicion de g se sigue que para todo t € ®°V es g(’(5)) = g1(v),
y por consiguiente se tiene que
gonmf=g,
y por tanto
(8 0 D")(xy,... . xp) = g(0° (1 B..Q xp)) = g(x;) B..Q x,) =
= (g © ON)(xy,..,%p) = flxy,...xp).
Resulta asi que
f=g o ®".
Si g D’ —» W fuera otra aplicacién lineal que cumpliera con la
relacién f=g’ o ®P, setendria
godP=g"o @0
y puesto que DP es generado por sus elementos descomponibles por
hipétesis, resultaria que g =g’. Luego g es tnica.
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8. La p-ésima potencia tensorial distinguida de un espacio
vectorial.

Definicion 4. Dados un espacio vectorial V'y un entero p 2 2, un par
(2%, @), en que Z° es un espacio vectorial y @ : VW — ZP es una aplicacion
p-lineal distinguida, que se llama p-ésima potencia tensorial distinguida
del espacio V si se cumplen las dos condiciones siguientes:
la. El espacio Z° es generado por sus elementos de la forma ¢°(xy,...,x,)
que se llaman elementos descomponibles de Z°.

2a. A cada aplicacion p-lineal distinguida f: V°* — W, donde W es un
espacio vectorial cualquiera, le corresponde una aplicacion lineal
g:Z" > W tal que
f=g°09"
De la primera de estas dos condiciones se deduce que la aplicacién g que
satisface a la segunda, es tinica.

Observacion: Resulta inmediatamente de la proposicion 7 y de la
definicién precedente, que el par (D P, ®°) es p-ésima potencia tensorial
distinguida del espacio V, con lo cual queda establecida la existencia de la
p-ésima potencia tensorial distinguida de cualquier espacio vectorial.

Proposiciéon 8. (Unicidad de la p-ésima potencia tensorial distinguida).
Si los dos pares (Z,©) y (Z,¢)) son p-ésimas potencias tensoriales
distinguidas del espacio V, entonces existe un tinico isomorfismo g. Z — 7,
que satisface a la relacion.

N Pr=g°0
Reciprocamente, si existe el isomorfismo g: Z. — Z, que cumple la ecuacion

(7), y si uno de los dos pares es p-ésima potencia tensorial distinguida de 'V,
entonces el otro par también lo es.

Corolario. El par (®p %,, , 0", donde OF : VP — ®" %,, es

dada por
P =PPo @ =PP o o®,
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venelque PP es el isomorfismo dado en (4), constituye también una
p-ésima potencia tensorial distinguida del espacio V.

Este corolario es consecuencia de la proposicién 8 porque (DP,®P) es
p-6sima potencia tensorial de V, y el isomorfismo PP cumple con la
condicién prescrita para g en el enunciado de dicha proposicion.

9. Notaciones relativas a las potencias tensoriales
distinguidas.

En adelante, la p-ésima potencia tensorial distinguida (Z°,¢") del espacio
V serd denotada por (87 V, ©7), en donde OV designa al espacio
vectorial 2’y @7 : V¥ — O ? V designa a la aplicacién p-lineal distinguida
¢”, de manera que, para cada permutacién c€S, se cumple la ecuacién

or (X1 Xo(p) ) = 55 D (X15ennXp ).
Segtin la proposicién 8 existe un isomorfismo
r’.0’v-DpD?
para el que se cumple que
®" =1 0o ®” =TP? o D?

de manera que para cada elemento descomponible e (X15...,%p) €58

Fp (@ P (xl,...,xp) ) = TCP (x1®...®xp) = # 2 Ec Xo(t) ®..® Xo(p) -
o)

El isomorfismo I'” da ocasién a que los elementos del espacio O * V sean
llamados tensores distinguidos, aun cuando dicho espacio no es un

subespaciode O * V.

A los espacios O’ V, p 22, agregaremos los espacios
p p

O%=F y D'v=v;
16



y a las aplicaciones O 7, p 22, las aplicaciones

O=ldg vy B =1dy .

10. Producto distinguido de un elemento de O ?V por un
elemento

de O 9V, para p,q 1.

Lema. Sean G = 0PV y H= O9U, pqg21, las potencias
tensoriales p-ésima y q-ésima de los espacios V' 'y U. Para definir una
aplicacion bilineal de GXH en’.n espacio W, o sea un elemento del espacio
L(G,H;W), es suficiente que sea dada una aplicacién g:V?xU' — W tal
que para cada elemento x = {x),....x,) € V* sea g-lineal distinguida la
aplicacion gx: U%— W definida por

8x (yl7~"yq) = g(—xlv"-,xpayl,nqu ),

y para cada (y1,....yq) € U sea p-lineal distinguida la aplicacion
gy: VP —= W definida por

8y (X15eeaXp) = G(X1se s Xps Y155 Yg)-

La aplicacién bilineal @©: GXH — W que se trata de definir es dada
entonces por la ecuacion

OB (x1,eXp)s DI D1res¥g) ) = 81 seeesXpy Y1oees Y-
Demostracién. Supongamos que es dada la aplicacion
g VxUY—> W
que cumple con las condiciones del enunciado.

En virtud de la definicién de la potencia tensorial distinguida, a cada una
de las aplicaciones p-lineales distinguidas g,: V? — W, y por tanto a cada
valor y = (y1,...,yg)€ U %, le corresponde una aplicaci6n lineal tinica u,:G—>W
tal que g,=u, © O, ypor tanto
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Uy (B F (x1,0.,%)) = &y (K1seisXp) = (X 1sererXpy Y1reeesVo)-

Por consiguiente puede definirse la aplicaciéon u: U 9 — L(G;W), donde
L(G;W) designa al espacio vectorial de las aplicaciones lineales de G en W,
mediante la férmula

UV 1seensYq) = Uy donde Y=g

de manera que

® (Y15 Y] (O F (x1,e%p)) = 8(X1esXpy YieesV)s

de donde se deduce directamente que la aplicacién u es g-lineal. Es ademads
distinguida, porque para cada permutaciéon €S, se cumple que

[ 3] (D F (K1 Xp)) = 8V1s0042Y0) = €0 8x Glot-rYore) ) =
= EG 8 (x1,.00Xp, YG(I)’---’)’G@)
= & [U0onyr Yo ) (@ (x1,e-ep)),
y por tanto
“(YD""yq) = 50 U(Yo(1)y--»Yog) )-
Existe entonces, por definicion de las potencias tensoriales distinguidas, la
aplicacion lineal

ve L(H; L(G: W))
tal que

V(B (31,¥q)) = U(151000¥g)-

u
U Z(GW)

D1 u=H
18



El isomorfismo candnico que existe entre los espacios L(H; L(G;W)) y
L(G,H;W)®! asegura la existencia de la aplicacién bilineal ¢: G x H - W
para la cual se cumple, teniendo presente la ecuacién (8),

¢ (© b (-xh"-axp), @ 1 (yla-“’yq)) = [U (© ¢ ()’1’»)’q))](® b (xl’--'?xp))
= [M ((yla"-ayq)] (@ P (-xl’---y-xp)) =g (-x]""’xp » yls""yq )

Dados los enteros p y g, cualesquiera, pero ambos = 1, trataremos de
definir un producto de un elemento de © ¢ V por un elemento de © 7 V. Con
ese fin, consideremos la aplicacién

Ora. yrta _y, O ray

Puesto que O P*7 es (p+q)-lineal distinguida, las aplicaciones parciales

KoeesXp) > BT (xy,e Xpag)

+
(xp+]7---axp+q) = @P 1 (xly---’xp+q)

son evidentemente multilineales. - El lema anterior asegura entonces la
existencia de una aplicacién bilineal

Yoq: OP VXV - Oy
que satisface a la ecuacién
)] Wpq (© b (xlv---’xp)a O (xp+1:---,xp+q ) = o P (xly"'yxp-f-q )-

Definicion 5. Se llama producto distinguido del elemento u, € OV
por el elemento v, e © 7V al elemento

Vg (ty, 1) €DV,
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La ecuacién (9) muestra, en particular, que el producto de los elementos
descomponibles O ?(x;,...,x,) y O 9(x,,415%,4,) €8 €l elemento descom-

ponible O 7™ (x,...,x,.,) .

La definicién precedente puede extenderse al caso en que p 0 g son
nulos. Covendremos en que, para escalares cualesquiera o y B, se cumplen
las relaciones

l|IO,() (aaﬁ) = (XB
Wop ((X,@ P (x,,...,xp) )= LT (@ p (xl,...xp) , ) = (X@ p (x],...,xl,) .
De (9) se sigue que

+ r
Wp+q,r (@ b q(xlv""-xpﬂ]) ’@ (xp+q+1""’xp+q+r) =

+g+ +
= O (x s X prgar) = Wpaer (O 7 (X150 %,) , O 17 (X e X g ) s
)

ypara u,e O’ V,0,e B9V y w,e BV, en virtud de la linealidad,

(10) Ypiq,r (Wp,q (Up’ Uq), wy) = Ypq+r (up, Ya.r (Uq? wr ),

relacion que expresa la propiedad asociativa del producto distinguido.

La férmula (9) permite también escribir la ecuacién
q p -
Wq,p (@ (x,)+1""7x11+q) 9@ F (x]r",x[)) ) -
- +
=07 V(X parsesXprgs Koo X)) »

y si designamos por G(p,q), como anteriormente, a la permutacién de los
ndmeros 1,2,...,p+q que transformaa (1 2... p+q) en (p+1,...,p+q 1 2...p),
resulta

Y (@ p(xl)+la---7xp+q) a@ p (xl’---vxp))
— oPtq +
= €5pg) O Grinxpry) s
20



ecuacién que comparada con (9), teniendo en cuenta la bilinealidad de las
aplicaciones W, permite deducir que cualesquiera que sean u,c O’V y
v, €87V, secumple

an Vg (tp V) = ELCT oy (g, 1),

A partir de ahora emplearemos la siguiente notacién
Wpq (tty, Ug) = 14,0 v,

Puesto que los elementos descomponibles O ”(x;,...,x,) generan a

B "'V, las propiedades distributivas de la aplicacién W,, permite deducir
de (9), inmediatamente, que up@ U, es un elemento del espacio D Py,

Si, ademds, w, es un elemento de O "V, entonces la ecuacién (10), que
expresa la propiedad asociativa del producto distinguido, toma la forma

4, Bv) Ow, = u, B, BOw;) =u,D v,Bw, e D Pty

y larelacién (11) toma la forma

(12) u,Ov,= el 0, B u,.

o(p.g) Ya

11. Dualidad entre los espacios 87 V¥ y O’V

Proposicién 9. Los espacios P V¥ y OPV  son duales, con el
producto escalar dado por la formula

<O’ ... x®), OF (x1,....%, ) > = DP(< x' . x>),

donde los x' pertenecen a V* 'y los xj pertenecen a V. <xi,xj > es el
producto escalar de x',x; que corresponde a los espacios duales V¥ y V.
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Demostracion: A las aplicaciones precedentemente definidas
@V DY) y TP. DP VDAV,
corresponden, para V*, las aplicaciones
T, ®V* 5 DP(V*) y T,: OF V¢ — DP(V¥),

Los isomorfirmos I' P y I, nos permiten trasladar inmediatamente la
dualidad del par (D P(V*),D P(V)), que fue establecida en la seccién 5, al par

(B ? v+, O V). El producto escalar de este segundo par se define mediante
la férmula '

<O 7 (x',...x%), O (x),....x,) >

=pl<m,(xX' ®..Qx), P (x; ®..®x,) >,

en que el producto <, > del segundo miembro es el producto escalar del par
dual <DP(V¥),DP(V)>.

La ecuacién (6) nos permite deducir entonces la férmula

<O x), OF (x1,...,%,) > = DP(< X' xp>).

12. El ilgebra tensorial distinguida sobre un espacio
vectorial.

Sea OV=0VOO'V@OVS...= ) O,
)/
la suma directa® de las potencias tensoriales distinguidas, de todos los
6rdenes, del espacio vectorial V, las cuales son mutuamente disjuntas.
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El producto distinguido introducido en la seccién 10 permite considerar
al espacio OV como una 4dlgebra en que la multiplicacién de dos elementos

U= Z u, y v= 2 v, es definida por la ecuacién
r
q

ubv= z VYoq (u;” Uq) = ZUP@ Uq

b pq

En efecto: la bilinealidad y la asociatividad del producto distinguido, y las
definiciones de las operaciones vectoriales que son propias de la suma
directa de espacios vectoriales, permiten comprobar mediante un cdlculo
directo que la aplicacién

(BV)x (BV) - OV

tal que (u,v) — uv, es bilineal y asociativa. Constituye por consiguiente una
operacién de multiplicacién que determina en el espacio @V una estructura
de dlgebra asociativa graduada, en que 1eF es el elemento unidad.

A las definiciones y proposiciones dadas hasta aqui, que son comunes a
los casos simétrico y antisimétrico, es posible agregar otras que tienen ese
mismo cardcter; por ejemplo la nocién de potencia distinguida de una
aplicacién lineal y su dual, o bien acerca de la dualidad entre las algebras
BV* y OV, de las que no se trata aqui por razones de brevedad.

13. El algebra exterior y el dlgebra simétrica.

La consideracién hecha de manera separada, de los casos antisimétrico y
simétrico conduce, de todo lo dicho precedentemente, a las nociones de
dlgebra exterior y de dlgebra simétrica, respectivamente. En el primer caso,
los conceptos que hasta ahora llamdbamos distinguidos toman el nombre de
antisimétricos o exteriores; y en segundo caso se llaman simétricos. 1os
primeros consituyen la materia del Algebra Exterior, y los segundos del
Algebra Simétrica.
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Las definiciones y las proposiciones del Algebra Exterior se obtienen
sustituyendo a la aplicacién €° por la aplicacién €°, tal que €° (o) es el
signo de la permutacién oe€S,. En tal caso DP(c}) se reduce a der(ary),
los tensores distinguidos se llaman antisimétricos y los espacios DP se

designan por D/’;. Las aplicaciones n° se designan por AP y se llaman
alternadores u operadores de antisimetria. Entonces, para cada re ®Pt, AP ¢
se llama parte antisimétrica de . Los nidcleos NP son designados por N Z
y las aplicaciones p-lineales distinguidas se llaman p-lineales antisimétricas.
La p-ésima potencia tensorial distinguida toma el nombre de p-ésima
potencia exterior, €l signo OV se reemplaza por el signo/N del producto
exterior, de modo que © ”V se reduce aN "V y u, v, se cambia en
u, A Uy [10]. Finalmente, el dlgebra distinguida OV resulta ser el dlgebra
exterior

AV=N\Ve ANlye N2y@...

En forma semejante, las definiciones y proposiciones del Algebra
Simétrica se obtienen sustituyendo a e por la aplicacién idénticamente
igual a 1. DP(ocij) se reduce entonces a perm (aij), los tensores distinguidos
se llaman simétricos y los espacios DP se designan por Dé’ . Las aplicaciones
7 se designan por S P, y se llaman simetrizadores u operadores de simetria,
y, para cada te ®°V, SP ¢ se llama parte simétrica de t. NP se escribe ahora
N g’ y las aplicaciones p-lineales distinguidas se llaman p-lineales
simétricas. la p-ésima pofancia tensorial distinguida toma el nombre de
p-ésima potencia simétrica, €l signo O se reemplaza por el signo O del

producto simétrico’”! de modo que O ” V sereducea OV y u, Oy, se
cambia en 1, Ov, '*. Por iltimo, el dlgebra distinguida DV resulta ser el
dlgebra simétrica

Ov=0%aO0lva Ove...
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