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LAS ALGEBRAS 
EXTERIOR Y SIMETRICA 

José Tola Pasquel 

El propósito de esta nota es señalar la posibilidad de 
reunir el estudio básico de las nociones de álgebra 

exterior y de álgebra simétrica sobre un espacio 
vectorial, en un solo concepto al que se da aquí el 

nombre de álgebra distinguida [ll 

l. Consideraremos exclusivamente espacios vectoriales sobre un cuerpo 
conmutativo IF de característica O y de dimensión cualquiera finita o no. 

Designaremos por EP, p ~ 2, a un homomorfismo, que suponemos bien 
determinado, del grupo simétrico SP en el grupo multiplicativo de orden 2 
formado por los números + l y -1. Puesto que el único subgrupo de SP de 
índice 2 es el grupo alternante, sólo son posibles los dos casos siguientes: 

1 o Caso antisimétrico: El conjunto de los elementos de SP que se 

aplican en + 1 es el grupo alternante. Entonces EP, se reduce a la función 

signo de las permutaciones O'ESP, a la cual designaremos por Ep. 

2° Caso simétrico: EP aplica a cada permutación O'E Sp en + 1; y por 
tanto se reduce a la función constante igual a + 1. 
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Dadas cr,pE SP escribiremos E¡, ( cr) = E~ y crop = crp. Se cumplen 

entonces las relaciones 

Eo = E _1 , Eop = Eo Ep, Eo Eo = 1, 
a 

en donde, como haremos en otras ocasiones en que no hay lugar a confusión, 
se han suprimido los índices p. 

Dada una matriz cuadrada (ai.) de elementos de F, de orden p, 
.! 

convendremos en escribir 

de manera que, en el caso antisimétrico, DP (a'; ) se reduce al determinante 

det(a;.i ) de la matriz (a;.i ); y en el caso antisimétrico, al permanente 

perm(a'¡ ) de la matriz. 

Dados un espacio vectorial V y una permutación cualquiera O" E SP 
definiremos el isomorfismo[2

J 

que, aplicado a cualquier elemento descomponible de ®PV, satisface a la 
relación 

[cr] (x1 ® ... ®xp) =x _1 ® ... ®x _1 
(J (1) (J (p) 

Si t designa a la permutación idéntica, el isomorfismo [t] es la aplicación 
idéntica de® V. 

Se cumplen las relaciones siguientes: 

[crp] = [cr] o [p], [t] o [cr] = [cr] o [t] = [cr], [crr1 = [cr-1]. 
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2. Definición l. Se llama tensor distinguido de orden p (relativo desde 

luego, como todo lo que sigue, al homomorfismo particular EP, que 
suponemos determinado desde el principio) a cada uno de los elementos 
tE ®P V tal que 

(1) [cr]t = Ecr t, para toda <JESp. 

Los tensores distinguidos de orden p constituyen un subespacio de ®P V que 
se designa por DP(V), o simplemente por DP, y se llama subespacio 
distinguido de ®PV. 

Hasta ahora hemos supuesto que p> l. Convendremos ahora en definir 

Puede observarse que DP(V) es la intersección de los núcleos de todas 
las aplicaciones 

De ( 1) se deduce la fórmula 

tEDP (V), 

que sugiere la consideración de la aplicación 7tP: ®PV ~ ®PV definida por 

Se comprueban sin dificultad las siguientes proposiciones: 

Proposición l. La condición necesaria y suficiente para que un 
elemento tE ®PV sea distinguido es que 1tPt = t, es decir que sea 
invariante respecto de 1tP . 
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Proposición 2. La aplicación 1tP es una proyección que aplica a ®PV 

sobre el espacio DP(V); o sea que (7tP) 
2 = 7tP, y es por consiguiente una 

sobreyección. 

1tPt se llama parte distinguida de tE ®PV. Por tanto t es distinguido si y 

sólo si coincide con su parte distinguida. 

3. Designaremos por N P (V) =N P al núcleo de la aplicación 1tP. 

Proposición 3. N P tiene las siguientes propiedades: 

1 a. Cualquiera que sean O"E SP y tE ®PV se cumplen 

t -1tPt E NP, 

y t- Ea [cr]t E NP. 

2a. N P es el subespacio de ®PV generado por los elementos de la forma 

t'- E, ['t]t', 

cualesquiera que sean el elemento descomponible t'E ®PV y la 
transposición rE SP . 

3a. El subespacio N P es estable respecto de la aplicación [a] para cada 
crESp, es decir que tEN P implica que [a]tEN P_ 

4. El producto up Vq E QS)P+qV que se define[3J para Jos elementos upE ®PV y 

VqE ®qV del álgebra tensorial ®V, satisface a la relación 

(2) 

en donde cr(p,q)ESp+q designa a la permutación 

cr(p,q): (1 2 ... p p+1 p+2 ... p+q) ~ (p+l p+2 ... p+q 1 2 ... p). 

En efecto, dado que [cr(p, q)] (up Vq) = Vq uP, la proposición 3 permite 

deducir que uP Vq - Ea(p,ql Vq Up E NP+q, y por tanto se cumple (2). 
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Proposición 4. Se cumplen las siguientes relaciones: 

1tp+q(Up Vq) = 1tp+q(Up. (Jt'l Vq)) 

n"+q(up Vq) = 7tp+q((n" up) • Vq) 

1tp+q(Up Vq) = 1tp+q((1tP Up) • (1tq Vq)). 

Demostradas estas ecuaciones primeramente en el caso en que up y Vq 

son descomponibles, se extienden luego al caso general por la linealidad de 
la transformación 7t. 

Corolario. Si upE ®"V y VqE ®qV son tales que, o bien es u" E fVP o 
bien es VqE~, entonces se cumple que 

Up VqEfVP+q, 

y por tanto 

fVP ( ®q V) e fVP+q e ®p+q V 

y ®"V(~) e fVP+q e ®P+q V. 

Proposición 5. ®"V es suma directa de D P y N P : 

(3) ®"V= D" E8 N" 

y por tanto existe el isomorfismo 

(4) 

que aplica a cada elemento de D" en la clase adjunta de fVP que lo contiene. 

(3) es consecuencia de que n" : ®"V ~ ®"V es una proyección cuya 
imagen !m n" es D" y cuyo núcleo Ker n" es N"· 

(4) es el isomorfismo canónico asociado al homomorfismo 
n" : ®"V~ D" cuyo núcleo es N "· 

5. El par dual (DP (V*), DP (V)). Sean V* el espacio dual de V, y 

DP (V*)= Dr el subespacio de los tensores distinguidos de ®"V*. Tal como 
en el caso del espacio V, podemos considerar para el espacio V* las 
aplicaciones 
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[a]* :®~'V*~ Q9PV* y rrP: Q9PV* ~ Dp 

análogas a [a] y n;P. 

Dados los tensores y1 ® ... ® yP E®PV* y [a](x1 ® ... ® xp)E®PV, su 
producto escalar¡41 es dado por 

< )'1 @ ... @ )'P, (a] (XJ, ... ,Xp) >=</'X -1 > ... < yP, X -1 > = 
(J (1) (J (p) 

= < )'cr(l)' XJ > ... < l'(Pl, Xp > = < )'cr(l) @ .... @ )'cr(p)' XJ @ ... @ Xp > = 

=<(a-l]* ()'1 @ ... @ yP), XJ @ ... @ Xp >, 

de donde se deduce que, cualquiera que sean u* E Q9PV* y VE Q9PV, se 
cumple que 

<u*, [a]v > = < [a- 1]* u*, v >; 

y entonces[SJ se deduce la fórmula 

(5) <u*, n;P V>=< 11p u*, V>, 

que prueba que n;P y n;P son homomortismos duales¡61 . 

La restricción del producto escalar de los espacios duales Q9PV* y Q9PV al 
subespacio de Q9PV*x®PV constituído por el producto cartesiano DP x DP 
es una función bilineal. Basta probar que es no degenerada para demostrar 
que es un producto escalar, y que por tanto DP y DP son espacios duales. 

Si existiera un elemento n;P u*E DP, diferente de cero, tal que 
<rrp u*, n;P u> = O para todo u E Q9PV, entonces, en virtud de (5), teniendo 
presente que (rrp)2 = rrP, se obtendría 

<rrp u*, u>= <rrp (rrp u*), u>= <rrp u*, rr~'u> =O 

para todo uE Q9PV, y el producto escalar del par dual (®PV*, Q9PV) sería 
degenerado. Los papeles de Dp y DP pueden intercambiarse en el 
razonamiento anterior; y resulta así que la mencionada restricción es no 
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degenerada; por consiguiente DP y DP son duales y su producto escalar es 
dado, en virtud de (5) por 

<1tp (/ ® ... @yP), 1tp (XJ @ ... @ Xp)> = <y1 ® ... Q9yP, 1tp (XJ ® ... @Xp )> = 

= </ ® ... ®yP, ¡~!L Ea(Xcrol ® ... ®xcr<rl )> 

y por consiguiente: 

(6) 

que expresa al producto escalar correspondiente al par dual (Dp,DP). 

6. Aplicaciones p-lineales distinguidas de un espacio V en 
otro W. Aplicaciones lineales distinguidas de ® P V en W. 

Definición 2. Dado un entero p ~ 2, se dice que una aplicación p-lineal 
r V~ w es distinguida si para cada permutación ()E Sp se cumple que 

f(Xcr(I),···,Xcr(p) = Ea f(xh···,Xp). 

Es claro que basta que se cumpla esta condición para todas las transforma
ciones pertenecientes a Sp. Por ejemplo, la aplicación 1tP o Q9P: V P ~ DP(V) 
es p-lineal distinguida. 

Definición 3. Se dice que una aplicación lineal g: Q9PV ~ W es lineal 
distinguida si es p-lineal distinguida la aplicación p-lineal f: vr ~ W, tal 
que J= g o Q9P que le corresponde en virtud de la propiedad universal del 
producto tensoriaPl . 

Por ejemplo, la aplicación 1tP es lineal distinguida. 

Proposición 6. Para que una aplicación lineal g: Q9P ~ W sea dis
tinguida es necesario y suficiente que se cumpla la condición N P e Ker g, 
donde N P es el núcleo de la aplicación 1tP . 
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Demostración. Si g o ®P es p-lineal distinguida, entonces, 
cualquiera que sea cr E Sp, puede escribirse 

La sumación de ambos miembros para todas las permutaciones O" E Sp da 
la ecuación 

g(xl ® ... ® Xp) = ~! L Ecr g(Xcr(ll ® ... ® Xcr(p)) = 
a 

= g(rrP (x 1 ® ... ® xp) ), 

y por consiguiente: 

lo que implica que 

NP = KernP e Ker g. 

Si, inversamente, suponemos que esta inclusión se cumple, entonces, 
cualquiera que sea t = x 1 ® ... ® xP, y puesto que según la proposición 3 es 

t- Ecr[0"-1]tENP, sesigueque 

o sea 

lo que muestra que g o ®P es p-lineal distinguida. 

Corolario. N P es el subespacio de ®PV en que se anulan todas las 
aplicaciones lineales distinguidas. 

Demostración. El subespacio de ®PV en cada uno de cuyos 
elementos se anulan todas las aplicaciones lineales distinguidas es la 
intersección de los núcleos de todas ellas, la cual contiene, en virtud de la 
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proposición anterior, a N r. Para probar que dicha intersección es justamente 
N r, basta comprobar que existe alguna aplicación lineal distinguida g para 
la cual se cumple que Ker g = N r. Tal es el caso de la aplicación lineal 
1tr: ®PV --t D P (V), cuyo núcleo es N P y que, según se ha señalado después 
de la definición 3, es lineal distinguida. 

7. La propiedad universal del espacio DP(V) = DP • 

Proposición 7. El par (D r, <I>P), donde 

<f>P 

designa a la aplicación 

<I>P: vr = Vx ... xv --t D r 
~ 

p 

1 

w 

g 

la cual, según hemos observado a continuación de la definición 2, es 
p-lineal distinguida, cumple con las dos propiedades siguientes: 

la. El espacio D Pes generado por sus elementos de la forma 
<I>P (xJ. ... ,xp) a los que llamamos elementos descomponibles de D P. 
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2a. A cada aplicación p-lineal distinguida f: V P ~ W, donde W es un 
espacio dado cualquiera, le corresponde una única aplicación lineal 
g: D P ~ W que satisface a la ecuación 

!= g o <1>". 
Demostración. La primera propiedad se cumple porque ®"V, según 

es sabido, es generado por los tensores descomponibles, y porque n:P es 
sobreyectiva (Proposición 2). 

La propiedad de factorización del producto tensorial (®"V, ®") asegura 
la existencia de una aplicación lineal g 1 : ®"V~ W tal que f = g 1 o ®". 
Puesto que fes p-lineal distinguida, g1 es lineal distinguida y, según la 
proposición 6, es N P e Ker g 1 • Puede definirse la aplicación g: D " ~ W 
mediante la ecuación 

g(d) = g¡ (t), 

donde t es un elemento cualquiera de®" V tal que 11:P (t) =d. La aplicación 
g queda bien definida de esa manera, porque si 11:P (t1) = n" (t2), entonces es 
t1 - t2 E N Pe Ker g 1, y por tanto g 1 (t1) = g 1 (t2). 

De la definición de g se sigue que para todo tE ®"V es g(n"(t)) = g1(t), 
y por consiguiente se tiene que 

g o n" = g, 

y por tanto 

(g o <J>")(X¡, ... ,Xp) = g(nP (X¡ <8J ••• <8J Xp)) = g(X¡ <8J •.. <8J Xp) = 
= (g o Q9P)(X¡ , ... ,Xp) = j(X¡ , ... ,Xp). 

Resulta así que 

!= g o <1>". 

Si g': D" ~ W fuera otra aplicación lineal que cumpliera con la 
relación f = g' o <1>", se tendría 

g o <l>" = g' o <l>"; 

y puesto que D" es generado por sus elementos descomponibles por 
hipótesis, resultaría que g = g'. Luego g es única. 
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8. La p-ésima potencia tensorial distinguida de un espacio 
vectorial. 

Definición 4. Dados un espacio vectorial V y un entero p ~ 2, un par 
(zr', q>r), en que zr' es un espacio vectorial y q>P : vP ~ zr' es una aplicación 
p-lineal distinguida, que se llama p-ésima potencia tensorial distinguida 
del espacio V si se cumplen las dos condiciones siguientes: 

1 a. El espacio zr' es generado por sus elementos de la forma q>P(x1 , ... ,xp) 
que se llaman elementos descomponibles de Z r. 

2a. A cada aplicación p-lineal distinguida f: vP ~ W, donde W es un 
espacio vectorial cualquiera, le corresponde una aplicación lineal 
g: Z P ~ W tal que 

f=goq>P. 

De la primera de estas dos condiciones se deduce que la aplicación g que 
satisface a la segunda, es única. 

Observación: Resulta inmediatamente de la propostcton 7 y de la 
definición precedente, que el par (D r, <I>P) es p-ésima potencia tensorial 
distinguida del espacio V, con lo cual queda establecida la existencia de la 
p-ésima potencia tensorial distinguida de cualquier espacio vectorial. 

Proposición 8. (Unicidad de la p-ésima potencia tensorial distinguida). 
Si los dos pares (Z,q>) y (Zt.q>1) son p-ésimas potencias tensoriales 
distinguidas del espacio V, entonces existe un único isommfismo g: Z ~ Z1 

que satisface a la relación. 

(7) <!'t = g o <p. 

Recíprocamente, si existe el isomorfismo g: Z ~ Z1 que cumple la ecuación 
(7), y si uno de los dos pares es p-ésima potencia tensorial distinguida de V, 
entonces el otro par también lo es. 

Corolario. El par ( ®~' % P , er), donde er : V r ~ ®~' % P es 

dada por 

er = p P o <t>P = p P o 1tp o <8JP, 
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y en el que P P es el isomorfismo dado en (4), constituye también una 
p-ésima potencia tensorial distinguida del espacio V. 

Este corolario es consecuencia de la proposición 8 porque (DP,<I>P) es 
p-ésima potencia tensorial de V, y el isomorfismo pP cumple con la 
condición prescrita para gen el enunciado de dicha proposición. 

9. Notaciones relativas a las potencias tensoriales 
distinguidas. 

En adelante, la p-ésima potencia tensorial distinguida (zP,<pP) del espacio 

V será denotada por ( rrY P V, rrY " ), en donde rrY " V designa al espacio 

vectorial zP y rrY P : V' ~ rrY " V designa a la aplicación p-lineal distinguida 
<pP, de manera que, para cada permutación O'ESP se cumple la ecuación 

!/) 1' (Xa(I), ... ,Xa(p)) = E~ r() 1' (X¡, ... ,Xp ). 

Según la proposición 8 existe un isomorfismo 

r~': rrY"v~D" 

para el que se cumple que 

de manera que para cada elemento descomponible rrY" (x1, ... ,xp) es 

r" (rrY "(X¡, ... ,Xp)) = 1tp (x¡® ... ®xp) = ~! L f.a Xcr(l) ® ... ® Xcr(p). 
(J' 

El isomorfismo r~' da ocasión a que los elementos del espacio rrY" V sean 
llamados tensores distinguidos, aun cuando dicho espacio no es un 

subespacio de !/) " V. 

A los espacios rrY" V, p ~ 2, agregaremos los espacios 

y 
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y a las aplicaciones !/) P , p ~ 2, las aplicaciones 

!l)O = Jdp y !/) 1 = Idv. 

10. Producto distinguido de un elemento de !/) P V por un 
elemento 
de !/) q V, para p,q ~ l. 

Lema. Sean G = !/) P V y H = !/) q U, p,q ~ 1, las potencias 
tensoriales p-ésima y q-ésima de los espacios V y U. Para definir una 
aplicación bilineal de GxH en' .. n espacio W, o sea un elemento del espacio 
L(G,H;W), es suficiente que sea dada una aplicación g:V'x[fl ~ W tal 
que para cada elemento x = (x1, ..• ,xp) E V' sea q-lineal distinguida la 
aplicación gx: U q ~ W definida por 

y para cada (y1, ... ,yq) E U q sea p-lineal distinguida la aplicación 
gy: V P ~ W definida por 

gy (X¡, ... ,Xp) = g(x¡, ... ,Xp,y¡, ... ,yq). 

La aplicación bilineal <p: GxH ~ W que se trata de definir es dada 
entonces por la ecuación 

<¡>(!/) f' (X¡, ... ,Xp), ![) q (y¡, ... ,yq)) = g(X¡, ... ,Xp, y¡, ... , Jq)· 

Demostración. Supongamos que es dada la aplicación 

que cumple con las condiciones del enunciado. 

En virtud de la definición de la potencia tensorial distinguida, a cada una 
de las aplicaciones p-lineales distinguidas gy : V P ~ W, y por tanto a cada 
valor y = (y¡, ... ,yq)E U q, le corresponde una aplicación lineal única uy:G-7 W 

tal que gy = uy o !/) P , y por tanto 
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Por consiguiente puede definirse la aplicación u: U q ~ L( G; W), donde 
L(G;W) designa al espacio vectorial de las aplicaciones lineales de Gen W, 
mediante la fórmula 

donde 

de manera que 

de donde se deduce directamente que la aplicación u es q-lineal. Es además 
distinguida, porque para cada permutación O"ESq se cumple que 

[u(y¡, ... ,yq)] ce:s> p (X¡, ... ,Xp)) = g,(y¡, ... ,yq) = Ea g, (Ya(l), ... ,ya(q)) = 
= Ea g (X¡ , ... ,Xp, Ya(!), ... ,ya(q)) 

= Ea [u(ya(l), ... ,ya(q) )] (®P (x1 , ... ,xp)), 

y por tanto 

Existe entonces, por definición de las potencias tensoriales distinguidas, la 
aplicación lineal 

VEL(H; L(G: W)) 

tal que 

u 

¿(G;W) 

rzs;q 

V 

([5) q U=H 
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El isomorfismo canónico que existe entre los espacios L(H; L(G;W)) y 
L( G, H; W)[SJ asegura la existencia de la aplicación bilineal <p: G x H ----t W 
para la cual se cumple, teniendo presente la ecuación (8), 

<p (Cll P (xJ. ... ,xp), 6l q (Y~>···•Yq)) = [v (Cll q (y¡, ... ,yq))](Cll P (x1, ... ,xp)) 

=[u ((y1, ••• ,yq)] (Cll P (x1, ••• ,Xp)) = g (X¡, ... ,Xp, y1, ••• ,yq ). 

Dados los enteros p y q, cualesquiera, pero ambos f'; 1, trataremos de 

definir un producto de un elemento de 6l q V por un elemento de 6l q V. Con 
ese fin, consideremos la aplicación 

6l p+q: vp+q ----t 6l p+q v. 

Puesto que (/) p+q es (p+q)-Iineal distinguida, las aplicaciones parciales 

(X¡, ... ,Xp) ~ e)) p+q (X¡, ... ,Xp+q) 

y 

son evidentemente multilineales. El lema anterior asegura entonces la 
existencia de una aplicación bilineal 

\jlp,q : 6l p V X V ----t 6l p+q V 

que satisface a la ecuación 

Definición 5. Se llama producto distinguido del elemento up E 6l P V 

por el elemento Vq E 6l q V al elemento 
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La ecuación (9) muestra, en particular, que el producto de los elementos 

descomponibles ({Y P (x1 , ... ,xP) y ({Y q (xp+l , ... ,xp+q) es el elemento descom-

ponible ({Y p+q(x1, ... ,xp+q). 

La definición precedente puede extenderse al caso en que p o q son 
nulos. Covendremos en que, para escalares cualesquiera a y ¡3, se cumplen 
las relaciones 

y 

De (9) se sigue que 

\jfp+q,r (({Y p+q(x1, ... ,Xp+q) ,({Y r(Xp+q+i•· .. ,Xp+q+r) = 

-((YJJ+q+r( )- (({YP( ) ((Yq+r( )) - X¡, ... ,xp+q+r - 'Jfp,q+r x 1, ... ,X11 , Xp+I•· .. ,Xp+q+r , 

1 

y para up E ({Y P V, Vq E ({Y q V y w,. E ({Y r V, en virtud de la linealidad, 

(1 O) o/p+q,r ('Jfp,q (up, Vq). w,.) = 'Jfp,q+r (up, 'Jiq,r (Vq, w,. )), 

relación que expres'a la propiedad asociativa del producto distinguido. 

La fórmula (9) permite también escribir la ecuación 

'Jiq,p ({{Y q(xp+I• ... ,xp+q), ({Y "(x1, ... ,xp)) = 

=({Y p+q(xp+I• ... ,xp+q•x1, ... ,xp), 

y si designamos por a(p,q), como anteriormente, a la permutación de los 
números l,2, ... ,p+q que transforma a (1 2 ... p+q) en (p+l, ... ,p+q 1 2 .. .p), 
resulta 
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ecuación que comparada con (9), teniendo en cuenta la bilinealidad de las 

aplicaciones 'lf, permite deducir que cualesquiera que sean UpE 1.{) P V y 

Vq E !/) q V, se cumple 

(11) 

A partir de ahora emplearemos la siguiente notación 

Puesto que los elementos descomponibles !/) "(x1 , ••• ,xP) generan a 

!/) P V, las propiedades distributivas de la aplicación 'lfp.q permite deducir 

de (9), inmediatamente, que up !/) Vq es un elemento del espacio !/) p+q V. 

Si, además, Wr es un elemento de !/) r V, entonces la ecuación (1 0), que 
expresa la propiedad asociativa del producto distinguido, toma la forma 

y la relación (11) toma la forma 

(12) 

11. Dualidad entre los espacios !/) P V* y !l) P V 

Proposición 9. Los espacios 1.{) P V* y !/) P V son duales, con el 
producto escalar dado por la fórmula 

donde los xi pertenecen a V* y los xi pertenecen a V. <xi,xi > es el 
producto escalar de xi,xi que corresponde a los espacios duales V* y V. 
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Demostración: A las aplicaciones precedentemente definidas 

corresponden, para V*, las aplicaciones 

1tr: ®PV* ~ D P(V*) y rp: rtY p V*~ D P(V*). 

Los isomorfirmos r P y rP nos permiten trasladar inmediatamente la 
dualidad del par (D P(V*),D P(V)), que fue establecida en la sección 5, al par 

( rtY P V*, rtY P V). El producto escalar de este segundo par se define mediante 
la fórmula 

< (/) P (x1 , ... ,xP), rtY P (x" ... ,xp) > 

= p! < 1tp (x1 ® ... ® xP), nP (x1 ® ... ® Xp) >, 

en que el producto < , > del segundo miembro es el producto escalar del par 
dual < D P (V*), D P (V)> . 

La ecuación (6) nos permite deducir entonces la fórmula 

12. El álgebra tensorial distinguida sobre un espacio 
vectorial. 

Sea rtYV=rtY 0VEBrtY 1VEBrtY 2VEB ... = L rtY 0V, 
p 

la suma directa[91 de las potencias tensoriales distinguidas, de todos los 
órdenes, del espacio vectorial V, las cuales son mutuamente disjuntas. 
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El producto distinguido introducido en la sección 10 permite considerar 
al espacio !()V como una álgebra en que la multiplicación de dos elementos 

u = L Up y v = L Vq es definida por la ecuación 
¡> q 

¡>,q p,q 

En efecto: la bilinealidad y la asociatividad del producto distinguido, y las 
definiciones de las operaciones vectoriales que son propias de la suma 
directa de espacios vectoriales, permiten comprobar mediante un cálculo 
directo que la aplicación 

tal que (u,v) H uv, es bilineal y asociativa. Constituye por consiguiente una 
operación de multiplicación que determina en el espacio rtY V una estructura 
de álgebra asociativa graduada, en que 1 E F es el elemento unidad. 

A las definiciones y proposiciones dadas hasta aquí, que son comunes a 
los casos simétrico y antisimétrico, es posible agregar otras que tienen ese 
mismo carácter; por ejemplo la noción de potencia distinguida de una 
aplicación lineal y su dual, o bien acerca de la dualidad entre las álgebras 
rtY V* y rtY V, de las que no se trata aquí por razones de brevedad. 

13. El álgebra exterior y el álgebra simétrica. 

La consideración hecha de manera separada, de los casos antisimétrico y 
simétrico conduce, de todo lo dicho precedentemente, a las nociones de 
álgebra exterior y de álgebra simétrica, respectivamente. En el primer caso, 
los conceptos que hasta ahora llamábamos distinguidos toman el nombre de 
antisimétricos o exteriores; y en segundo caso se llaman simétricos. Los 
primeros consituyen la materia del Algebra Exterior, y los segundos del 
Algebra Simétrica. 
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Las definiciones y las proposiciones del Algebra Exterior se obtienen 

sustituyendo a la aplicación f"P por la aplicación é:P, tal que é:P (a) es el 
signo de la permutación O"ESP. En tal caso DP(a..ij) se reduce a det(a¡i), 
los tensores distinguidos se llaman antisimétricos y los espacios DP se 

designan por D~. Las aplicaciones 1tP se designan por AP y se llaman 

alternadores u operadores de antisimetría. Entonces, para cada tE ®Pt, AP t 

se llama parte antisimétrica de t. Los núcleos JVP son designados por N~ 
y las aplicaciones p-lineales distinguidas se llaman p-lineales antisimétricas. 
La p-ésima potencia tensorial distinguida toma el nombre de p-ésima 
potencia exterior, el signo !l) V se reemplaza por el signo 1\ del producto 

exterior, de modo que !l) P V se reduce a 1\ P V y uP 1/)vq se cambia en 
uP /\ Vq [l 0]. Finalmente, el álgebra distinguida !l) V resulta ser el álgebra 
exterior 

En forma semejante, las definiciones y proposiciones del Algebra 

Simétrica se obtienen sustituyendo a é:P por la aplicación idénticamente 
igual a l. DP( a¡i) se reduce entonces a perm ( a¡i), los tensores distinguidos 

se llaman simétricos y los espacios DP se designan por Df. Las aplicaciones 

1tP se designan por S P, y se llaman simetrizadores u operadores de simetría; 
y, para cada tE ®PV, S P t se llama parte simétrica de t. N P se escribe ahora 

N f y las aplicaciones p-lineales distinguidas se llaman p-lineales 

simétricas. La p-ésima pot"Jlcia tensorial distinguida toma el nombre de 
p-ésima potencia simétrica, el signo !l) se reemplaza por el signo O del 

producto simétricor111 de modo que !l) P V se reduce a O P V y uP 1/)vq se 
cambia en uPOvq ¡121

. Por último, el álgebra distinguida !/)V resulta ser el 
álgebra simétrica 
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