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ECUACIONES DE EVOLUCION CUASI
LINEALES.
LA TEORIA DE T. KATO

Juan Montealegre Scott

1. Introduccion

En [K3]T. Kato probo dos teoremas fundamentales
para el estudio del problema abstracto de Cauchy
asociado con la ecuacién de evolucién cuasi lineal

(0,u(ty+A(t,u)u(t) = f(t,u), 0<t<T

u(0) = @ (D
de tipo “hiperbdlico” en un espacio de Banach X.
Estos teoremas permiten probar que el problema (1.1)
es localmente bien colocado; es decir,
muestran la existencia local de soluciones, su unicidad
y la dependencia continua del dato inicial.

& Profesor de la Seccion Matemdticas, Departamento de Ciencias. PUCP



Nuestro objetivo es estudiar estos teoremas y aplicarlos a una clase de
ecuaciones diferenciales cuasi lineales.

Las notas estdn organizadas de la siguiente manera. En la Seccién 2,
resumiremos sin prueba los resultados sobre ecuaciones de evolucion
lineales de tipo “hiperbdlico”, que son necesarios para el desarrollo de la
teroria cuasi lineal. Estos resultados, obtenidos por T. Kato en [K1] y [K2],
son formulados de una manera ligeramente mds general que la requerida
aqui, asf que ellos son titiles al generalizar los teoremas principales.

En la seccioén 3 son enunciados los teoremas principales de la Teoria de
Kato y las demostraciones son presentadas en la seccién 4. En la seccién 5,
. utilizando la teoria expuesta, demostraremos que el problema asociado a la
ecuacién generalizada de Korteweg-de Vries es localmente bien colocado
cuando @eH"* (R)con s> 3.

Ademds de las notaciones usuales del Andlisis Funcional y las
Ecuaciones Diferenciales Parciales, en lo que sigue, representaremos por I al
intervalo [0,T] y A el conjunto

{(ts)el?:0<s<r<TY.
G (X) denotard la coleccion de generadores negativos de Cy-semigrupos en
Xy G(X: M, ®) serd la coleccién de operadores lineales AeG(X) que
verifican

Il eMipxy <Me™, t20.

Finalmente, si X es un espacio de Banach escribiremos

T .
lallex = sup @l y Nellx = | (Bl dr
tel 0

2. Preliminares Sobre Ecuaciones De Evolucién
Lineales

Consideremos el problema abstracto de Cauchy asociado a la ecuacién de
evolucién lineal de tipo hiperbdlico

[3,u(t)+ At u(t)= f(), 0<s<t<T

2.1
uw0)=¢ @b
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en un espacio de Banach X. Asumimos que la funcién incégnita u esta
definida en / y toma valores en X, {A(#)} ; es una familia de generadores

negativos de Cg-semigrupos en X, y f es una funcién dada definida en [s,7]
con valores en X.

Empezamos con la definicion de solucién para el problema (2.1), la cual
serd mds restrictiva que 1a nocién de solucién cldsica.

Definicion 2.1 Sea Y un espacio de Banach contenido densa y
continuamente en X. La funcion ueC([s,T], Y ) es una solucién en Y del
problema (2.1) si ue C'(sTLX) y 2.1) es satisfecha en X.

Las soluciones en Y son diferentes de las soluciones cldsicas pues para
te[s,T] satisfacen la condicién u(f)eY < D(A (1)) y no solamente
u(He D(A (#)), ademds son continuas en la norma de Y que es mds fuerte
que la norma de X. Notemos que de la Definicién 2.1, el dato inicial ¢
pertenece al espacio Y.

Definicién 2.2 La familia {A(t)},., en G(X) es estable si existen

constantes M >0 y weR, llamadas constantes de estabilidad, tales que

k

[T - A¢ )"

i=]

<MA-w)™*

L(X)

para todo N>, ytoda {t }le con 0t <. <4 <Ty keN".

Supongamos que A(f)e G(X: 1,w) para cada tel, entonces la familia
{A(®)} ,, es estable con constantes de estabilidad (1,w). En particular,

toda familia de generadores negativos de semigrupos de contraccién es
estable con constantes de estabilidad (1,0).

Definiciéon 2.3 Una familia {U(t,5)}wsgea de operadores lineales en X,
se llama un sistema de evolucion en X si

1. Uy=1y U@s)=U@nrU(rs) para 0<s<r<t<T.

2. Laaplicacion (t,s)e A U(t,s) es fuertemente continua en la norma
de X, es decir, para todo xeX tenemos que
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1 Ut s)x - U (2,50) x lx =0 cuando (t,5) — (to,50)-
En este caso cada operador U(t,s) es llamado un operador de evolucion.

La parte mds importante en el estudio (2.1) es la construccidn del sistema
de evolucién asociado con {A(2)} ., . Tenemos el siguiente teorema.

Teorema 2.4 Sean X e Y dos espacios de Banach con Y contenido densa
y continuamente en X, y para cada tel sea A(t)e G(X). Supongamos que

H1 {A(®),, esunafamilia estable en X con constantes de
estabilidad (M,m).
H.2. Existe un isomorfismo lineal S:Y — X tal que

SA(HS ' = A@) + B(Y)
donde B:1— L(X) esfuertemente medible y limitada.
H.3. YcD(AQ®) y A eL(Y,X) para todo tel. Ademds, la aplicacion
tel > A(t) es continua en la norma de L(Y,X).
Entonces, existe un inico sistema de evolucion {U(t,s)}qsea en X

asociado con {A(1)} tal que

tel

El  WU@sILx, < Me™™® para todo (t5)eA.

E2 QU(t,s)y = -A()YU(t,s)y paratodo yeY ytodo sel.
E.3. 0,U(ts)y = U,s) A(s)y paratodo yeY y (15)eA.
E4. U@s)Y Y paratodo (ts)eA.

E5.  Paracada yeY la aplicacion (t,s)e A —U(t,s)y es continua.

En consecuencia, si la familia {A(f)},, satisface las hipétesis del

Teorema 2.4, tiene asociado un Unico sistema de evolucion {U(#,5)}sea »
y para todo ¢eY

u(®) = U(t,5)¢
es la dnica solucién en Y del problema lineal homogéneo
(0,u(t) + A(t)u(t)=0 0<s<r<T
u(=9.
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Corolario 2.5 Si la familia ({A(t)),, satisface las hipotesis del

Teorema 2.4 y {U(t,5)}esea es el sistema de evolucion asociado, entonces

NN vy £ MUSH v 5 s lev.x) exp T (w+MIIBIl(x, ).
En el resto de la seccién asumimos las hipétesis del Teorema 2.4 y que
{U (t,9) }usea €s el sistema de evolucién asociado.
Si fel' ([s,T1,%), @Y y u es una solucién en Y de (2.1), podemos
utilizar el método de variacién de pardmetros para obtener la llamada
solucion integral

u(t) = U, s)p + Jj Ut,r) f(ndr. (2.2)

del problema (2.1). En consecuencia, toda solucién en Y de (2.1) es una
solucién integral. Sin embargo, la funcién definida en (2.2) no es necesaria-
mente diferenciable con respecto a ¢ Para garantizar la reciproca
necesitamos imponer condiciones adicionales sobre ¢ y f. Asi tenemos el
siguiente teorema.

Teorema 2.6 SigpeY y feC([s,TLX) N L' ([s,T],Y), entonces la funcion
u definida por (2.2) es la tinica solucion en Y de (2.1).

Pasamos ahora al estudio de la dependencia de la solucién de (2.1) tanto
en el dato inicial como en los coeficientes de la ecuacién. Consideremos el
problema

{8,5(0 =ADAMN +f(¢) 0<s<t<T
(2.3)

u(s)=¢ .

Supongamos que las hipétesis del Teorema 2.4 son satisfechas por la familia
{A(r)},., con el mismo espacio Y e idéntico isomorfismo S; en particular

SANS™ = A+ B()
con B:1— L(X) fuertemente medible y limitada. Asi que el operador de

evolucién {U (£,5)}usea €xXiste. Tenemos, entonces, el siguiente Teorema
de Perturbacién.
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Teorema 2.7 Sean ¢, Y y f, feL' ([s,T),Y). Si uy @ son las solu-
ciones correspondientes de (2.1) y (2.3), entonces

0~ ulloy <K [UF —@lly +1F —Flly +I(B=B)Sullx + A llox ]

donde K=K (Ul %, IBl.x), ¥
h(t) = W(z,0)Sp + J’ WG, r) [SAr) — B(r) Su(r)ldr

con W(t,s) = U (1,5) — U(,5).

El Teorema 2.7 estima # — u uniformemente en la norma Ilily, siuy u
son las soluciones integrales de (2.1) y (2.3) respectivamente. De esta forma,
el resultado da la dependencia de la solucién del problema (2.1) cuando ¢ es
sometido a pequefias perturbaciones.

Consideremos la secuencia de problemas de Cauchy en X

du(ty=A,(Du, (O+f, ) 0<s<t<T
2.4)

Uy ()=,

de tipo hiperb6lico. Supongamos que para cada neN* la familia {A,(?)} .,

satisface las hipdtesis del Teorema 2.4, con el mismo espacio Y e idéntico
isomorfismo S; en particular

SA, (S 1= A, (1) + B, ()

con B, : I — LX) fuertemente medible y limitada. Denotemos por
{Un(t,5) }asea los sistemnas de evolucion asociados.

Si la familia {ll B, ll; x }:=1 es limitada para cada neN", los sistemas de
evolucién {Uy(t,5) }sea asociados a {A,(#) }s son uniformemente limitados

tanto en L(X) como en L(Y). Asi, la solucién integral de (2.3) es
t
o (0= Up C5)pn + || Un (1) £y (P
Teorema 2.8 Bajo las hipdtesis anteriores, si

A, (t) > A(t) fuertemente en L(Y,X) c.t.p. tel,
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lim j A (v x) dt = O uniformemente en n,
m(Ey—0 F

donde m(+) es la medida de Lebesgue. Entonces U, (t,s) — U(t,s) fuerte-

mente en L(X) uniformemente en relacion a (1,5)e A. Ademds, si @, —@ en
Xyfi—>fen L'(Is, T\, Y), entonces u, — u en C{[s,T],X).

El Teorema 2.8 da condiciones suficientes para la convergencia de las
soluciones integrales u, de (2.4) a la solucién integral del problema (2.1).
Los Teoremas 2.7 y 2.8 serdn utilizados en la Seccién 4, para establecer la
dependencia continua del dato inicial para las ecuaciones cuasi lineales.

3. Enunciado de Los Teoremas Principales

En esta seccién consideramos el problema (1.1) en el espacio de Banach
X. Enunciamos dos teoremas, uno de existencia y unicidad, y el otro de

dependencia continua de la solucién en el dato inicial.

Formulamos las siguientes hipétesis.

Hipétesis 1. Sean X e Y dos espacios de Banach reflexivos tales que Y
estd contenido densa y continuamente en X. Ademds, existe un isomorfismo
S:Y—> X ylanormadeY es escogida de forma que S sea una isometria.

Para el operador lineal A tenemos

- Hipétesis 2. Para cada (t,w)e IxW, A(, w)é G(X: 1,0) en donde W es la
bola abierta B(wy,r) en Yy w es un niimero real.

Hipotesis 3. Para cada (t,w)e IXW tenemos

SA (t,w)S ' = A(t,w) + B(t,w) 3.1
donde
B (t,W)EL(X) y IIB(t,W)IIL(X) < )\,1

con A\, >0 una constante.

Hipétesis 4. Para cada (t,w)e’xXW tenemos A(tw)eL(Y.X), en el
sentido que Y < D (A (tw)) y A (twly e (Y,X). Ademds, para cada
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we W la aplicacién rel — A(t,w) es continua en la norma de L(Y,X) y
para tel la aplicacion we W = A(t,w) es Lipschitz continua en L(Y,X), es
decir

] A(t,wy) - A(t,wy) "L(Y,X) < W fhwy - wy lix

donde |, es una constante.

Hipoétesis 5. Para todo (t,w)eIXW tenemos que A(t,wwpeY y
NA (tww Iy <Ay, tel y weW.
Finalmente, para la funcién f suponemos

Hipotesis 6. La funcién f. IxXW — Y es limitada,

HfGEw) lix<As, tel y weW.

Para cada weW, tel = f(t,0) es continuade Il en X y para cada t€l la
aplicacion we Wi f(t.w) es Lipschitz en X, esto es

”f(t,W] ) —f(l,Wz) lIx < 303 llw) - wyllx

donde W, es una constante.
Podemos ahora enunciar el teorema de existencia y unicidad para (1.1).

Teorema 3.1 Supongamos que el problema (1.1) satisface las Hipétesis 1
a 6. SipeW, entonces existen Toe(0,T] y una dnica solucion

ue C([()’TO]’ Y) M Cl ([O’TO]vX)

del problema (1.1).
Para formular la dependencia continua de la solucién u del problema
(1.1) en el dato inicial ¢, consideramos la secuencia de problemas

dyu, (Y + A, (t,u)du, ()=f,(t,u,) 0<t<T
(3.2)

u}l (0) = (pll

de tipo hiperbélico en X donde neN* . Ademds de las hipétesis anteriores,
con los mismos Y, S y W asumimos también:
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Hipotesis 7. Existe 13 >0 tal que
IB(t,wy) - B(t,Wz)"L(X) SH3 liw; - wylly

para todo tel y w, w, € W.
Hipétesis 8. Existe 14> 0 tal que
1 fy (&wy) - fo (wlly < g lwy - willy
paratodo tel y wi,w, € W.
Asi tenemos,

Teorema 3.2 Supongamos que (3.2) satisface las Hipétesis 1 a 8 unifor-
memente' en neN*. Supongamos también que para cada (t,w)e IXW

A, (£w) ~—S——>A(t,w) en L(Y,X) (3.3)
B, (t,w) —S—~>B(t,w) en L(X) (3.4)
I (AD)] ——S~—>f(t,w) en Y 3.5

cuando n—soo. Entonces si @,0.€ W y @, = @ en Y cuando n—oo, existen
T, €(0,T) y soluciones tinicas

ur € C([0,T1,Y) N C' ([0,T1], X)

1y (0) = @, (3.6

para (3.2), y una inica solucion ue C([O,Tl],Y)r\C1 (0, 7'1,X) para (1.1) y
uy(t) = u(t) en Y, uniformemente en te{0,T,].

En [K3] se aplic6 la teoria a una variedad de problemas, sin embargo,
para aplicarla a otras ecuaciones en derivadas parciales con espacios de
funciones apropiados, se requiere extenderla al caso de los espacios de
Banach no reflexivos. En [S] y [K-S] se eliminé con éxito la condicion de
reflexividad, abriendo el camino para tratar con problemas en pares de
espacios como Y = C'(R") y X =C(RY, etc. Pero ellos todavia utilizan el

1 . . . .
Esto quiere decir que las constantes A, v W son independientes de n.
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isomorfismo S, el cual no se ve que existe entre un par de espacios como el
mencionado antes, excepto cuando n = 1.

En [K6] se consigue con éxito eliminar la reflexividad de los espacios de
Banach X ¢ Y, y a su vez relajar las condiciones impuestas al isomorfismo S.
Esto se logra, utilizando un operador lineal cerrado S de X a un tercer
espacio de Banach Z tal que D(S) = Y, y sustituyendo (3.1) por la
“condicion entrelazante”

Se—sA(t,u) 5 e—.\'A(t,u)S $>0.
En esta relacién A (t,u) es un operador en Z, relacionado con A(t,u) por
A(tw) =A(tu) + B(t,u)

donde A(t,u) es una “sombra” de A(su) y B(tu) es una perturbacién
limitada. Por “sombra” entendemos que A(tu) esla imagen de A(z,u) por un
cierto homomorfismo no expansivo y fuertemente continuo ¥ de L(X) en
L(Z), el cual se extiende a una aplicacién de G(X: M,w) en G(X: M,w) de
una forma natural. Asi A (f,u) y A (¢,u) serdn también generadores negativos
de Cy-semigrupos en Z.

4. Demostracion de los Teoremas 3.1 y 3.2

Antes enunciemos el siguiente lema, que sigue inmediatamente de la
Hipdtesis 1, y serd utilizado en las demostraciones.

Lema 1. Silafuncion g: 1 — X es limitada en la norma de Y y continua
en la norma de X, entonces g es débilmente continua (y fuertemente
medible) como una funcion con valores en Y.

4.1 Prueba del Teorema 3.1

Como W es una bola abierta en Y que contiene a @, podemos elegir R >0
tal que © € B(wp, R) y B[wp, R} © W. Consideremos el conjunto

E={v:I->YlIv) - wlly £R, con veC([0,To], X)}
donde T, e I serd determinado posteriormente. Si veE definimos

A =A@v(@) y f' @ =fEv).
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Debido a la Hipétesis 2, la familia {A" (©)}.; es estable con constantes de
estabilidad (1,m).

Proposicién 1. La funcion tel = A’ (e L(Y,X) es continua en la
norma L(Y,X).

Prueba.
Tenemos que A” (¢) = At v()e L(Y,X) ysi t€[0,T;] por la Hipdtesis 4

HAY (1) - A” (2l v x)
= A, V(D) - A (o, vt v, %)
S NA@ V() - A (tv(EoDl oy .x) + HA(LV(E0)) - A (2o, V(oD v, x)
< Wy Iv(e) - vtttk + AL, (%)) - A (to,v(to)l v x)

y como la funcién A(e,v(15)) es continua A" (7) - A" (to))l v t > £, 0. O

-
Por la Hipétesis 3, tenemos
SAY (DS =AY (D + B (1), 4.1)
donde
B'®=B@v(t) e (X) y B Ol oS . (4.2)

Proposicion 2. La funcién tel B (t) € L(X) es débilmente continua
(por lo tanto fuertemente medible).

Prueba.
Si yeY, por (4.1) tenemos

S'By=A"®0S"y-5"A" (t)y. 4.3)

Como S™' yeY, sigue de la Proposicién 1 que el segundo miembro de (4.3)
es continuo en £ en la norma de X. De ahi que > S™' B' (¢f)y tiene esta pro-
piedad. M4s ain

1S™'BY (Dl ) S IS ™ Mgy 1BY ()] 50y < Ay 1S~ 3y

por (4.2) y puesto que Y es denso en X, entonces r€[0,7o] —>5 ' B* (1) es
continua para todo xeX. Ademds, esta funcién es uniformemente limitada
en Y pues
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NS B (Hally = IBY (H)xllx < A, llxll .

Entonces por el Lema 1, t[0,T;] —S1 B'(f)xel es débilmente continua.
En consecuencia re[0,T,] —B(#)e L(X) es débilmente continua. 0

Las Proposiciones 1 y 2 muestran que las Hipétesis H.1, H.2 y H.3 del
Teorema 2.4 son satisfechas por la familia {A" ()}« ; - Existe, por tanto, un
tinico sistema de evolucién {U" (£,5)}(gea con las propiedades E.1 aE.5 .

Proposicién 3. IifY (H)lly £ A3 para todo t€[0,T] y t=f (tv(h) es
continua en la norma de X y débilmente continua (luego fuertemente
medible) como funcion con valores en Y.

Prueba.
La desigualdad sigue trivialmente de la Hipotesis 6. Ademds,

WY (1) - f ¥ (ollx S WF (8 v(0) - £ (£ v(to)lix + IF (2, v(T0)) - f (f0,v(to))Ix
< Mg () - v(to)llx + Wf (2,v(10)) - f (20, v(20))lIx

por la Hipdtesis 6 y la definicién E; asf la continuidad de f* en la norma de
X sigue inmediatamente. La tltima parte de la Proposicidn es consecuencia
de las dos primeras y el Lema 1. ]

Por la Proposicién 3 y el Teorema 2.6 obtenemos la solucién dnica u' (f)
del problema

du' t=A"Ou O+f (), 0<t<T
u’ (0)=¢

la cual es dada por

W 0=U" e+ [ U@ s var

u' € C([0,T5),Y) N C' ([0,T5).X) (4.4
una vez que QY y f' e C([0,T51,X) m L™([0,T,],Y).

Proposicion 4. Existe Ty €l tal que la aplicacion ve E->®() = u’
transforma Een E.
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Prueba.
Debido a (4.4) tenemos que u' € C([0,Tp],X) para todo T, €(0,7]. Resta
probar que existe Ty tal que u” (f)e B[wo,R] cualquiera que sea te[0,Tg].
Observemos que {U" (¢,5)}qsea satisface E.3 del Teorema 2.4, luego

U (t,0)wp - wp = I(; o, UY (,nfY (nNdr= J:) U (t,r) AY (P)w, dr.

Entonces

w () -wy=U"(1,0)0 + _[; UY () f" (ndr-w
=U " (1,0)(¢ - wp) + U (t,00wo - wp + J;; U, nf vV (rydr.

Por lo tanto

u' () - wo = U (1,00( - wp) + J(; U @D F () + A () wo l dr.

Como ”S”L(Y,X) = ”S_] ”L(ny) = ], Av (t)G G(X ],0)) y "BV (t)”L(Y,X) < 7\.1 , por
las Hipdtesis 1, 2 y (4.2) respectivamente, tenemos por E.6 que

"UV (t,S)”L(Y) < eXp T() ((l)‘l‘)\«[)
Ademds, 114" (s)wolly €A, por la Hipétesis 5 y HIif ¥ (s)lly <, por la Propo-
sicién 3. En consecuencia
N (£) - wy lly
SNUY (£,0)(9 - wo )lly + J;; N &0 If* () + A" (Hwg ]y dr
<NUY (£0)M v, Nl - wo lly + j; DY (P, [IFY (Ally + BAY (Pwo lly 1dr

Seﬁ)(m+}1) Ty(w+A))

llp - wo lly + J(; e (s + A)dr

entonces

To(w+A )

¥ (2) - wylly <e ["(p -wolly + Ty (7\/2 + 7\4)] “4.5)
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Como llg - wy lly < R es posible elegir To > 0 de modo que el segundo
miembro de (4.5) sea menor que R, lo que prucba el Lema. O
Ahora si v,we E consideramos la métrica

dv,w)= sup Iv(f) - w(tlx .
0<r<Ty

Proposicion 5. (E,d) es un espacio métrico completo.
Prueba.

Supongamos que {v,,}:’=1 es una secuencia de Cauchy en E, entonces existe
ve C([0,To], X) tal que llv, (¢) - v()llx >0 uniformemente en [0,7;]. Ademas

liv, (Olly < llv, (@) - @lly + liglly < R + llglly

para todo neN* y 1[0,T,]. Fijando te[0,T,], de la reflexividad de Y?
existe yeY y una subsecuencia {v”k (t)}‘;:=l tal que

Vi, (#) >y débilmente en Y.

Pero X’ c, Y’, asi
Vi, (r) —y débilmente en X.

Por lotanto y=v(f) y Vi, (t) > v débilmente en Y. Como B[wy,R] es un

conjunto convexo y cerrado en Y, es débilmente cerrado. Entonces
v(t)e B{wy,R]. Como te[0,T,] fué arbitrario, tenemos ve E y es completo. O

Proposicion 6. Existe Ty el tal que ®: E >E es una contraccion.

Prueba.
Utilizando las ecuaciones

[@WIW =u’ ()= U" 609 + | U @.rf* (dr
[@ONI0 =4 (1) = U™ 0+ [, U™ nr™ (ar

fenemos que

2 o . . o0 Lo
Si X es un espacio de Banach reflexivoy {x,} p=] €5 una secuencia limitada en X, entonces

| que converge en la topologia o(X.X).

oo
H=

existe una subsecuencia de {x,}
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w@®-u O=U"0)-U" 1,0)]o + J(; uranf'(n-f*nldr

[ wren-veams oar 40

Es fécil ver que

1
W'eo)-U" t.0)le= J.O U (t,n[AY (v) - AY (D] U™ (r,0)dr

I(; Ut - U” &DIf ™ (Ndr
[T v o - 40 01 U s srdsr

Sustituyendo en (4.6) tenemos
W ©-w =] UG- A D) )+ £ - £ (ldr
Como IU* (Pl 0 < e®™ sigue que
d(u'u™) < e?T HEY-F" Ny x + AY - A Ny x - 4.7

Pero, por la Hipdtesis 6 tenemos que If *(£) - f "(Dllx < W, v(e) - w(Dllx y asi

"fv -fw "l,X < Ha T() d(V,W).
Ademas

HAY (@) - AY (D)u” (Dllx < NAY () - AY (Dl v x) ™ (Dly
< Wy div,w)Ty (lglly + R) ,

por lo tanto

HAY - A" llx <y To (lolly + R) d(v,w).

Sustituyendo en (4.7),

A"y < Ty e®™ [, + y (lglly + R)] d(v,w) (4.8)
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lo que prueba la Proposicidn.

Aplicando el Principio de Contraccién a ®: E—E existe una unica u tal
que ®(u) =u, estoes u(t) = D(u)(r), que es la solucion procurada.

4.2 Prueba del Teorema 3.2
Sean E el espacio de funciones definido en la prueba del Teorema 3.1, y
para cada veE consideremos la secuencia de problemas lineales

Ay D+ A, D u, (D+f, (1), 0<t<T,

t7n

4.9)
u,(0)=90,,

donde

AL =A@y fo (OD=f @)

Procediendo con cada neN* como en la prueba del Teorema 3.1, encon-
tramos una Unica solucién u, : [0,7y] — X del problema (4.9) tal que wu,eE
si Ty es bastante pequefio. As{ la funcién ®@,: E—E definida por @, (v) = i,
es una contraccion, y el punto fijo correspondiente es la solucién de (3.2).
De la uniformidad de las hipétesis y las relaciones (4.5) y (4.8), es facil
verificar que la eleccién de T y el factor de contraccion y < 1 de @, no
dependen de n, y por lo tanto, serdn considerados iguales. Ademds, sin
pérdidad de generalidad, vamos a suponer que el tiempo de existencia de la
solucién y el factor de contraccién para (1.1) son también Ty y 7.

Proposicion 7. llu, (¢) - u(Hllx = 0 uniformemente para te[0,Tg).

Prueba.
Como @, (u,) = u, e P(u) = u tenemos

sup M, (0) - u(dllx = d(u,,u)
0<1<Ty

d(up,u) = d(Py (), (1)) < d(P@, (), Py, (1)) + d(D, (), ()
<y d(ug,u) + d(D, (u), Du)).
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Entonces
(1 - d(etn, u) < d(P,, (1), P(w))

es decir

1
sup M, (8) - u(dllx £ —— d(@,, (1), P (w)). 4.10)
0<1<Ty 1-y

Probemos que  lim d(®, (v), ®, (v)) =0 para todo veE. En efecto, consi-

n—oo
deramos el problema lineal

du’ )+ A (Hu' ()+f (1) para 0<t<T,

) 4.11)
u 0)=¢

de las hipétesis ¢, > ¢ en X,

AT (D-AY (D) =A, (t,v(t))-A(t,v(t))—S> 0 en L(Y.X)
Fr@-f (O =Faityv®)-fev(®) >0 en Y.

Ademads, como A, (T,w)llyx), es fuertemente limitada en t,w y n, tenemos

im ) 14" (O gy dr=0
m(E)-—)OE '

uniformemente en n. Entonces, aplicando el Teorema 2.8 tenemos que la
solucién v, de (4.9), es tal que v, = ven C([0,Tp], X) cuando n—>eo. Asf,
en (4.10) lim sup llu, (f) - u(Hlix =0. m|

n=ree 0<t<Ty

Como u, es la solucion de

dyu, (t)+ A:” (1) un(t)+f:” (t) para 0<t<T,

u, (M =9,,
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tenemos por el Teorema 2.7
llety - wlly < K [ @, - @lly + lIf, - Al y + (B, - B)Sull, x + lAll.x | (4.12)

donde

o @ =fu (L, (0), By () =B, (tu, (1),
L@=fu, (), B@®O=BEtu®),

{hn o ={U,t,s)- UitmSe + J;:[Un (t,8)-U(¢,9)]g(s)ds
£(1) = SF (1)~ B(1)Su(t)

donde U, y U son los operadores de evolucion para (2.3) e (4.11) respec-
tivamente, y K = K(R,Tp) es una constante. De la Hipétesis 8 tenemos que

To
o -flhy = J;) o (t.un () - f (. u()lly dt

4.13)
<My Tolluy - vl y + J; II(f, - H G u()lly dt.
Ademds de la Hipétesis 8, 7 y ISu(®)lly < lu()ii < lyglly + R, tenemos
(B, - B)Sull, x
< f(: I[B, (t,u, () - B(t,u(t)1Su(®)lly dt 4.14)

< i JOT" lleey (2) - uB)lly DSu(®)ll dt + JOT" (B, - B) (,u(£))Su(t)lly dt

<y Tolluy, - wlley (lyo lly + R) + JZO (B, - B) (t,u())Su(®)llx dr .
Aside (4.13) y (4.14)

IF, - flly.y + (B, - B)Sully x < [1Ls + 3 (lwg lly + R)To Hluty - ey
+ fOT" LI, - £ u@®)y + (B, - BY(tu(®)Su(lix]dr.

Eligiendo T; suficientemente pequefio para que
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Ko=K[us + ps3 (wg lly + R)IT, < 1,
tenemos en (4.12),

0< (1 - Kollugy - ully
< K {lig, -lly + IAll.x + JOT" T(F, - )t u(@)lly + (B, -BY(t, u(D)Su(®)l]dr }

Pero cuando n — oo tenemos @, -¢lly = 0 por hipétesis, y por (3.5)

lim JOT‘ I, - £ )ty dt = O,

n—yeo

Ademds, de (3.4) y el Teorema de Convergencia Dominada

lim JOT‘ (B, - B )(t,u(t))Su(®)lly dt = 0.

H—yo0

Lema 2. llhl.x > 0 cuando n—oo.

Prueba.
Por (3.6) es suficiente mostrar que si n—co, entonces

U, (1) - U(t,s) —S—> 0 en LX) (4.15)

uniformemeﬁte en (t,s)€A. Notemos que geL™(/(X)). Como

An (Lt () - Al u(®) = [An (L (1)) - A (Lu(E)] + [An (1,u(0)) - A(Lu(D))]
tenemos que

A, (6ty (1) - A6 u(®)) —— 0 en L(X)
pues de la Hipétesis 4 y del Lema 7

A, (t un (1) - An (U v ) S Wy Nty (2) - u(Dlix — 0

uniformemente para r€[0,7) ], y de (3.3) tenemos

A (tu(e) - Atu(t) —— 0 en LX),

Entonces, por el Teorema 2.8 obtenemos (4.15). 0
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Por lo tanto en (4.12)

lim llu, - wll.y =0
n—eo

lo que completa la demostracién del Teorema 3.2.

5. Aplicacion a la ecuacion generalizada de
Korteweg-de Vries.

En esta ecuacién vamos a considerar el problema de Cauchy (5.1) para la
ecuacién de Korteweg-de Vries generalizada,

{8tu+8x3u+a(u)axu=0, 0<t<T y x€eR 5.0

u(0,x) = @(x)

en la cual ¢eC” (R,R) Yy todas las funciones son asumidas con valores en
los reales. Probaremos que (5.1) es un problema localmente bien colocado
en el espacio de Sobolev H’ (R) con s>3, suponiendo que el dato inicial
pertenece al mismo espacio. Para esto es suficiente verificar las hipétesis de
los Teoremas 3.1y 3.2.

Denotaremos por ,[ a la integral sobre todo R, y el producto interno y la
normaen H®(R) por (.,.) y LI, respectivamente.

Hipétesis 1. Sean X = L? (R) con producto interno (. , .) y norma I.Il, y
sea Y= H* (R) donde s>3/2 es un nimero real fijo. Sabemos que Y estd
contenido densamente en X.
Definimos S en Y por
Su(®) = (1+E2)* i () para ueY.

Proposicion 8. SeL(Y,X) es un isomorfismo isométrico.

Prueba.
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Para cada ucY tenemos que (1+E9)* i (E)eX, y como la transformada de
Fourier es un operador unitario de X en X, tenemos que
Su=[1+EH" 2 ©Y eXx

asf R(S)c X. También, por Plancherel
ISl = NSull* = J (148 1a (E)P dE = Null’ .

Luego SeL(Y,X) es una isometria (en consecuencia inyectivo), con imagen
R(S) cerrada. Veamos que S es sobreyectivo. Con este fin notemos que si
ve Cy~ (R) entonces

A ) 13

S - = =T 55 -
u(€) = v (&) u (&) (l+§2 )s/2

También

[aseria@r = 15 ©F d&=15 1 = P

Asi ueH®(R) ySu=v. Porlotanto C,” (R) ¢ R(S). Luego, tomando la
clausura en X

o0

X=CyRCRE)c X=X
tenemos que R(S) =R (S) =X.
Esto prueba la Hipétesis 1.

Hipétesis 2. Elegido ug eH " (R), sea R > lluy lly un ndmero real fijo y
consideremos la bola

W= B[0,R] = {ve H" (R): IMll, < R}.

Definimos el operador Aq por
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D(A,)=H’ (R)
Aouzaju para ue D(Aj)

Tenemos entonces la siguiente proposicion.

Proposicion 9. A, es el generador de un Cy-semigrupo de contracciones
en X.

Prueba.

- Tenemos que (Ag u,u) = 0 para todo ue D(Ap) .

Antes de continuar con la verificacién de la Hipétesis 2, observemos que
d, a(y)x) es continua, pues acC” (R,R), y limitada si ye W. En efecto,
notemos primero que d, ye L™ (R) y

19, Yk < K9, ylly, < K lIyll, < KR

pues

10,y = [ (18 10,y ®P dE = [ 148D & 15 ©)F
<J (148215 ©)P dE = Iyl .

Asi

o, all [ = Sup [0, a(y)(x)I = sup 19, a(y(x))d, y(x)I
xeR xeR
<10y yl. sup I0, a(y() < 0KR
xR

donde o = sup ld, a(y(x))! < oo.

xeR

Para cada yeY, definimos el operador lineal A, (y) por

D(A,(y)=H'(R)
A (Yu=a(y)d u para ue D(A ().
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Vamos a probar las siguientes proposiciones.

Proposicion 10. Para cada yeW, A(y) - ®l es disipativo para todo
0)2—;- oKR, donde K es una constante que no depende de yeY.

Prueba.
Para todo ue H' (R) tenemos

(A, O)u,u) = J a(y)0y u.udx = % ,[ a(y)oy u* dx
1 i 1
=4 Jat) wdr<dwocan . Ju? dv< L akRiaP
Ademds, si ®= %(XKR tenemos
(A ) - @Duu) = Ay (e, u) - olul” < (£ okR - o) lul’ < 0.

Por tanto A, (y) - @/ es disipativo para todo 0)2% oKR. O

Proposicion 11. Si o= —%OLKR, entonces A, (y) - ol es Ag limitado.

Prueba.
Para todo ueY tenemos

(A} () -@Dull < lla(y)d, ull + llowl < lla@)l. 19, ull + @i,  (5.2)
De la desigualdad de Gagliardo-Nirenberg obtenemos
0O, ull < M 11D ull"™ e
Luego, de 1a desigualdad de Young para todo £>0
N9, ull < 10>, ull + C(€) llull .

Tomamos €= %ZI\TL,Q y sustituyendo en (5.2)

WA, () - olull € L 140 ull + Cllull para todo ue D(Ao)

lo que prueba la proposicién. |
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Definimos el operador A por

{D(A): Y
A(y)=Ag+ A (y) para ye D(A).
Notemos que para cada ye Y, D(A(y)) = H> (R) y A(y)u =", ul + a(y)o, u.

Proposicion 12. {A()},ew es una familia de operadores lineales en X
que generan semigrupos de clase Cy (1,0), donde 02% oKR.

Prueba.
De las Proposiciones 11, 12, tenemos que el operador A(y)-ad genera un
- Cy-semigrupo de contracciones para todo (02% aKR.. Asi’, A(y) genera un
Cy (1,w)-semigrupo en X. ]

La Proposicién 12 prueba la Hipoétesis 2.

Hipoétesis 3. Sea S(R) el espacio de Schwartz de las funciones en R

rapidamente decrecientes en el infinito. Notemos que si ue S(R) entonces
Sue S(R) y

0¥Su=S3 u para ueS(R) y keN. (5.3)
Ahora sea M, el operador de multiplicacién por a, esto es
M, u(x) = a(y(x))u(x)
donde ye W es arbitrario. Sabemos que M,eL (Y).
Usando M, podemos escribir
AY) =-0% - M, 0, .
Luego, si ueS(R) tenemos, por (5.3), que
[SA(Y) - A)STu = [SM, - M, S1(-9, w). 5.4)

Probamos la siguiente estimativa.

Proposicion 13. Para todo ueS(R)

(SM, - M, Sull < Cllallg llull.

3 .. .
Si {S(D} o0 es un Co (M,0)-semigrupo en X con generador A-Bl, entonces {T(r):eBlS(r)}‘Z”
es un Cy (M,B)-semigrupo en X con generador A. La reciproca también vale.
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Prueba.
Sea ue S(R) y denotemos a(x) = a(y(x)). Entonces

[(SM, - M, SHul™ (€) = (148 M, u(&) - M, Su(&).
Pero M, ®(&) = (a*@ )E) paratoda geSR), luego
[(SM, - M, S)u]* (€) = (1487 (a*$ )(E) - (4% Su)(E)

[Ty - (14> ] 4 € -m) & mdn.

Por el Teorema del valor medio tenemos

(5.5)

| (14837 - (1477 | = s(1+ 0™ L IE - i
donde 0 pertenece al intervalo de extremos § y 1. Asi
| (148%*2 - (e ®2 | < c(1+ 02 e
de donde
Lagy® - ey < [P - (e Tl (5.6)
Por tanto, de (5.5) y (5.6) obtenemos
liesM, - M, Syt @< ¢ [ [0+ (14m* ] lemid & -m)a (mydn.

Sea g tal que g (&) =1El1a (&), y denotando

1 & =] A8 g & -m)1a ()l dn
L@ =] A2 5 & -y 1a ol dn
entonces
l(SM, - M, Syulr E) < s, €) + sLy E). (5.7)

Sea fl(ﬁ)zlﬁ (&), entonces

LE) =185 (g*F) ©) = 14852 g £, (®).
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Luego
w2 =] (+EY" | g fLE)P dE = lig £ 1P, < C gl WF 1P
pues s-12>2. Pero,
Iy 1Py = ) +EH" 1, ©F dt = / A+ 1 E)P g = u 1.,
y también
g I, _f(1+§2 g &P d§<f(1+§) 1@ (&) dE = llall’ .

Por tanto,

I, 1< C liall, Nl . (5.8)
Ahora, si f,(E)*V2 14 (&)l entonces
B®= g0 o=+ ®.
Asl, de la desigualdad de Young
I, n=n§*f2usu§nL, 17,
donde

Il £, (E)F = f A+EY 14 ©)P dE = iy,

2 1/2

g0, = Ng@ug = Tgna @ra = Jl&l 2)1,2 @ @)
<(Jeawia@ia)? ( aweyn d&)”2 < Clall, .

Luego

17,1 < Cllaily Nddls.y < C llallg Haalis.y (5.9)
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De (5.7), (5.8) y (5.9) obtenemos
SM, - M, Sull = I[(SM,, - M, Sl M < Cllallg el

lo que completa la prueba. O
Por tanto de (5.4) y la Proposicién 13, obtenemos

NSA®Y) - A)STull [Sm, - M,S] (-0, wll < Cllall Nl ,

para todo ueS(B). Ahora, para cada ye W, definimos el operador lineal B(y)
por

{ D(B(y)) = S(R)

o~ 1 (5.10)
B(y)u=(SA(y)— A(y)S)S 'u para ue S(R).
Entonces, para todo ueS(R), tenemos que
HBy)yull £ C lal 1S~ wlly < Nl Nl 5 - (5.1D)
L

Asi B(y) es un operador lineal limitado. Como S(R) es denso en X,
extendemos B(y) a X por continuidad y obtenemos el operador lineal B(y)
tal que

B(y)eL(X) y Bl x,<Cllall,=2, para yeW.
Veamos ahora la siguiente proposicion.

Proposicién 14. Para cada ye W tenemos que D(SA(Y)S™" ) = D(A(Y)) y
SA()S™ = A(y) + B(y).

Prueba.

Sea ye W, ue D(A(y)) = H? y {u,,}'::l una sucesién en S(R), tal que
u, = u en H°. Entonces (5.10)

AS ™ty = 8™ [ADtn + B)ita ]

ycomo B(y)u = lim B(y)u, obtenemos que
n—eo

AD)S™ ty —— ST [AO)u+By)ul  cuando n—ses.
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Por otro lado Iim $™' u, en X, y como A(y) es un operador cerrado tenemos
n—oe

que S ue D(A(Y)) y
ADS ™ 1y —2—5 AG)S ™ u cuando n —> oo,

Luego
ANS" u=8"[AG)u+ B(y)ulc H* .

Por lo tanto ue D(SA(S™ ) y
SAMS™ u=A)u + B(y)u

esto prueba que SA(y)S™' es una extensién de A(y)+B(y). Ademds, si A > @
entonces Aep(A(y)) ¥y

SIAG) -MS u=A)u+BGy)u-Au  para ueH> .

En consecuencia

S[A(Y) - M1S ' = A(y) + B(y) - M
es decir, SA(S™' =A(y) +B(y). O
De (5.11) y 1a Proposicién 14 tenemos la Hipdétesis 3.
Hipétesis 4. Vamos a mostrar la siguiente proposicién.

Proposicion 15. Para cada yeW, D(A(Y))2Y, A(y) es un operador
lineal limitado de Y en X, y existe |1, >0 tal que

AGH) - Ayl ey xy < Wity -y "L2

para todo y;, y2€W.

Prueba.
Como s23 tenemos que D(A(y))=H 3oy para cada ye W. Ademads, para
ucY tenemos que

NAG)ull = 19°, ull + lla(y)o, ull
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<N®, ull + llall _ 119, ull
L

<1+ llall ) Nl
L

pues lI9°, ull y 113, ull no son mayores que llull, . Luego

sup{IAG)ull : ladllg = 1} < 1+ Nall _
L

y por tanto A(y) es un operador lineal limitado de Y en X. Ahora, si y;,y, e W
entonces para ueY

Ay Ju - A(y)u < (a(y2) - a(y, ) oxu

asi
HA(yDu - A(y)ull < lia(y,) - a(y)I 10, ullg
< suprew 10, a()l lly; - yoll Nadl, .
Entonces
"A(yl ) - A(yZ)"L(Y.X) < sup Iax a(x)l "_)'1 - _\’2"
xeW
y la prueba estd completa. 0

Asf hemos verficado la Hipétesis 4.

Hipoétesis 5. Es trivialmente satisfecha pues W = B [0] es una bola
centrada en el origen.

Hipétesis 7. Probemos que existe |3 >0 tal que

1B(y1) - Bly2Myev xy < pa llyy - yalls
para cada yi, y, €W.
En efecto, es facil ver que

B(y) = M, S - SM,)3, S
donde a = a(y). Entonces
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B(y - B») = [S(M,, -M,)-(M, -M,)S10,5".

Como M, -M, = M,, -, » tenemos que

B() - Bo2) = [SM, - o) - (M, - )S10:S™ = B(y1 - y).

Por lo tanto

”B(yl) - B(yZ)"L(Y,X) < Clla (}’1 - y2)"€ < C”y) - yzlls

esto completa la prueba de la Hipétesis 7.
Hipoétesis 6 y 8. Son trivialmente satisfechas pues f= 0.

Habiendo verificado las hipétesis de los Teoremas 3.1 y 4.1, podemos
enunciar el siguiente teorema.

Teorema 5.1 Para todo ¢eH' donde s23, existe ToeR y una iinica
Sfuncion
ue C([0,Tp), H* ) N C' ([0,Ty}, L)

tal que u es solucion de (5.1), y u depende continuamente de .

El argumento dado anteriormente muestra que la forma del término ¢ ;
en (5.1) no tiene significado especial. Este término puede ser substituido por
P(D)u con cualquier polinomio P, de grado m=>2, con la siguiente condicién
si m es un nimero par, el signo del coeficiente del término principal debe ser
(-1)™2. En este caso se puede elegir Y= H® con s>m.

En [K6] Kato prob6 la existencia, unicidad y dependencia continua del
dato inicial para la solucién local cuando @e H* con s >% (s=co es incluido).

Ademds, la solucién permanece en el mismo espacio del dato inicial. Para
aplicar el Teorema 3.1, en este caso, es necesaria una transformacion
preliminar de la incégnita por

u(t) = T()w(1), (5.12)
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donde {T(t)}so es el Co-grupo unitario en H ° generado por el operador

anti-adjunto 8? en cada H°®. Sustituyendo (5.12) en (5.1) obtenemos la
ecuacién de evolucidn cuasi lineal para v

v+ AGLVIV=0,
donde
A@ty) = T(-Da(T(1)y) 0, T(®)

es un operador lineal que depende de t y de ye H *. Al verificar las hipGtesis
correspondientes al Teorema 3.1, el trabajo es andlogo, excepto por la
Hipétesis 4. En lugar de ésta, se puede probar que

te[0,T] — A(ty) € L(Y,X)

es fuertemente continua, y no continua en la norma de L(Y,X) como requiere
la Hipotesis 4.

Es importante anotar aqui que el resultado de Kobayasi {Ko] para las
ecuaciones de evolucion lineales, mencionado al final de la seccién 2,
permite mostrar que es suficiente la continuidad fuerte de

1€[0,T] - A@ty) € LY. X)

en el caso cuasi lineal. As{ el Teorema 3.1 puede ser aplicado.
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