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ECUACIONES DE EVOLUCION CUASI 
LINEALES. 

LA TEORIA DE T. KATO 

Juan Montealegre Scott 

l. Introducción 
En [K3] T. Kato probó dos teoremas fundamentales 
para el estudio del problema abstracto de Cauchy 
asociado con la ecuación de evolución cuasi lineal 

fotu(t)+A(t,u)u(t)=f(t,u), O~t~T 
i (1.1) 
l u(O) = q> 

de tipo "hiperbólico" en un espacio de Banach X. 
Estos teoremas permiten probar que el problema (1.1) 

es localmente bien colocado; es decir, 
muestran la existencia local de soluciones, su unicidad 

y la dependencia continua del dato inicial. 
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Nuestro objetivo es estudiar estos teoremas y aplicarlos a una clase de 
ecuaciones diferenciales cuasi lineales. 

Las notas están organizadas de la siguiente manera. En la Sección 2, 
resumiremos sin prueba los resultados sobre ecuaciones de evolución 
lineales de tipo "hiperbólico", que son necesarios para el desarrollo de la 
teroría cuasi lineal. Estos resultados, obtenidos por T. Kato en [Kl] y [K2], 
son formulados de una manera ligeramente más general que la requerida 
aquí, así que ellos son útiles al generalizar los teoremas principales. 

En la sección 3 son enunciados los teoremas principales de la Teoría de 
Kato y las demostraciones son presentadas en la sección 4. En la sección 5, 
utilizando la teoría expuesta, demostraremos que el problema asociado a la 
ecuación generalizada de Korteweg-de Vries es localmente bien colocado 
cuando cpEH' (R) con s ~ 3. 

Además de las notaciones usuales del Análisis Funcional y las 
Ecuaciones Diferenciales Parciales, en lo que sigue, representaremos por 1 al 
intervalo [0,7] y f1 el conjunto 

{ (t,s) E /
2 

: 0 ~ s ~ t ~ T}. 
G (X) denotará la colección de generadores negativos de C0-semigrupos en 
X y G(X: M, w) será la colección de operadores lineales AE G(X) que 
verifican 

Finalmente, si X es un espacio de Banach escribiremos 

llull~.x = sup llu(t)llx y llull1.x 
tE f 

llu(t)llx dt. 

2. Preliminares Sobre Ecuaciones De Evolución 
Lineales 

Consideremos el problema abstracto de Cauchy asociado a la ecuación de 
evolución lineal de tipo hiperbólico 

ro,u(t)+A(t)u(t)=f(t), O~s~t~T 

luco) = cp 
(2.1) 
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en un espacio de Banach X. Asumimos que la función incógnita u esta 

definida en l y toma valores en X, {A(t)} reT es una familia de generadores 

negativos de C0-semigrupos en X, y f es una función dada definida en [s,71 
con valores en X. 

Empezamos con la definición de solución para el problema (2.1 ), la cual 
será más restrictiva que la noción de solución clásica. 

Definición 2.1 Sea Y un espacio de Banach contenido densa y 

continuamente en X. La función UE C([s, n, y) es una solución en y del 
problema (2. 1) si UE C1 

( (s, J1,X ) y (2.1) es satisfecha en X. 

Las soluciones en Y son diferentes de las soluciones clásicas pues para 
tE [s, 71 satisfacen la condición u(t)E Y<;;;; D(A (t)) y no solamente 
u(t)ED(A (t)), además son continuas en la norma de Y que es más fuerte 

que la norma de X. Notemos que de la Definición 2.1, el dato inicial <p 
pertenece al espacio Y. 

Definición 2.2 La familia {A(t)} reT en G(X) es estable si existen 

constantes M ~ O y (!)E R, llamadas constantes de estabilidad, tales que 

k 

TIO.-A(t¡))-1 :s;M(Á-m)-k 
i=l L(X) 

Supongamos que A(t)E G(X: 1 ,m) para cada tE!, entonces la familia 

{A(t)} reT es estable con constantes de estabilidad (1 ,m). En particular, 

toda familia de generadores negativos de semigrupos de contracción es 
estable con constantes de estabilidad (1 ,0). 

Definición 2.3 Una familia { U(t,s) }(t.s)e<'> de operadores lineales en X, 
se llama un sistema de evolución en X si 

l. U(t,t) = l y U(t,s) = U(t,r)U(r,s) para O~ s ~ r ~ t ~T. 
2. La aplicación (t,s)Ell~ U(t,s) es fuertemente continua en la norma 

de X, es decir, para todo xEX tenemos que 
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11 U(t,s)x- U (t0,s0) x llx -tO cuando (t,s) -t (t0,s0). 

En este caso cada operador U(t,s) es llamado un operador de evolución. 

La parte más importante en el estudio (2.1) es la construcción del sistema 

de evolución asociado con {A(t)} tE/ . Tenemos el siguiente teorema. 

Teorema 2.4 Sean X e Y dos espacios de Banach con Y contenido densa 
y continuamente en X, y para cada tE/ sea A(t)EG(X). Supongamos que 

H. l. {A(t)} tEI es una familia estable en X con constantes de 

estabilidad (M,ro). 

H.2. Existe un isomoifismo lineal S: Y -t X tal que 

SA(t)S -! = A(t) + B(t) 
donde B: 1 -t L(X) es fuertemente medible y limitada. 

H.3. Ys;;;;D (A(t)) y A (t)EL(Y,X) para todo tEl. Además, la aplicación 
tE 1 ~ A(t) es continua en la norma de L(Y,X). 

Entonces, existe un único sistema de evolución { U(t,s) lct.s)EI'l en X 

asociado con {A(t)} tE/ tal que 

E. l. IIU(t,s)ll L(X) $: Mero(t-s) para todo (t,s)E~. 

E.2 éJ1U(t,s)y = -A(t)U(t,s)y para todo yE Y y todo sE!. 

E.3. éJ,U(t,s)y = U(t,s) A(s)y para todo yE Y y (t,s)E~. 

E.4. U(t,s)Y s;;;; Y para todo (t,s)E~. 

E.5. Para cada yE Y la aplicación (t,s)E ~ ~U(t,s)y es continua. 

En consecuencia, si la familia {A(t)} tE/ satisface las hipótesis del 

Teorema 2.4, tiene asociado un único sistema de evolución { U(t,s) }ct.s)EI'l , 

y para todo <pE Y 

u(t) = U(t,s)<p 

es la única solución en Y del problema lineal homogéneo 
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Corolario 2.5 Si la familia {A(t)} tEI satisface las hipótesis del 

Teorema 2.4 y { U(t,s) }(t,s)Et. es el sistema de evolución asociado, entonces 

IIVII~.L(Y)::;; M IISIIL(Y,X) us-l IIL(Y,X) exp T ((l)-1-MIIBIIL(X) ), 

En el resto de la sección asumimos las hipótesis del Teorema 2.4 y que 
{U (t,s) }rt,s)Et. es el sistema de evolución asociado. 

Si f EL1 
( [s,7],X), <pE Y y u es una solución en Y de (2. 1), podemos 

utilizar el método de variación de parámetros para obtener la llamada 
solución integral 

u(t) = U(t,s)<p + jt U(t,r) f (r)dr. 
S 

(2.2) 

del problema (2. 1). En consecuencia, toda solución en Y de (2. 1) es una 
solución integraL Sin embargo, la función definida en (2.2) no es necesaria
mente diferenciable con respecto a t. Para garantizar la recíproca 
necesitamos imponer condiciones adicionales sobre <p y f . Así tenemos el 
siguiente teorema. 

Teorema 2.6 Si <pE Y y fEC([s,7],X) n L 1 ([s,7],Y), entonces lafunción 
u definida por (2.2) es la única solución en Y de (2. 1 ). 

Pasamos ahora al estudio de la dependencia de la solución de (2. 1) tanto 
en el dato inicial como en los coeficientes de la ecuación. Consideremos el 
problema 

{

(Jtü(t) = A(t)ü(t) + j (t) o::;; S::;; t::;; T 

'ü(s)=qi. 
(2.3) 

Supongamos que las hipótesis del Teorema 2.4 son satisfechas por la familia 
{A (t)} rE 1 con el mismo espacio Y e idéntico isomorfismo S; en particular 

con B: 1 ~ L(X) fuertemente medible y limitada. Asi que el operador de 
evolución { fJ (t,s) }(t,s)Et. existe. Tenemos, entonces, el siguiente Teorema 
de Perturbación. 
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Teorema 2.7 Sean <p, ipeY y f, jEL1 ([s,1],Y). Si u y u son las solu
ciones correspondientes de (2.1) y (2.3), entonces 

llu- u ll~.v s; K [ llip- <p llv + llj-flh.v + II(B- B)Su II1.X: + llh ll~.x] 

donde K = K ( 11 U ll~.t..(X) , 11 B ll~.x ), y 

hU)= W(t,O)S<p + ft W(t,r) [Sf(r)- B(r) Su(r)]dr 
S 

con W(t,s) = U (t,s)- U(t,s). 

El Teorema 2.7 estima u- u uniformemente en la norma ll.lly, si u y u 
son las soluciones integrales de (2.1) y (2.3) respectivamente. De esta forma, 
el resultado da la dependencia de la solución del problema (2.1) cuando <p es 
sometido a pequeñas perturbaciones. 

Consideremos la secuencia de problemas de Cauchy en X 

{

()tu (t): A,(t)u, (t)+ !, (t) os; S s; t s; T 

u, (s)- (/) 11 

(2.4) 

de tipo hiperbólico. Supongamos que para cada ne N+ la familia {An(t)} tE/ 

satisface las hipótesis del Teorema 2.4, con el mismo espacio Y e idéntico 
isomorfismo S; en particular 

SAn (t)S -I = An (t) + Bn (t) 

con Bn : 1 ~ L(X) fuertemente medible y limitada. Denotemos por 
{ Un(t,s) }(t.s)Et. los sistemas de evolución asociados. 

Si la familia { 11 Bn 11 1.x } ;=! es limitada para cada nE N+, los sistemas de 

evolución { Un(t,s) }(t.s)Et. asociados a {An(t) }1EI son uniformemente limitados 
tanto en L(X) como en L(Y). Así, la solución integral de (2.3) es 

Un (t) =Un (t,s)<pn + Jt Un (t,r)fn (r)dr. 
S 

Teorema 2.8 Bajo las hipótesis anteriores, si 

An (t) ~ A(t) fuertemente en L(Y,X) c.t.p. te/, 
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y 

lim J IIAn(t)IIL(Y,Xl dt = O uniformemente en n, 
m(E)---tO E 

donde m(·) es la medida de Lebesgue. Entonces Un (t,s) ---7 U(t,s) fuerte

mente en L(X) uniformemente en relación a (t,s)E~. Además, si <rn ---7<p en 
X y fn ---7 f en L1([s, T], Y), entonces Un~ u en C([s,T],X). 

El Teorema 2.8 da condiciones suficientes para la convergencia de las 
soluciones integrales un de (2.4) a la solución integral del problema (2.1 ). 
Los Teoremas 2.7 y 2.8 serán utilizados en la Sección 4, para establecer la 
dependencia continua del dato inicial para las ecuaciones cuasi lineales. 

3. Enunciado de Los Teoremas Principales 

En esta sección consideramos el problema ( 1.1) en el espacio de Banach 
X. Enunciamos dos teoremas, uno de existencia y unicidad, y el otro de 
dependencia continua de la solución en el dato inicial. 

Formulamos las siguientes hipótesis. \ 

Hipótesis l. Sean X e Y dos espacios de Banach reflexivos tales que Y 
está contenido densa y continuamente en X. Además, existe un isommfismo 
S: Y~ X y la norma de Y es escogida de forma que S sea una isometría. 

Para el operador lineal A tenemos 

Hipótesis 2. Para cada (t, w)E lxW, A(t, w)E G(X: 1 ,ffi) en donde W es la 
bola abierta B(w0,r) en Y y ffi es un número real. 

Hipótesis 3. Para cada (t, w)E lxW tenemos 

SA (t, w)S -I = A(t,w) + B(t,w) (3.1) 
donde 

B (t,w)EL(X) y IIB(t,w)IIL(Xl:::;; A1 

con A1 > O una constante. 

Hipótesis 4. Para cada (t,w)EfxW tenemos A(t,w)EL(Y,X), en el 
sentido que Y s;;;; D (A (t, w)) y A (t, w)ly EL(Y,X). Además, para cada 
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wE W la aplicación tE/ H A(t,w) es continua en la norma de L(Y,X) y 
para tE! la aplicación wE W H A(t,w) es Lipschitz continua en L(Y,X), es 
decir 

donde 111 es una constante. 

Hipótesis 5. Para todo (t,w)EIXW tenemos que A(t,w)w0 E Y y 
11 A (t, w)w0 lly :5: ~ , tE 1 y wE W 

Finalmente, para la función f suponemos 

Hipótesis 6. La función f JxW ~Y es limitada, 

llf(t,w)llx:5:A3, tE/ y wEW 

Para cada wE W, tE 1 H f (t,m) es continua de 1 en X y para cada tE 1 la 
aplicación wE W H f (t. w) es Lipschitz en X, esto es 

11 f (t, WJ ) - f (t, Wz) llx :5: !12 llw1 - Wzllx 

donde !lz es una constante. 

Podemos ahora enunciar el teorema de existencia y unicidad para (1.1 ). 

Teorema 3.1 Supongamos que el problema (1.1) satisface las Hipótesis 1 
a 6. Si <pE W, entonces existen T0E (0, 1] y una única solución 

UE C([O,To], Y) n C 1 ([O,To],X) 

del problema (1.1 ). 
Para formular la dependencia continua de la solución u del problema 

(1.1) en el dato inicial <p, consideramos la secuencia de problemas 

de tipo hiperbólico en X donde nE N+ . Además de las hipótesis anteriores, 
con los mismos Y, S y W asumimos también: 
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Hipótesis 7. Existe 113 >O tal que 
IIB(t,w1)- B(t,w2)11L(x¡:::;; !13 llw¡ - w211y 

para todo tE! y w1, w2 E W. 

Hipótesis 8. Existe 114 > O tal que 

para todo tE! y w1, w2 E W. 

Así tenemos, 

Teorema 3.2 Supongamos qu~' (3.2) satisface las Hipótesis 1 a 8 unifor
memente1 en nEN+. Supongamos también que para cada (t,w)ElXW 

S 
An (t,w) ---)A(t,w) en L(Y,X) 

S 
Bn (t,w) ---)B(t,w) en L(X) 

S fn (t,w) ---)j(t,w) en Y 

(3.3) 

(3.4) 

(3.5) 

cuando n-4=. Entonces si <p,<pnE W y <J'n -4 <p en Y cuando n-4=, existen 
T1 E (0, 71 y soluciones únicas 

Un E C([O,T¡J, Y) n e1 ([O,T¡J, X) 

Un (0) = <J'n 
(3.6) 

para (3.2), y una única solución uEC([O,T¡],Y)ne1 ([O,T¡J,X) para (1.1) y 

un(t) -4 u(t) en Y, uniformemente en tE [O,T¡J. 

En [K3] se aplicó la teoría a una variedad de problemas, sin embargo, 
para aplicarla a otras ecuaciones en derivadas parciales con espacios de 
funciones apropiados, se requiere extenderla al caso de los espacios de 
Banach no reflexivos. En [S] y [K-S] se eliminó con éxito la condición de 
reflexividad, abriendo el camino para tratar con problemas en pares de 
espacios como Y= e1 (Rn) y X= C(Rn), etc. Pero ellos todavía utilizan el 

1 
Esto quiere decir que las constantes A., y Jl; son independientes de n. 
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isomorfismo S, el cual no se ve que existe entre un par de espacios como el 
mencionado antes, excepto cuando n = l. 

En [K6] se consigue con éxito eliminar la reflexividad de los espacios de 
Banach X e Y, y a su vez relajar las condiciones impuestas al isomorfismo S. 
Esto se logra, utilizando un operador lineal cerrado S de X a un tercer 
espacio de Banach Z tal que D(S) = Y, y sustituyendo (3.1) por la 
"condición entrelazante" 

S 
-sA(t,u) -sA(t,u)S e ~e , S :2:0. 

En esta relación A (t,u) es un operador en Z, relacionado con A(t,u) por 

A (t,u) =A (t,u) + B(t,u) 

donde A (t,u) es una "sombra" de A(t,u) y B(t,u) es una perturbación 
limitada. Por "sombra" entendemos que A (t,u) es la imágen de A(t,u) por un 
cierto homomorfismo no expansivo y fuertemente continuo 1: de L(X) en 
L(Z), el cual se extiende a una aplicación de G(X: M,w) en G(X: M,w) de 
una forma natural. Así A (t,u) y A (t,u) serán también generadores negativos 
de C0-semigrupos en Z. 

4. Demostración de los Teoremas 3.1 y 3.2 

Antes enunciemos el siguiente lema, que sigue inmediatamente de la 
Hipótesis 1, y será utilizado en las demostraciones. 

Lema l. Si la función g: 1 ~ X es limitada en la norma de Y y continua 
en la norma de X, entonces g es débilmente continua (y fuertemente 
medible) como una función con valores en Y. 

4.1 Prueba del Teorema 3.1 

Como W es una bola abierta en Y que contiene a <p, podemos elegir R > O 
tal que <pE B(w0 , R) y B[w0 , R] e W. Consideremos el conjunto 

E= { v: 1 ~y 1 llv(t)- w011v ~ R, con vE C([O,T0 ], X)} 

donde T0 E 1 será determinado posteriormente. Si vE E definimos 

Av (t) = A(t, v(t)) y F (t) = f(t, v(t)). 
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Debido a la Hipótesis 2, la familia {Av (t) }1ei es estable con constantes de 
estabilidad (1 ,ro). 

Proposición l. La función tE/ ~Av (t)EL(Y,X) es continua en la 
norma L{Y,X). 

Prueba. 
Tenemos que Av (t) = A{t, v(t))E L(Y,X) y si toE [O,T0] por la Hipótesis 4 

IIA v (t) -Av Uo)IIL<Y.Xl 
= IIA{t, v(t)) -A (to,v{to))IIL(Y,Xl 
::; IIA(t, v(t))- A (t,v(to))IIL<v.x¡ + IIA{t, v(to))- A {to,v(to))IIL<v.x¡ 
::; J.L1 llv(t)- v(to)llx + IIA{t, v(to)) -A (to,v(to))IIL<Y.Xl 

y como la función A(•,v(t0)) es continua IIAv (t)- Av {t0)11L<Y.Xl t --7 t0 O. O 

Por la Hipótesis 3, tenemos 

SA v {t)S .J =Av {t) + Bv (t), (4.1) 

donde 

Bv {t) = B(t, v(t)) E (X) y IIBv {t)IIL(X)::; A.1 . (4.2) 

Proposición 2. La función tE 1 HBv (t) E L(X) es débilmente continua 
(por lo tanto fuertemente medible). 

Prueba. 
Si yE Y, por ( 4. 1) tenemos 

s·'Bv (t)y =Av (t)S-1 y- s·' Av (t)y. (4.3) 

Como s·• YE Y, sigue de la Proposición 1 que el segundo miembro de (4.3) 
es continuo en ten la norma de X. De ahí que t~ S ·• Bv (t)y tiene esta pro
piedad. Más aún 

11 S -l Bv {t)IIL(X) $ liS .J IIL(X) IIBv {t)IIL(J() $ A., liS -l IIL(X) 

por (4.2) y puesto que Y es denso en X, entonces tE [O,T0] ~S_, Bv (t) es 
continua para todo xEX. Además, esta función es uniformemente limitada 
en Ypues 
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11 s-I Bv (t)xlly = IIBV (t)xllx:::;; A¡ llxllx. 

Entonces por el Lema 1, tE [O,T0] HS1 Bv(t)xE! es débilmente continua. 
En consecuencia tE [O,T0] HB(t)EL(X) es débilmente continua. D 

Las Proposiciones 1 y 2 muestran que las Hipótesis H.l, H.2 y H.3 del 
Teorema 2.4 son satisfechas por la familia {Av (t) hEr. Existe, por tanto, un 
único sistema de evolución { Uv (t,s) }(t.s)Et. con las propiedades E.l a E.5 . 

Proposición 3. l!r (t)llv :S: A3 para todo tE [0,71 y tHf (t, v(t)) es 
continua en la norma de X y débilmente continua (luego fuertemente 
medible) como función con valores en Y. 

Prueba. 
La desigualdad sigue trivialmente de la Hipótesis 6. Además, 

l!f V (t) -r (fo)llx :::;; l!f(t,v(t)) - f(t, v(fo))llx + l!f(t, v(to)) - f(to, v(fo))llx 

:S: J..lzllv(t)- v(to)llx + l!f(t, v(to))- f(to,v(to))llx 

por la Hipótesis 6 y la definición E; así la continuidad de F en la norma de 
X sigue inmediatamente. La última parte de la Proposición es consecuencia 
de las dos primeras y el Lema l. D 

Por la Proposición 3 y el Teorema 2.6 obtenemos la solución única uv (t) 
del problema 

¡()
1
u" (t) =A" (t)u" (t)+ f" (t), O~ t ~ T 

u V (O)= ({J 

la cual es dada por 

V V ft V V u (t) = U (t,O)<p + U (t, r) f (r)dr o 
y 

uvE C([O,To],Y) (\ C 1 ([O,To],X) 

una vez que <pE Y y¡' E C([O,T0],X) n C([O,T0],Y). 

(4.4) 

Proposición 4. Existe T0 El tal que la aplicación vEEH<ll(v) = uv 

transforma E en E. 
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Prueba. 
Debido a (4.4) tenemos que uv E C([O,T0],X) para todo T0 E (O,T]. Resta 
probar que existe T0 tal que uv (t)EB[w0,R] cualquiera que sea tE [O,T0]. 

Observemos que { uv (t,s) }(t.s)E~ satisface E.3 del Teorema 2.4, luego 

uv (t,O)wo - Wo = r a,. u V (t, r)J' (r)dr = r uv (t, r) A V (r)wo dr. o o 

Entonces 

uv (t)- w0 = Uv (t,O)<p + t Uv (t,r)J' (r)dr- Wo 

V V JI =U (t,O)(<p- w0) +U (t,O)wo- Wo + 
0 

U v (t, r)f v (r)dr. 

Por lo tanto 

V V JI V V u (t)-wo=U (t,O)(<p-wo)+ U (t,r)lf (r)+Av(r)woldr. 
o 

Como IISIIL<Y.Xl = liS -I IIL<X.Yl = 1, Av (t)E G(X: 1 ,m) y IIBv (t)IIL<Y.Xl :5: A-1 , por 
las Hipótesis 1, 2 y (4.2) respectivamente, tenemos por E.6 que 

IIUv (t,s)IIL(Y) :5: exp To (m+A¡). 

Además, IIA v (s)w011v :5: A-2 por la Hipótesis 5 y l!f v (s)llv :5: ¡.t1 por la Propo
sición 3. En consecuencia 

lluv (t) - Wo lly 

::;; IIUV (t,O)(<p- Wo )lly + r llif (t,r) [fv (r) +Av (r)wo ll]y dr 
o 

:5: IIUV (t,O)IIL(Y) ll<p- Wo lly + J~ IIUv (t,r)IIL(Y) [l!fv (r)lly + IIAv (r)wo lly ]dr 

< To(w+A¡) 11 11 JI eTo(W+A¡)(A2 + Ao_)dr _e <p-wo y+ 
0 

, 

entonces 
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Como llcp - w0 lly < R es posible elegir T0 > O de modo que el 
miembro de ( 4.5) sea menor que R, lo que prueba el Lema. 

Ahora si v,wEE consideramos la métrica 

d(v, w) = sup llv(t)- w(t)llx . 
~t~T0 

Proposición 5. (E,d) es un espacio métrico completo. 
Prueba. 

segundo 
D 

Supongamos que { v"} ;=l es una secuencia de Cauchy en E, entonces existe 

vE C([O,T0], X) tal que llvn (t)- v(t)llx ~O uniformemente en [O,T0]. Además 

llvn (t)lly ::;; llvn (t) - cplly + llcplly ::;; R + llcplly 

para todo nE N+ y tE [O,T0]. Fijando tE [O,T0 ], de la reflexividad de Y 2 

existe yE Y y una subsecuencia { v11k (t)) ;=l tal que 

v "k (t) ~y débilmente en Y. 

Pero X' e_, Y', así 
v "k (t) ~y débilmente en X. 

Por lo tanto y = v(t) y v11k (t) ~ v débilmente en Y. Como B[w0,R] es un 

conjunto convexo y cerrado en Y, es débilmente cerrado. Entonces 
v(t)EB[w0,R]. Como tE [O,T0] fué arbitrario, tenemos vE E y es completo. D 

Proposición 6. Existe T0 El tal que <l>: E ~E es una contracción. 
Prueba. 

Utilizando las ecuaciones 

tenemos que 

[<l>(v)](t) = uv (t) = uv (t,O)cp + J~ uv (t,r)r (r)dr 

[<l>(w)](t) = uw (t) = uw (t,O)cp + J~ uw (t,r)f w (r)dr 

2 
Si X es un espacio de Banach reflexivo y {x.} ;=l es una secuencia limitada en X. entonces 

existe una subsecuencia de {x,) ;=l que converge en/a topología a(X,X'). 
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uv (t)- uw (t) = [Uv (t,O)- Uw (t,O)]<p + J~ Uv (t,r)f v (r)- fw (r)]dr 

+ J' [Uv (t,r)- uw (t,r)]¡w (r)dr <4·
6

) 
o 

Es fácil ver que 

y 

[Uv (t,O)- Uw (t,O)]<p = J~ UV (t,r)[Av (v)- Aw (r)] Uw (r,O)dr 

ft 
J, [Uv (t,r)- Uw (t,r)lfw (r)dr 
o 

= J' f uv (t,r)[Av (r) -Aw (r)] UW (r,s)r(s)dsdr 
o o 

Sustituyendo en (4.6) tenemos 

uv (t) - uw (t) = f uv (t,r)[A V (r)- Aw (r)) uw(r) + r<r) -f w (r)]dr. 
o 

Como IIUv (tr)IIL(X) ~ ewTo sigue que 

d(uv,uw) ~ eWTo ur- r lll.X + II(Av- Aw)uw lll.X. (4.7) 

Pero, por la Hipótesis 6 tenemos que l!f v(t)- f w(t)llx ~ 112 llv(t)- w(t)llx y así 

Además 

II(A v (t) -A w (t))uw (t)llx ~ IIA v (t)- Aw (t)IIL(Y,X) lluw (t)lly 

~ 111 d( v, w)T0 (ll<plly + R) , 

por lo tanto 

Sustituyendo en (4.7), 
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lo que prueba la Proposición. 

Aplicando el Principio de Contracción a <I>: E~E existe una única u tal 
que <I>(u) = u, esto es u(t) = <I>(u)(t), que es la solución procurada. 

4.2 Prueba del Teorema 3.2 

Sean E el espacio de funciones definido en la prueba del Teorema 3.1, y 

para cada vE E consideremos la secuencia de problemas lineales 

donde 

{
d1 un (t)_+ A~ (t) u11 (t) + f,: (t), O~ t ~ T0 

(4.9) 
u11 (O)- cpn, 

A~ (t) = An (t, v(t)) y 1:; (t) = fn (t, v(t)). 

Procediendo con cada nE N+ como en la prueba del Teorema 3.1, encon
tramos una única solución Un: [O,T0] ~X del problema (4.9) tal que UnE E 
si T0 es bastante pequeño. Así la función <I>n: E~E definida por <I>n (v) = Un 
es una contracción, y el punto fijo correspondiente es la solución de (3.2). 
De la uniformidad de las hipótesis y las relaciones (4.5) y (4.8), es fácil 
verificar que la elección de T0 y el factor de contracción y < 1 de <I>n no 
dependen de n, y por lo tanto, serán considerados iguales. Además, sin 
pérdidad de generalidad, vamos a suponer que el tiempo de existencia de la 
solución y el factor de contracción para ( 1.1) son también T0 y y. 

Proposición 7. llun (t)- u(t)llx ~O uniformemente para tE [O,T0]. 

Prueba. 
Como <I>n (un) = Un e <I>(u) = u tenemos 

y 
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sup llun(t) - u(t)llx = d(un,u) 
09s;T0 

d(un,U) = d(<I>n (un), <I>(u)) ~ d(<I>n (un), <I>n (u))+ d(<I>n (u), <l>(u)) 

~y d(un,U) + d(<I>n (u), <I>u)). 



Entonces 

es decir 

(1 - y)d(u11 , u) :5: d(<l>n (u), <l>(u)) 

1 
sup llun (t)- u(t)llx :5: -- d(<l>n, (u),<l>(u)). 

1-y 
(4.10) 

Probemos que 1im d(<l> 11 (v), <1> 11 (v)) =O para todo ve E. En efecto, consi-
ll---700 

deramos el problema lineal 

¡ J 1 ~"(t)+A"(t)u"(t)+j"(t) para 0:5:t:5:T0 

u (O)= q> 

de las hipótesis (j)11 ~ cp en X, 
V S 

A n (t)- Av (t) = An (t, v(t)) - A(t, v(t)) ~ O en L(Y,X) 

y 

f ;; (t)- r (t) = f n (t,v(t))- f(t, v(t)) ~o en Y. 

( 4.11) 

Además, como IIA 11 (T, w)IIL(Y,Xl es fuertemente limitada en t, w y n, tenemos 

lim J IIA ~ (t)ll L(Y,X) dt = O 
m(E)-70 E ' 

uniformemente en n. Entonces, aplicando el Teorema 2.8 tenemos que la 
solución V 11 de (4.9), es tal que V 11 ~ven C([O,T0], X) cuando n~oo. Así, 
en ( 4.1 O) Ji m sup lltt 11 (t) - u(t)llx = O. D 

n-7~ O~t~T0 

Como U 11 es la solución de 

para O :5: t :5: T0 
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tenemos por el Teorema 2. 7 

llun - uii~.Y ::;; K [ llq>n - q>lly + l!fn -ji !¡_y + II(Bn - B)Sull1,x + llhll~.x ] ( 4.12) 

donde 

y 

fn (t) = fn (t,Un {t)), Bn (t) = Bn (t,Un (t)), 

fn (t) = fn (t,Un (t)), B (t) = B (t,U (t)), 

{
hn (t) =[Un (t ,s)- U (t ,O)]SqJ + t[U n (t ,s)- U (t,s)]g(s)ds 

g(t) = Sf(t)- B(t)Su(t) 

donde Un y U son los operadores de evolución para (2.3) e (4.11) respec
tivamente, y K= K(R, T0 ) es una constante. De la Hipótesis 8 tenemos que 

lTo 
l!fn- flh,Y = 

0 
l!fn (t,Un (t))- f{t,u(t))lly dt 

(4.13) 

::;; Jl4 T o llun- uii~.Y + J~ lllfn- f) (t,u(t))lly dt. 

Además de la Hipótesis 8, 7 y IISu(t)llx ::;; llu(t)ll ::;; lly011v + R, tenemos 

II(Bn- B)Sull, x 

::;; J~ II[Bn, (t,Un (t))- B(t,u(t))]Su(t)llx dt (4.14) 

l~ l~ ::;; ll3 
0 

llun (t) - u{t)llv IISu(t)llx dt + 
0 

II(Bn - B) (t,u(t))Su(t)llx dt 

lTo 
::;; ll3 To llun- ull~.v (llyo llv + R) + 

0 
II(Bn - B) (t,u(t))Su(t)llx dt. 

Así de (4.13) y (4.14) 

l!fn- fll,,v + II(Bn- B)Sullt,x::;; [!l4 + ll3 (llwo llv + R)]To llun- ull~.v 

+ fo [lllfn- f)(t,u(t))llv + II(Bn- B)(t,u(t))Su(t)llx]dt. o 

Eligiendo T1 suficientemente pequeño para que 
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Ka.= K[¡.t4 + ¡.¡.3 (llwo llv + R)]T1 < 1, 
tenemos en (4.12), 

O::::; (1 - Ka.)llun - uii~.Y 

::::; K { 11<¡>11 -q>lly + llhll~.x + J;o [lllfn -f)(t,u(t))lly + II(Bn -B)(t,u(t))Su(t)llx]dt} 

Pero cuando n ~ oo tenemos 11<¡>11 -q>lly ~O por hipótesis, y por (3.5) 

. f1i hm lllfn- f)(t,u))lly dt =O. 
/1~00 o 

Además, de (3.4) y el Teorema de Convergencia Dominada 

fT¡ 
Iim II(Bn- B )(t,u(t))Su(t)llx dt =O. o 
/l~OO 

Lema 2. llhll~.x ~ O cuando n~=. 

Prueba. 
Por (3.6) es suficiente mostrar que si n~=, entonces 

S 
Un (t,s) - U(t,s) ~ O en L(X) (4.15) 

uniformemente en (t,s)E~. Notemos que gEL~(I(X)). Como 

An (t,U 11 (t))- A(t,u(t)) = [A 11 (t,U 11 (t))- An (t,u(t))] + [A 11 (t,u(t))- A(t,u(t))] 

tenemos que 

S 
An (t,U 11 (t))- A(t,u(t)) ~ O en L(X) 

pues de la Hipótesis 4 y del Lema 7 

IIA 11 (l,U 11 (t))- An (t,u(t))IIL(Y,X)::::; ¡.¡., llun (t)- u(t)llx ~O 

uniformemente para tE [O,T1 ], y de (3.3) tenemos 

S 
An (t,u(t))- A(t,u(t) ~O en L(X). 

Entonces, por el Teorema 2.8 obtenemos ( 4.15). D 

45 



Por Jo tanto en (4.12) 

lim llun - uii~.Y = O 

lo que completa la demostración del Teorema 3.2. 

5. Aplicación a la ecuación 
Korteweg-de Vries. 

generalizada de 

En esta ecuación vamos a considerar el problema de Cauchy (5.1) para la 
ecuación de Korteweg-de Vries generalizada, 

{
d1u+d;u+a(u)dxu=O, O$,t$,T 

u(O,x) = qJ(x) 

y XE R 
(5.1) 

en la cual aE e (R,R) y todas las funciones son asumidas con valores en 
los reales. Probaremos que (5.1) es un problema localmente bien colocado 
en el espacio de Sobolev Hs (R) con s~3, suponiendo que el dato inicial 
pertenece al mismo espacio. Para esto es suficiente verificar las hipótesis de 
los Teoremas 3.1 y 3.2. 

Denotaremos por f a la integral sobre todo R, y el producto interno y la 

norma en Hs (R) por(. , .)s y ll.lls, respectivamente. 

Hipótesis l. Sean X= L2 (R) con producto interno(. , .) y norma 11.11, y 
sea Y= H2 (R) donde s~3/2 es un número real fijo. Sabemos que Y está 
contenido densamente en X. 

Definimos S en Y por 
1\ 

Su(~) = (1 +~2 )s12 íi @ para uE Y. 

Proposición 8. SEL(Y,X) es un isomoifismo isométrico. 

Prueba. 
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Para cada uE Y tenemos que ( 1 +~2)st2 u (~)E X, y como la transformada de 
Fourier es un operador unitario de X en X, tenemos que 

Su= [(1+~2)st2 u (~)t EX 

así R(S)c X. También, por Plancherel 

Luego SEL(Y,X) es una isometría (en consecuencia inyectivo), con imagen 
R(S) cerrada. Veamos que S es sobreyectivo. Con este fin notemos que si 
vE C0 ~ (R) entonces 

También 

Así u EH s (R) y Su = v. Por lo tanto C0 ~ (R) ~ R(S). Luego, tomando la 
clausura en X 

X= c;(R)~R(Sh;;; X= X 

tenemos que R(S) = R (S) =X. 

Esto prueba la Hipótesis l. 

Hipótesis 2. Elegido u0 EH s (R), sea R > llu0 lis un número real fijo y 
consideremos la bola 

W = B[O,R] = { vEH' (R): llvll, s R}. 

Definimos el operador A0 por 
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{
D(A0 ) = H 3 (R) 

A0u=d;u para uE D(A0 ) 

Tenemos entonces la siguiente proposición. 

Proposición 9. A0 es el generador de un C0-semigrupo de contracciones 

en X. 

Prueba. 

Tenemos que (Ao u, u)= O para todo uED(A0). 

Antes de continuar con la verificación de la Hipótesis 2, observemos que 
d, a(y)(x) es continua, pues aE C" (R,R), y limitada si yE W. En efecto, 
notemos primero que d, yEL~ (R) y 

pues 

A si 

lid, yli2
,.¡ = J (1+~2)'" 1 Id: y (~)12 d~ = J (1+~2)'. 1 ~2 l_v (~)12 d~ 

~ f (1 +~2)s I.Y @12 d~ = liyli; . 

lid, ali = = sup [d, a(y)(x)l = sup Id, a(y(x))d,y(x)l 
L XER XER 

~lid, yli~ sup ICJ,a(y(x))l ~ aKR 
XER 

donde a= sup Id, a(y(x))l < =. 
XER 

Para cada yE Y, definimos el operador lineal A 1 (y) por 

{

D (A 1 (y))= H 
1 
(R) 

A1(y)u=a(y)dxu para UE D(A1(y)). 
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Vamos a probar las siguientes proposiciones. 

Proposición 10. Para cada yE W, A 1(y) - wl es disipativo para todo 

ak:.ta.KR, donde K es una constante que no depende de yE Y. 

Prueba. 
Para todo uE H1 (R) tenemos 

(A 1 (y)u,u) = J a(y)ax u.udx = I J a(y)ax u2 dx 

= I J a(y). u2dx ~ I 11ax all ~ J u2 dx ~ taKRIIull2 • 
L 

Además, si aS2 I a.KR tenemos 

((At (y)- wl)u,u) = A 1 (y)n,u)- wllull2 ~ (t a.KR- w) llull2 ~O. 

Por tanto A 1 (y)- wl es disipativo para todo ak:.ta.KR. O 

Proposición 11. Si w~ ta.KR, entonces A1 (y)- wl es A0 limitado. 

Prueba. 
Para todo uE Y tenemos 

li(A 1 (y) -wl)ull ~ lla(y)a, ull + llwull ~ lla(y)ll~ 11ax ull + wllull. (5.2) 

De la desigualdad de Gagliardo-Nirenberg obtenemos 

Luego, de la desigualdad de Young para todo DÜ 

11a, ull ~Ella\ ull + C(E) llull . 

Tomamos E= Zlla¿.)IL, y sustituyendo en (5.2) 

II(Al (y)- w/)ull ~ t IIAo ull +e llull para todo UED(Ao) 

Jo que prueba la proposición. o 
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Definimos el operador A por 

{
D(A)=Y 

A(y)=A0 +A 1 (y) para yED(A). 

Notemos que para cada yE Y, D(A(y)) = H3 (R) y A(y)u =él\ ul + a(y)dx u. 

Proposición 12. {A (y) }yEW es una familia de operadores lineales en X 

que generan semigrupos de clase C0 (l,m), donde (J.};?_fa.KR. 

Prueba. 
De las Proposiciones 11, 12, tenemos que el operador A(y)-{l)[ genera un 
C0-semigrupo de contracciones para todo (}.);?_fa.KR .. Ase, A(y) genera un 

C0 ( 1 ,ffi)-semigrupo en X. O 

La Proposición 12 prueba la Hipótesis 2. 

Hipótesis 3. Sea S(R) el espacio de Schwartz de las funciones en R 
rápidamente decrecientes en el infinito. Notemos que si u E S(R) entonces 
SuES(R) y 

(5.3) 

Ahora sea M, el operador de multiplicación por a, esto es 

Ma u(x) = a(y(x))u(x) 

donde yE W es arbitrario. Sabemos que M,EL (Y). 

Usando M. podemos escribir 

A (y)=- d3 
X- M. dx . 

Luego, si uES(R) tenemos, por (5.3), que 

[SA(y) - A(y)S]u = [SM.- M. S]( -él, u). (5.4) 

Probamos la siguiente estimativa. 

Proposición 13. Para todo u E S(R) 

II(SM,- Ma S)ull :5: Cllalls llulls·t 

Si {S(t) }¡;,il es un Co (M,O)-semigrupo en X con generador A-~1. entonces { T(t)=e~'S(t) lt;,il 
es un C0 (M.~)-semigrupo en X con generador A. La recíproca también vale. 
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Prueba. 
Sea uES(R) y denotemos a(x) = a(y(x)). Entonces 

[(SM.- M. S) u]!' (~) = (1 +~2)s12 M. u@- M. Su@. 

Pero M. cp(~) = (a* q) )@ para toda cpE S(R) , luego 

[(SM.- M. S)u]A (~) = (1 +~2)"12 (a* q) )(~)-(a* Su)(~) 

f [(1+~2)s/2- (l+r¡2)s/2] a(~- r¡) u (r¡)dr¡. (5.5) 

Por el Teorema del valor medio tenemos 

donde e pertenece al intervalo de extremos~ y r¡. Así 

de donde 

Por tanto, de (5.5) y (5.6) obtenemos 

Sea g tal que g (~) = l~lla (~)1, y denotando 

entonces 

[¡ (~) = J (1+~2)(s-l)/2 g (~- r¡) lú (r¡)l dr¡ 

[z (~) = f (1+~2)(s-l)/Z g (~- r¡) lrt (r¡)l dr¡ 

Sea } 1 (~) = 1 ¿¡ (~)1, entonces 

(5.7) 
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Luego 

pues s - 1 ~ 2. Pero, 

y también 

Por tanto, 

ll/¡ 11 ~ e llalls llulls-1 . (5.8) 

Así, de la desigualdad de Young 

donde 

y 

Luego 

11/2 11 ~ e11all2 llulls-1 ~e llalls llulls-l . (5.9) 
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De (5.7), (5.8) y (5.9) obtenemos 

II(SMa- M a S)ull = II[(SM.- M. S)u]"llll ~ Cllall, llull,.1 

lo que completa la prueba. D 

Por tanto de (5.4) y la Proposición 13, obtenemos 

II[SA(y) - A(y)S]ull [S m.- M.S] ( -d, u)ll ~ Cllall, llull, , 

para todo u E S(B). Ahora, para cada yE W, definimos el operador lineal ii(y) 

por 

{ 
D(B(y)) = S(R) (S.lO) 

B(y)u = (SA(y)- A(y)S)S- 1u para u E S(R). 

Entonces, para todo uES(R), tenemos que 

llii(y)ull ~e llall, us·' ull, ~ llall, llull 2 
L 

(5.11) 

Así ii(y) es un operador lineal limitado. Como S(R) es denso en X, 

extendemos ii(y) a X por continuidad y obtenemos el operador lineal B(y) 

tal que 

B(y)EL(X) y IIB(y)IIL(X) ~ Cllalls = A1 para yE W. 

Veamos ahora la siguiente proposición. 

Proposición 14. Para cada yE W tenemos que D(SA(y)S-1
) = D(A(y)) y 

SA(y)S _, =A (y)+ B(y). 

Prueba. 

Sea yEW,uED(A(y))=H 3 y {un}:=l unasucesiónen S(R), talque 

Un -4 u en H3
. Entonces (5. 10) 

A(y)S -I Un= S-I [A(y)un + ii(y)un ] 

y como B(y)u = lim B(y) Un obtenemos que 
Jl~OO 

X 
A(y)S"1 Un~ s·' [A(y)u + B(y)u] cuando n-4oo. 
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Por otro lado lim S~ 1 un en X, y como A(y) es un operador cerrado tenemos 

que S~ 1 uED(A(y)) y 

X 
A(y)S~J Un~ A(y)S~J U cuando n ~ =. 

Luego 

A(y)S~ 1 u= S~ 1 [A(y)u + B(y)ul E H'. 

Por lo tanto uED(SA(y)S~ 1 
) y 

SA(y)S~ 1 u= A(y)u + B(y)u 

esto prueba que SA(y)S~ 1 es una extensión de A(y)+B(y). Además, si A> m 
entonces AE p(A(y)) y 

S[A(y)- A/]S~ 1 u= A(y)u + B(y)u- Au para uEW3
• 

En consecuencia 

S[A(y)- A/]S~ 1 = A(y) + B(y)- Al 

es decir, SA(y)S~ 1 = A(y) + B(y). O 

De (5,1 1) y la Proposición 14 tenemos la Hipótesis 3. 

Hipótesis 4. Vamos a mostrar la siguiente proposición. 

Proposición 15. Para cada yE W, D(A(y));;¿Y, A(y) es un operador 

lineal limitado de Y en X, y existe J11 > O tal que 

para todo y¡, Yz E W. 

Prueba. 
Como s:2:3 tenemos que D(A(y)) = H 3 ;;¿Y para cada yE W. Además, para 
uE Y tenemos que 

liA(y)ull = llé13
x ull + lla(y)ox ull 

54 



:S: liCl3, uli + liali ~lid, uli 
L 

:S: (1+ liali ~) liuli, 
L 

pues lid\ uli y lid, uli no son mayores que liuli, . Luego 

sup{IIA(y)uli : liuli, = 1} :S: 1 + liali ~ 
L 

y por tanto A (y) es un operador lineal limitado de Y en X. Ahora, si y1 ,y2 E W 

entonces para uE Y 

A(y1 )u- A(yz)u :S: (a(y2) - a(y1 )) d, u 

así 

IIA(y1)u- A(y2)uli :S: lia(_y2)- a(_y1)1ilid, uli, 1 

:S: SUPxEW Id, a(x)lliy1 - Y2liliuli, . 

Entonces 

IIA(y1 ) - A(y2)1iL(Y.X) :S: sup Id, a(x)l liy1 - )'zli 
XEW 

y la prueba está completa. o 

Así hemos verficado la Hipótesis 4. 

Hipótesis 5. Es trivialmente satisfecha pues W = BR [O] es una bola 
centrada en el origen. 

Hipótesis 7. Probemos que existe ¡.t3 >O tal que 

para cada Y~> Yz E W. 
En efecto, es fácil ver que 

B(y) =[MaS- SMa)a,s· 1 

donde a = a(y). Entonces 
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Como M a -M a =M a _a , tenemos que 
2 1 2 1 

B(y1)- B(yz) = [S(Ma _a ) -(M a _a )S]oxS-1 = B(y1- y,). 
2 1 2 1 ~ 

Por lo tanto 

IIB(y1)- B(yz)IIL(Y.X) ::::; Clla (YJ - Yz)ll,::::; Clly1 - Y2lls 

esto completa la prueba de la Hipótesis 7. 

Hipótesis 6 y 8. Son trivialmente satisfechas pues f= O. 

Habiendo verificado las hipótesis de los Teoremas 3.1 y 4.1, podemos 
enunciar el siguiente teorema. 

Teorema 5.1 Para todo cpEH' donde s;::::3, existe T0ER y una única 
función 

UE C([O,ToL Hs) n C1 ([O,To], L2
) 

tal que u es solución de (5.1 ), y u depende continuamente de cp. 

El argumento dado anteriormente muestra que la forma del término (); 

en (5.1) no tiene significado especial. Este término puede ser substituído por 
P(D)u con cualquier polinomio P, de grado m;::::2, con la siguiente condición 
si m es un número par, el signo del coeficiente del término principal debe ser 
( -1 )m12

• En este caso se puede elegir Y= H 5 con s;::::m. 

En [K6] Kato probó la existencia, unicidad y dependencia continua del 
dato inicial para la solución local cuando cpEH' con s >f (s=oo es incluído). 

Además, la solución permanece en el mismo espacio del dato inicial. Para 
aplicar el Teorema 3.1, en este caso, es necesaria una transformación 
preliminar de la incógnita por 

u(t) = T(t)v(t), (5.12) 
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donde { T(t) }¡;,0 es el C0-grupo unitario en H s generado por el operador 

anti-adjunto J; en cada H s. Sustituyendo (5.12) en (5.1) obtenemos la 

ecuación de evolución cuasi lineal para v 

at V+ A(t, v)v =O, 

donde 

A(t,y) = T(-t)a(T(t)y) CJ1 T(t) 

es un operador lineal que depende de t y de yEHs. Al verificar las hipótesis 
correspondientes al Teorema 3.1, el trabajo es análogo, excepto por la 
Hipótesis 4. En lugar de ésta, se puede probar que 

tE [0,7] H A(t,y) E L(Y,X) 

es fuertemente continua, y no continua en la norma de L(Y,X) como requiere 
la Hipótesis 4. 

Es importante anotar aquí que el resultado de Kobayasi [Ko] para las 
ecuaciones de evolución lineales, mencionado al final de la sección 2, 
permite mostrar que es suficiente la continuidad fuerte de 

tE [0,7] H A(t,y) E L(Y,X) 

en el caso cuasi lineal. Así el Teorema 3.1 puede ser aplicado. 
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