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CONVERGENCIA NO ESPACO
DE ORDENS DE UM CORPO
FORMALMENTE REAL

José Carlos Cifuentes Vasquez

Introducao.

Nesta palestra pretendemos mostrar que a topologia
de Harrison do espacgo de ordens de um corpo
formalmente real é uniformizdvel, e que o espaco
uniforme resultante é Cauchy-completo,
explicitando os limites das redes de Cauchy
correspondentes. Como coroldrio teremos
que tal espaco é compacto
Jja que, como veremos a estructura uniforme subjacente
é totalmente limitada.
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ESTRUCTURA UNIFORME DO ESPACO DE ORDENS.

Seja F um corpo, dizemos que F & formalmente real se -1 ¢ T F*. Artin
e Schreier mostraram que um corpo F ¢é formalmente real se e s se existe
uma ordem linear < compativel com as operacdes de F (cf. [Pr], p. 5).

Cada ordem linear compativel < sobre F pode ser identificada com um
cone positivo de F, ie. com um subconjunto P c F tal que

P+PcP
P.PcP
Pn-P={0}
PuU-P=F.

A identificagfo se faz mediante a seguinte traducdo: dada uma ordem <
definese o cone associado como P. = {x € F/ x 20}, e dado o cone P
define-se a ordem associada como x <py seesdse y-x € P. Esta
defini¢do € tal que <p_=< e Pcp=P.

Seja Xg a colegdo de cones positivos de F, ie. a colegdo de ordens de F.
A topologia de Harrison sobre Xy € definida mediante a seguinte sub-base
de abertos: {H(a)},er, onde para cada aeF, H(a) = {PeXg/ acP}. Os

n
elementos da base sdo colegdes da forma H(ay,...,a,) = ﬂ H(a). Uma
i=1
propriedade fundamental desta base é que os seus membros sdo clopens, ic.
abertos e fechados, o que é uma consequéncia da identidade H(a)® = H(-a),
vélida para a #0; para a=0, Il(a) = Xr que trivialmente € um clopen.

Un espago topoldgico com uma base de clopens € dito um espgo zero-
dimensional.
Num espago zero-dimensional X, a partir de uma base de clopens &, pode

ser definida a seguinte sub-base de uniformidade (cf. [Ke] cap.6): {%y}vee»
onde paracada Ve&, %y = {(x,y) € XXX/ x e V& yeV}. Aqui também, a

base de uniformidade, que chamaremos de uniformidade natural, é obtida
mediante interse¢des finitas dos membros da sub-base.

Uma base de uniformidade captura as propriedades essenciais dos
conjuntos { Z%}c.o, definidos no produto cartesiano MxM de um espaco
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métrico (M.d), onde para cada € > 0, 7% = {(x,y) € M x M / d(x,y) < €}.
Neste caso, as bolas do espago sdo obtidas fixando uma coordenada:

B. (x) =% [x] = {(xeM ] (x,y) € % }= {yeM/d(x,y) <¢&}.

No caso de um espago zero-dimensional X, as “bolas generalizadas”
correspondentes obtém-se como

V, se xeV

Uy [x]={yeX/ (x,y)e % }= {yeX/xeV er}={ .
Vi,se xeV

O V substitui o raio do caso métrico.

Esta dltima propriedade tem como consequéncia imediata que o espago
uniforme resultante € totalmente limitado (cf. [Ke] p.198) pois, por exemplo,
se V20, X, entdo, existem xeV e yeV*® logo, X = VUV® =% [x] U
2y [y], ie. X é a unido finita de “bolas” de “raio” dado.

Na teoria de espgos uniformes temos a seguinte caracterizacio da
compacidade:

COMPACIDADE = COMPLETUDE DE CAUCHY + LIMITACAO TOTAL,

sendo que o primeiro membro independe da uniformidade, porém o segundo
ndo. Aqui, um espaco uniforme € dito Cauchy-completo se toda rede de
Cauchy converge (cf. [Ke] p.198).

No caso da topologia de Harrison, e a respeito da uniformidade natural,
ser compacto equivale a ser Cauchy-completo.

Mostraremos que o espago uniforme subjacente a X é Cauchy-completo
construindo os limites das redes de Cauchy do espago.

Se (D,<) € um conjunto dirigido, entdo, uma rede {x;}icp, num espago
zero-dimensional X, € dita rede de Cauchy se para todo Ve® existe ke D
tal que para ij >k, (x; x;) € %y; e um ponto xeX ¢ dito limite da rede
{x.}iep se para Ve® existe ke D tal que para todo i =k, (x,x;) € %y .

No caso de ser X um espago de Hausdorff os limites sdo tdnicos; eles
serdo demostrados por x = lim; x; . O espago de ordens X é Hausdorff pois,
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se P,Q €Xg com P#£Q, entdo, por exemplo, existe ac P\Q, ie. PeH(a) ¢
Qe H(a)* = H(-a). Portanto, os limites das redes em X sdo Ginicos.

U-CONVERGENCIA.

O estudo da convergéncia das redes de Cauchy num espago zero-
dimensional (que suporemos Hausdorff), e a respeito da uniformidade
natural, pode ser feito mediante o estudo de um outro tipo de convergéncia, a
U-convergéncia, cujos limites podem ser calculados explicitamente.

Definicao. Sejam X um espaco zero-dimensional e B uma base de
clopens em X Sejam{x; }iep uma rede em X e U um ultrafiltro sobre D
(ie. U< P(D) tal que (@) o ¢ U, (b) A,BeU implica AnBeU, (c) AeU
e ACB implica BeU, (d) paratodo AcD, AeU ou A° eU). Definimos o
U-limite por: x = limy x; se e somente se para todo Ve 8, {ie D/ (x,x,)€%y}
€ U; ou equivalente, para todo Ve®@,

* xeV o {ieD/xe Vie U

Podemos entender a U-convergéncia interpretando o ultrafiltro U como
uma cole¢do de suboconjuntos “grandes” de D no sentido da teoria da

medida. De fato, dado um ultrafiltro U sobre D pode ser definida uma
1, se AeU

medida aditiva py : P(D) — {0,1} por uy (A) = { e ae ; analoga-
0, se Ag U

mente, dada uma medida aditiva u: P(D) — {0,1} pode ser definido um

ultrafiltro U, sobre D por U, =1{A c D/ p (A)=1}. Esta defini¢io ¢ tal

que py,=p e Uy =U.

Desde ponto de vista, x = limy x; se e 86 se para todo Ve, xe Vo x; eV
para “quase todo” ie D (no sentido doultrafiltro U).

E consequéncia imediata da defini¢do que (no caso de ser X um espaco
de Hausdorff), se existe limy x; , entdo, € Gnico e {limy x;} = N{Ve&/{ie D/
x;eV}eU}. Dai, se X é compacto, a existéncia de limy x; estaria garantida
por pertencer a interse¢do de uma familia de fechados (bdsicos) com a
Propriedade de Intersecdo Finita.
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CARACTERIZACAO DA COMPLETUDE DE CAUCHY.

O nexo fundamental entre a convergéncia de uma rede de Cauchy e a U-
convergéncia € dado no seguinte Lema de Convergéncia que enunciaremos
sem demonstragdo. Para isso precisamos do seguinte conceito: um
ultrafiltro U sobre um conjunto dirigido D ¢ dito livre se contém todos os
subconjuntos Ay = {ieD/i2>k} para keD.

Lema de Convergéncia. Seja {x; }icp uma rede de Cauchy em X e U
um ultrafiltro livre sobre D. Entdo, lim; x; tambén existe e, neste caso,
limi X = llmU x;. 0O

A partir dai podemos demonstrar facilmente o seguinte teorema de
caracterizagio da completude de Cauchy e, portanto, da compacidade, de um
espago zero-dimensional.

Teorema 1. Sdo equivalentes:
1) Paratoda rede {x; }icp e todo ultrafiltro u sobre D, existe limy x; .
ii) Para toda rede de Cauchy {x; }icp e todo ultrafiltro livre U
sobre D, existe limy x; .
i) O espago X é Cauchy-completo.
iv) O espago X é compacto.

Demonstracao.

(i = ii): Trivial.

(ii = iii): Consequéncia imediata do Lema de Convergéncia.

(iii = iv): Imediato por ser X um espago uniforme totalmente limitado.

(iv = I): Imediato pelo fato de que {limy x; } expressa-se como intersecdo
de uma familia de fechados com a Propriedade de Intersecdo Finita. O

Usando a parte (i) do teorema de caracterizagdo anterior podemos
demonstrar que o espago de ordens Xg de um corpo formalmente real F' €
Cauchy-completo e, portanto, compacto.

Devemos mencionar que as demonstragdes usuais da compacidade do
espco Xg consistem em mergulhar o espaco como um subespago fechado do
espaco compacto {0,1}F, estando {0,1} munido da topologia discreta (cf.
[Pr] p.91).

Teorema 2. Xi é Cauchy-completo.
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Demonstracéao.

Seja {Piep uma rede de cones positivos em Xpe U um ultrafiltro sobre
D. O U-limite P =limy P;, se existir, deve satisfazer a seguinte propriedade:
para todo aeF, PeH(a) < {ie D/ P,eH(a)}eU, ie. ac P={ie D/ac P;}e U,
logo, P={acF/{ieD/acP;}eU}= U nPi (limite-indutivo dos P; ).

AelU ieA

Basta provar que tal P € um cone positivo em F e, para tal efeito,
usaremos o Teorema de Ultraprodutos de £6s (cf. [B-S] cap. 5).

Consideremos a familia de estructuras ordenadas {<F,P>}cp . Entdo,
pelo Teorema de Lés, o ultraproduto médulo U da familia, <F°1U, Iy P; >,
¢ um corpo ordenado, sendo F°IU, salvo identificagbes, uma extensio
(trascendente) de F e ITy P; um cone positivo em F°/U tal que

IuP)nF= NP=P
AelU ie A

Por tanto, P € cone positivoem F. O

O método seguido pode ser utilizado para demonstrar a completude de
Cauchy de, entre outros, o espectro real de um anel con a topologia cons-
trutiva (cf. [B-C-R] cap. 7) e, em forma mais geral, do espago de Stone de
uma élgebra de Boole (cf. [Ci]). E importante mencionar que a equivaléncia
(*) que define a U-convergéncia é a versdo topologica do Teorema de
Ultraprodutos de L6s.
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