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LA ECUACION LOGISTICA
Y LA FISICA
DE LAS TRANSICIONES DE FASE

Jorge L.M. Quiroz - David Thompson

Introduccion
En las dos ultimas décadas, se ha podido apreciar
que el tema de las transiciones de fase y de los
fenémenos criticos relacionados con ellas resulta
un campo de sostenido interés.

Esto por varios motivos, de los cuales podemos sefialar
tres: En primer lugar el fenémeno en si, que constituye
una atractiva manera de ver actuar a la naturaleza;
en segundo lugar, varias transiciones de fase
son usadas regularmente en la labor y desarrollo
tecnolégico actual (basta mencionar el drea de ciencias
de materiales).

Finalmente, el tema de transiciones de fase no estd
restringido al campo de la fisica, sino que
-por ejemplo- abarca también fenomenos en la quimica y
en la biologia.
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En el presente articulo queremos aprovechar el comportamiento
diferenciado (conforme variemos el pardmetro A) que muestra la ecuacién
logistica :

Xow =40 X, (1-X0), 0=A<1 (H

para mostrar algunos elementos que se dan en la fisica de las transiciones de
fase.

La ecuacion logistica

La ecuacion (1) es propiamente un mapeo que tiene su origen en el
estudio del tamafio de la poblacién de una determinada especie segin la
variacion del tiempo. Fue estudiada de esta manera por Robert May [1] en la
Universidad de Princeton.

La forma que tiene la ecuacién (1), aplicada al estudio del tamafo de la
poblacién de cierta especie, debe contener informacién sobre la tasa de
nacimientos y decesos. Ademds, si no existe cruce entre una generacién y la
siguiente (podriamos estar analizando los datos obtenidos en censos
realizados periédicamente) no hay problema en considerar una ecuacién
discreta en el tiempo en vez de continua. Al iniciar el estudio podriamos
escoger : X,y = aX, . Esta expresion sencilla (un modelo lineal) indica que
a representa el factor de crecimiento y serd mayor que uno si la tasa de
nacimientos se mantiene superior a la de muertes y menor que uno en caso
contrario ( la igualdad en las tasas se expresa obviamente por a = 1). Sin
embargo, en la vida real el modelo es mds complejo pues debemos tener en
cuenta que la especie analizada estd inmersa en un medio del cual recibe el
sustento. Si la poblacién creciera en demasia, los recursos se verian
mermados y el factor de crecimiento disminuiria automdticamente. Con una
poblacién maxima este factor serfa nulo, de aqui que consideramos mejor un
cambio del tipo a — a(l- X,). Este nuevo factor hace que nuestro modelo
sea no lineal. Apréciese que estamos considerando X, como la fraccion de
habitantes segin la poblacién maxima. También, mediante el proceso de
iteracién, la ec. (1) va reportando el nuevo nimero de ‘habitantes’ en una
determinada especie. La variable tiempo estd asociada con la variable n .

Para estudiar el comportamiento que tiene el mapeo logistico (como
también se le conoce s6lo basta escoger un valor para A y partir de un valor
inicial para X,'. Luego de operar en la ecuacién (1) obtenemos X, , que a su
turno proporcionard el siguiente valor X, . Seguimos asi, realizando en cada

Elvalor Xo que da inicio a la cadena de iteraciones recibe el nombre de “semilla’.
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turno una secuencia de operaciones simples, y con un poco de paciencia
vamos edificando el comportamiento de esta ecuacién. Al final
encontraremos, segiin el valor elegido para el pardmetro A, un valor al cual
tienden las iteraciones (que denotaremos por X.. y al cual llamaremos punto
fijo), pero ademds, y aqui estd para muchos lo mds interesante de esta
ecuacién, apreciaremos que el mapeo se vuelve impredecible. Pero hay mads,
antes de llegar a este comportamiento aparentemente aleatorio, otros valores
de A conducen a una serie de oscilaciones (ciclos limites) entre determinados
valores de X, , es decir, existe un comportamiento periddico. La siguiente
tabla muestra los valores alcanzados por X.. segiin el rango empleado para A:

Tabla 1. Comportamiento de X..
Rango Valor de X,
. L
0 LAy 0
1 3 L
< A< i 1-77
(1+4 1)-4 A=314)(A+1/4
2ons< 1+;/E 84
(144 1)+44/ A=374)(A+1/4
81
16 3,569 Variable y muiltiple
<A Y p
# <r< i cadtico

Para facilitar la observacién de este comportamiento podemos graficar X,
vs n que mostrard la dircecién que toma el mapeo conforme avanzamos en la
iteracion, sin embargo le animaré a usted que realice esos diagramas (en
todo caso puede revisar [2]). A continuacién le presentaré otro tipo de
diagramas, igualmente utiles, en donde graficamos el espacio de fase X,
vs X, . Para todos los diagramas de la Fig. (1) la semilla ha sido la misma
(Xo = 0.7), ademds se han tomado los primeros 100 iterados y la tnica
variacién viene dada por el valor de A. Es fécil reconocer en las Fig. (1.1) -
(1.6) hacia donde tiende el mapeo apreciando la acumulacién de puntos en
los diagramas. Los dos primeros muestran un valor fijo y el dltimo delata
una distribucién en todo el espacio.
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Fig. (1.1) Diagrama de fase
(lambda = 0.22)
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Fig. (1.3) Diagrama de fase
(lambda = 0.80)
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Fig. (1.4) Diagrama de fase
(lamda = 0.863)

1,0

75



76

Xn+1

Fig. (1.5) Diagrama de fase
(lambda = 0.92)
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Fig. (1.6) Diagrama de fase
(lambda = 0.99)
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El camino que se sigue hasta el caos {(ese comportamiento aperiddico del
mapeo para valores de A cercanos a 1) es representado en la Fig. (2) - X.. es
denotado por el simbolo Xinf - . Se han graficado los distintos valores que
alcanza X.. conforme vamos modificando A. Apreciamos gue primero se
tiene un valor nulo (la poblacién se extingue!), luego X.. se torna finito
distinto de cero y posteriormente, al cruzar A = 0.75, aparece un desdobla-
miento en los valores que alcanza X.. . La ruta hacia el caos est4 iniciada.

Fig. (2) Comportamiento de
Xinf vs lambda
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Las Transiciones de Fase

Bueno, detendremos un instante el anilisis de la ecuacion logistica. Es el
momento de presentar la relacién con las transiciones de fase.

;Qué es una transicién de fase? en pocas palabras es el proceso mediante
el cual una sustancia o sistema adquiere una nueva estructura ¢ una nueva
propiedad la cual estuvo ausente antes de la transicién (por ejemplo, en una
transicién paramagnética-ferromagnética serd el momento magnético
espontdneo). Tales transformaciones estdn caracterizadas por cambios
abruptos, discontinuidades y fluctuaciones fuertes de ciertas variables fisicas
(3] - [4].

La Fig. (3) presenta el comportamiento de la magnetizacién M y de la
susceptibilidad y versus la temperatura en una transicién de fase ferro-
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paramagnética. En el primer diagrama de la Fig. (3) apreciamos que
conforme aumentamos la temperatura la cantidad M - asociada con las
propiedades magnéticas del material - va disminuyendo en valor. Para cierta
temperatura T, (femperatura critica o también conocida como temperatura
de Curie) la magnetizacién se vuelve nula y el material deja de tener - a
nivel macroscopico - alguna propiedad magnética de interés. Obsérvese que
la transicién también se da en sentido contrario, esto es, si empezamos desde
una temperatura alta y luego vamos enfriando el material apreciamos un
cambio en las propiedades magnéticas de la sustancia.

Fig. (3) Diagramas relacionados con la Transicion de fase ferro-paramagnética

M4

»T
To

Dependencia de la Temperatura de 1a Magnetizacién

» T

Dependencia de la Temperatura de la Susceptibilidad
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No todas las transiciones de fase son de un mismo tipo. En general, las
transiciones de fase se clasifican en :

- Transiciones de primer orden.

- Transiciones de segundo orden, también denominadas continuas o
criticas (las primeras derivadas de 1a energifa libre son continuas pero
las segundas derivadas son discontinuas o infinitas).

De lo expresado anteriormente y recordando la definicién de la
magnetizacién y la susceptibilidad® de la Fig. (3) tenemos, por ejemplo, que
la transicién ferro-paramagnética es una transicion continua.

A nivel interno, los constituyentes microscépicos de la materia muestran
un alto grado de interrelacion. Este fendmeno cooperativo es responsable del
comportamiento singular de la susceptibilidad magnética ¥ mostrado en la
segunda gréfica de la Fig (3). Decimos que durante la transicién ocurren un
conjunto de peculiaridades en la conducta del sistema. Son los Fendmenos
criticos asociados a la transicion de fase continuas. Empiricamente se
aprecia que ciertas cantidades asociadas con la transicién de fase varian
siguiendo la ley de potencias IT - T, * en la vecindad de la temperatura
critica T, . Las cantidades que caracterizan tal comportamiento, tales como [L
en la ecuacién anterior, se denominan exponentes criticos. Ellos son
inherentes a las cantidades fisicas analizadas y se suponen tener valores
universales independientemente del material bajo consideracion.

Comportamiento critico de la ecuacién logistica

Al observar el gréfico de X.. vs A cerca del valor de A, = % (ver Fig. (2))

y comparindolo con el griafico de M vs T para T cerca de T, (ver Fig. (3)),
apreciamos una gran similitud. Ambas curvas se hacen, o dejan de ser, cero
a partir de un valor determinado pudiendo definir claramente el cambio de
conducta. Lo mismo podemos afirmar del comportamiento en la vecindad de

Aea = %, si ahora observamos la diferencia entre los puntos fijos alcanzados.

% Sila Energia Libre se obtiene de la funcion particion Z: F = -k T In Z, donde T es tempratura

vy K la constante de Boltzman, la Magnetizacién se encuentra a partir de (3—Z)T y la

Susceptibilidad Isotérmica a partir de ( —g%—) T
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Este comportamiento diferenciado y la lentitud en alcanzar su valor
definitivo conforme avanzamos hacia el punto de transicién (en inglés
denominado critical slowing down) (ver Fig. (4.1) y Fig. (4.2)) nos lleva a
tratar la ecuacion logistica como un sistema que sufre mdltiples transiciones
de fase. Por lo tanto, debe manifestarse también una conducta critica en la
region de transicion.

Fig. (4.1) Lentitud en alcanzar el punto fijo
( primer punto de transicion )
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Fig. (4.2) Lentitud en alcanzar el punto fijo
( segundo punto de transicién )
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Para el estudio del comportamiento critico del mapeo logistico definimos
un Pardmetro de Orden (cantidad que permite reconocer la presencia de la
transicién) segin el valor de A empleado.

Cuando A esté en la vecindad de A.; = 0,25 , tomamos el valor del punto
fijo X.. como parametro que indique el cambio de fase:

=0, <A,
Tl20. A> 4,

Segin la teorfa de las transiciones de fase continuas este pardmetro,
cerca del punto de transici6n, se puede expresar mediante la siguiente ley :

X.=A; (h-A)® , dondeaqui A > Ay 2

Cuando A > Ay = 0,75 la bifurcacién hace su aparicién; por lo tanto,
tomamos como parametro de orden la diferencia entre los puntos limites
alcanzados (0), que representa la ‘amplitud’ de 1a bifurcacion:

[ =0, A<,
0 = [X.mavor - Xemenor] 17& 0. As 4
s c2

Obsérvese que ahora el pardmetro de orden necesita dos nimeros para su
definicién. Adema4s, de la misma forma que para el primer pardmetro,
haremos uso de una ley de potencias, dada en este caso por :

0 = [Xomavor - Xemmnor] = A2 (A - A) %, donde A > Ao 3)

De lo anterior, tenemos que 8, y B, son los dos primeros exponentes
criticos que usaremos.

Asimismo, definimos una Funcion Correlacion que mide la relacién
entre la ‘distancia’ al punto fijo desde una poblacion en el instante actual y
la poblacién al inicio. Estas fluctuaciones, cercanas al punto de transicion,
decaen exponencialmente :

I'=Xo- X)X, - X.) = C exp[—2] )

n—oo
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donde 7 representa el tiempo de relajacion. Es propiamente un parametro
que nos indica la escala del sistema (viene a estar relacionado con el ndmero
caracteristico de pasos para alcanzar el estado final).

Como hemos sefialado, en el proceso de la transicion ciertos parametros
presentan una discontinuidad. El tiempo de relajacién T presenta una
divergencia en el momento de la transicibn y su comportamiento en la
vecindad de ese punto se puede representar mediante 1a ley :

T=~DIA-ATA 5)

donde A es otro exponente critico y estd definido como un nimero positivo,
al igual que el resto de exponentes criticos tratados.

En el punto critico mismo, rangos de gran ‘longitud’ se desarrollan en el
sistema, el tiempo de relajacién se convierte infinito y las fluctuaciones
decaen como una ley de potencias:

an—lp-, con A=A ©)

donde p es el exponente critico de la ley de potencias para la funcién
correlacién.

Resultados del estudio numérico y analitico sobre la
ecuacion logistica

El trabajo se ha concentrado en el estudio del comportamiento de la
ecuacion logistica en los dos primeros puntos criticos. El trabajo no incluye
el comportamiento cadtico del mapeo que viene a ser, por si mismo, otro
tema de investigacion.

A continuacién mostraremos los resultados numéricos producto de
aplicar el formalismo de las transiciones de fase (fendémenos criticos) al
mapeo logistico. La ventaja de trabajar analiticamente reside en la
posibilidad de encontrar una solucién completa y precisa (en la medida de
las aproximaciones realizadas) del modelo planteado; sin embargo, no
siempre se dispone de una via sencilla (como por e¢jemplo, a partir del
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segundo punto de transicion) y de aqui que surja el interés de realizar un
modelado numérico de los datos obtenidos via recurrencia dentro del mapeo.

Al realizar el ajuste de los datos del mapeo con los distintos modelos
planteados en el acapite anterior hemos seguido el ajuste lineal de minimos
cuadrados [5] para el caso general :

M

V)= X, ey (x) )

k=1

donde:
¢ y(x) representa los datos obtenidos del mapeo a ser modelado.
e g, representa los coeficientes a ajustar buscando el mejor acuerdo
entre los datos y; y el modelo.
e . representa las funciones base del modelo.

Aqui y y x dependerdn de las X y las n involucradas en el mapeo.
Ademas, consideramos trabajar con N datos y(x), buscando M pardmetros dy.
En general, en nuestros célculos usamos N = 21 y M = 2, aunque también se
utilizaron otras combinaciones segiin se comenta en [2].

La funcién escogida para medir el acuerdo entre los datos y el modelo,
denominada funcidn de mérito, varia segin el conjunto de coeficientes ay
seleccionados. El proceso de ajuste termina cuando se encuentran los
mejores parametros g, que hacen que la funcién dé mérito alcance un
minimo. En nuestro caso hemos elegido minimizar Chi-cuadrado que viene
dado por la siguiente expresion:

N M
}’,»—Z_ Uy (x,‘) 2
X2=Z[ k=1 Kk Tk ] )
i=1

51
donde y; representa el i-ésimo dato con una desviacién estdndar asociada o;.

Los resultados obtenidos siguiendo las técnicas numéricas comentadas
anteriormente son (ver también desde 1a Ec. (2) hasta la Ec. (6) ):
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TABLA 2. Valores numéricos de los exponentes criticos analizados

84

Cantidad Valor
A, 3.9981 + 0.0001
B, 0.999963 + 0.000004
A, 1.33320  + 0.00001
B2 0.4999924 + 0.0000008
Cantidad Valor
D 0.99801 = 0.00002
D2
(rama inferior) 0.5599 =+ 0.0002
D2
(rama superior) 0.5599 =+ 0.0002
Cantidad Valor

Ci. (antes del pto. critico)

0.253 £0.007

Aq. 1.000 £ 0.002
Ci+ (después del pto. critico) | 0.25 +£0.02
Ay g 1.000 £ 0.005
C,. 0.26 = 0.02
A, 0.997 + 0.006

C,+ (rama inferior)

0.124 £0.008

A4 (rama inferior) 1.003 £ 0.006
C,+ (rama superior) 0.124 + 0.008
A, (rama superior) 1.003 £ 0.006




En la Fig. (5.1) y en la Fig. (5.2) presentamos el comportamiento
divergente del tiempo de relajacion T en la vecindad de los dos primeros
puntos de transiciéon. Las lineas continuas estin formadas por los datos
obtenidos del ajuste numérico. Ambos gréficos muestran la misma tendencia
divergente del mapeo logistico, con la diferencia - en la Fig. (5.2) - de tener
las funciones respectivas coeficientes diferentes.

Fig. (5.1) Comportamiento de Tau
( cerca al primer punto de transicién)
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Fig. (5.2) Comportamiento de Tau
( cerca al segundo punto de transicion )
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Un desarrollo analitico, que incluye aproximaciones a la ecuacion

logistica (ver {2]), nos lleva a los siguientes valores bastantes cercanos a 1os
mostrados anteriormente :

TABLA 3. Valores analiticos de los exponentes criticos analizados

Exp. critico Valor
B 1
B, 12
P 1
2 172
A 1
A, 1

El conjunto de valores hallados para estos exponentes vienen a

caracterizar cada transicion sufrida por el mapeo.

Comentarios

86

Entre lo notable que podemos apreciar sefialamos :

El comportamiento de X.. (M)alrededor de A.; y A muestra fenémenos
criticos que se describen con el lenguaje de las transiciones de fase
continuas.

El mapeo logistico proporciona un ¢jemplo de un sistema que
experimenta un retardo en alcanzar su estado final conforme nos
acercamos al punto de transicion.

Al ser los pardmetros de orden de cada transicion de distinta
dimensionalidad (en funci6n de las variables necesarias para su
definicién) se encuentra que los exponentes criticos asociados con estas
variables (B; y B») son distintos. El hecho que p; y p, sean también
distintos permite sefialar que las dos transiciones estudiadas son de
distinta clase de universalidad.

Fl exponente critico asociado a la variable que caracteriza la rapidez de
convergencia hacia el estado final es el mismo en las dos transiciones.



*  Jgualmente es interesante, encontrar que el exponente que describe la
divergencia del tiempo de relajacion para el primer punto de transicién
sca igual al respectivo exponente del segundo punto. Nos confirma que
existe un exponente constante relacionado con la variable ‘temporal’
que describe la rapidez de la comvergencia cerca de los puntos de
bifurcacion (ver [6]).
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