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INTRODUCCION A LA
GEOMETRIA PROYECTIVA'Y
GEOMETRIA ALGEBRAICA

José Manuel Aroca

§ 0 Introduccion

Comenzaremos estas notas con una introduccion elemental
para justificar el origen de la Geometria Proyectiva.

Historicamente, la Geometria Proyectiva comienza
en los tratados de Perspectiva de los pintores
y de hecho el primer tratado de la misma se debe
al pintor francés Desargues (1591-1661).

Antes de proceder a la introduccion formal del
espacio proyectivo, vamos a describir en un caso particular y
dentro del espiritu del Programa de Erlangen de F. Klein,
las transformaciones proyectivas en dimension dos
v sobre el cuerpo real.

& Dpro. de Algebra, Geometria y Topologia. Facultud de Ciencias.
Universidad de Valladolid, Espaiia.



Trabajando en el espacio R’ podemos considerar un plano o y el haz de
rectas de vértice en un punto P ¢ o y definir dos operaciones:

a) “Proyectar o desde P”, consiste en tomar para cada punto Q de o la
recta PQ;

b) “Cortar el haz de vértice P”, consiste en tomar para cada recta que
pasa por P el punto (si existe) en que dicha recta corta a o.

La composicién de dos de estas operaciones da lugar a la: perspectividad.
Esta transformacién se obtiene tomando dos planos oty B de R* y un punto P
¢ o U B, y consiste en proyectar ¢ desde P y cortar a continuacion por B, es
decir es una correspondencia T: o — B,enlacual nX) =Y PX =Y.

Obviamente, T no es una aplicacién, pues los puntos de corte de o con el
plano paralelo a B por P, puntos de fuga de 7, no tienen imagen; del mismo
modo los puntos de corte de B con el plano paralelo a o por P tampoco tienen
original, pero fuera de estos puntos, T es una biyeccién y transforma rectas en
rectas.

La presencia de esos puntos de fuga tiene efectos interesantes (Fig. 1)

Fig. 1

Asf, si r y s son dos rectas de o (Fig. 1) que se cortan en Q, punto de fuga,
T(r) y ®(s) son rectas paralelas (y paralelas ambas a [ = PQ) luego rectas
concurrentes se pueden transformar en paralelas y viceversa. Del mismo
modo (Fig. 2), un cuadrildtero se puede transformar en un paralelogramo.
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Fig. 2

Es un buen ejercicio comprobar que se puede transformar un cuadrilatero
en un cuadrado.

La pregunta natural es si existe algin elemento geométrico para
perspectividades, es decir invariante respecto de estas transformaciones. La
respuesta es que el unico elemento invariante es la razén doble. Veamos,
siempre en el caso real, cémo se construye este elemento.

Si A,B,C,D son cuatro puntos de una recta, y fijamos en ella un sentido de
recorrido, se llama razén doble de A,B,C,D a [ABCD] = _é_C—B__[_) (donde
AD BC
XY =d(XY) 6 XY=-d(XY) segun el vector X_;’ tenga el sentido prefijado

o el opuesto; de hecho, si fijamos el vector y, X_)Y = XY -u). Bs claro que Ia
razén doble [ABCD] no depende del sentido de recorrido elegido para
definirla

P

A B C D

Fig. 3
Observemos (Fig. 3) que si P es un punto cualquiera no incluido en la recta
que contiene a los cuatro puntos, y 4 es la distancia de P a esta recta
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1/2AC-h 1/2BD h _ Stpacy SicBp

[ABCD]= — — =

(donde S xyz; = Area del triangulo XYZ). Entonces

%a.}TC.sen AﬁC.%ﬁﬁ.sen BPD

[ABCD]=2—— — —— —=
V. PA.PD .sen APD .Y, PB PC . sen (BPC)

sen APC .sen BPD
B sen APD .sen BPC

Es decir, es independiente de los puntos A,B,C,D siempre que estén
alineados y las rectas PA, PB, PC, PD, sean constantes, por tanto no cambia
por perpectividades y efectivamente es un elemento geométrico.

Comprobado que existen estos elementos, subsiste el hecho de que las
perspectividades no son aplicaciones por la existencia de las “lineas” de
fuga”; la dnica forma de dar imagen a los puntos de estas lineas consiste en
afiadir al plano nuevos puntos, los puntos del infinito, y ese es el origen de la
geometria que vamos a estudiar. L.a forma de afiadir estos puntos es substituir
el plano por el haz de rectas.

En las lineas anteriores hemos sefialado las dos caracteristicas mas
importantes de la Geometria Proyectiva: Aparicién de puntos del infinito, y
sustitucion de las distancias (G. Euclidea) o razones de distancias (G. Afin)
por la razén doble como invariante numérico.

§1 ESPACIO PROYECTIVO. COORDENADAS
PROYECTIVAS

1.1 Sea k un cuerpo arbitrario, V un espacio vectorial sobre k, se Illama
espacio proyectivo asociado a V, al cociente de V-{0} por la relacién u~v <
Jdhek, u=nhy
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El espacio proyectivo asociado a V se representa por P(V) y cada una de
las clases u~= {v 1y = hu, hek, hz0} = [u], se llama “punto del ecpacio
proyectivo™. {

Si L es un subespacio de V, P(L) se identifica de modo natural a un
subconjunto de P(V). Los subconjuntos construidos P(V), de esta forma se |
llaman subespacios proyectivos. Por convenio, ®=P({0}) es un espacio '
proyectivo.

Se llama dimensién del subespacio proyectivo P(L)=S a la dimensién de L
menos una unidad, asi los puntos proyectivos corresponden a rectas
vectoriales, las rectas proyectivas a planos vectoriales, etc. Trivialmente se
verifica que la interseccion de subespacios proyectivos es un subespacio y
que st se define ‘

P(Ly) + P(Ly) = P(Ly + Ly)

el conjunto de subespacios proyectivos de P(V) con las operaciones + e M es
un reticulo modular y atémico isomorfo al reticulo de subespacios vectoriales
de V.
La férmula de las dimensiones
dim Sy + dim S, = dim(S; N S3) + dim(S; + Sy)
se traslada de modo evidente (supuesto siempre que V es finito dimensional)

al reticulo de subespacios de P(V) y asi, por ejemplo, en el plano, dos rectas
se cortan siempre (no existe el paralelismo).

En efecto, si r y s son rectas (dimensién 1) en el espacio P (dimensién 2)

y r#s,como r C r+s C P, r # r+s, debe ser r+s = P, por tanto
dim(r N s) =dim r + dm s - dim(r+s) = 1+1-2=0 = rNs esun punto.

Como el reticulo de subespacios de V es complementario, el de
subespacios de P(V) también lo es, pero si dim P(V) = n, dim V = n+1 y si
S = P(L) con dim § = d, es dim L = d+1, luego el complementario L de L
tiene dimensién dimL = dim V - dim L = n-d y S=P(L), que es el
complementario de S (S + S =P(L+L)=P(V),SNS =P(LNL)=®d) tiene
dimensién dim § =n—d —1. Asi en el plano, un punto P y una recta r con

Pg r son complementarios y en el espacio de dimensién 3, lo son dos rectas
que se cruzan.
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1.2 Antes de entender el espacio proyectivo a partir de la geometria afin,
vamos a ver cOmo se pueden establecer coordenadas en un espacio
proyectivo. Para ello podemos trasladar de modo trivial las nociones de
dependencia e independencia lineal de puntos a uno de estos espacios.

Los puntos [u],....[s,] de P(V) se dicen dependientes o independientes

desde el punto de vista proyectivo si y solo si los vectores {uj,...,i;} SON
linealmente dependientes o independientes.

Asi, si dim V = n+l y [ug),....,[ua], son puntos independientes, los
vectores {u,,...,.4,} son independientes en V'y por tanto forman una base, pero
esta base no esta determinada por los puntos, ya que si h,,...,1, € k¥ = k-{0},
[hi] = Tus] y por tanto {hole,....nlta} €5 otra basc de V asociada a los mismos
puntos. Para conseguir una forma de unicidad en la asignacién de una base a
un conjunto maximal de puntos independientes, se afiade un punto mds, y se
llama “referencia proyectiva” a una familia {P,,...,P,, U} de n+2 puntos de
P(V) tales que cualquier subconjunto de n+1 de ellos esté compuesto por
puntos independientes . Entonces:

(¢}

n
1 By, €Voeon [y, 1=F D, ]=U (1.2.1)
0

En efecto, si P; = [i;] como {u,,...,uu,} son una base de Vsi U = [w] es:
i
1/:20‘,:2[ y o; #0Vi,
0

Ilamando o; u; = v;, se tiene el resultado.
I

2) Sit wo,mne Voy [wil=P; Vi, [ZV_V,»FH, Jhe k con w; =hy, Vi.
0
(1.2.2)
Enefecto, [wil=[w]l=P; Vi=>3dhe k con wi=h;jv;Vi y

n n n n H n
[Zm,-]=[22,~]=U=>3ﬂek Zmﬁ#-ZX,»,pero Zwi=2h,&,~
0 0 0 0 0 0

luego, k= y Vi por ser los {vp,...,vs} linealmente independientes.

De este modo, a cada referencia proyectiva se le asocian infinitas bases
{vg,...,vn} que varian sélo en un factor de proporcionalidad. Asi, si PeP(V) y
2 = {Pg,...,P,: U} es una referencia, tomando una base {vg,...,vy} con [v;] =
P; Vi, [¥ y] =U (base normalizada asociada a la referencia) y un
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n

representante [w] = P de P, w=2x,;g,- y los ndmeros (xg,....x,) se llaman
0

coordenadas de P en la referencia. Obviamente estan determinados salvo un

factor de proporcionalidad y resulta mds correcto llamar coordenadas de P a

la tamilia de infinitas matrices [xg,....x,] = {P(x0,.-..x0) | pek*}.

1.3 Las coordenadas proyectivas estdn intimamente ligadas a la razén
doble que tuvimos ocasién de ver en la introduccién.

Definicién: Si A,B,C,D son cuatro puntos distintos dos a dos y alineados en
un espacio proyectivo P(V), se llama razén doble de estos cuatro puntos a

[ABCD} = 20 donde [xgx;] son las coordenadas de D en la referencia {A,B:C}.
,\'l

Ejercicio 1 Comprobar que si R = {Py,...,P,: U} es una referencia en P,
A,B,C,D tienen coordenadas [ag,....aq] [Do,---s0n) [Cose-sCn] [do,--ndn] y los

a;

indices i,j son tales que

(l/
| 4 - ENtonces:

i b_l

(l,- aj b[ bj
[ABCD]=
di dj Ci Cj
Ejercicio 2 Histéricamente una posicién de especial importancia para

cuatro puntos es la de la “cuaterna arménica”. Los puntos A,B,C,D, alineados,
se dice que forman una cuaterna armonica si y sélo si [ABCD]=-1.
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Probar que (Fig.4) A,B,C,D forman una cuaterna arménica si y solo si dadas
rectas a;, a;, por Ay by,b, por Bstse llama P=anb;,Q =anb,

Fig. 5
R =a)nb, S=ab,, es
(O+RYN(A+B)=D
(P+S)m(A+B)=C
Ejercicio 3 Estudiar la variacién de [A| A, A3 A4] por permutaciones.

Con esta definiciébn de razén doble, que posteriormente veremos que
generaliza la definicién cldsica que hemos visto en la introduccién, se pueden
interpretar las coordenadas proyectivas.

Sea Z = {Py,....,P,: U} unareferencia proyectiva, y sean i,j tales que O
<i<j<u,

llamamos:
Lij = Pi + Pj
Tij=Py+..+ f’i+ et f’j+...+ Py
U‘,j: (TlJ + U) mLij
y para cada punto P llamamos

Pij=(Tij+P)(-\Lij.
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Entonces P tiene coordenadas [xo...x,] en la referencia 2 siy sélo si [P; P;
Uy Py) = 2L Vijj (Fig. 5)

X

q Pp,g)

Fig. 6

Este hecho prueba que las coordenadas proyectivas son generalizaciones
de las afines, ya que estas se obtienen proyectando el punto P sobre los ejes
coordenados y comparando estas proyecciones con el segmento unidad
(razén simple). Observemos que cuando uno de los puntos de la razén doble
se lleva el infinito, la razén doble se transforma en razén simple de los tres
puntos (coordenada afin) (Fig. 6)

Fig. 7

1.4 Dualidad. Es una de las facetas mds atrayentes de la geometria
proyectiva. Poncelet obtuvo de modo empirico el principio siguiente.
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Principio Si un Teorema relativo a puntos rectas, etc, es valido, es también
valido el que resulte de permutar punto y recta, contenido y contiene, suma e
imnterseccion.

Por ejemplo el célebre Teorema de Desargues, vadlido en geometria plana
sobre un cuerpo arbitrario:

Si A,B,C, A’B’C’ son dos tridngulos en posicién homolégica, es decir con
AA’,BB’,CC’ concurrentes en un punto 0, entonces los puntos de corte de
fados homolégos estan alineados.

La formulacién simbélica del teorema es: Los puntos
(A+A”) N (B+B) N (C+C’) = {0}
= (A+B) N (A’+B) =P,
(B+ON(B+C)=Q (A+OnA’+C)=R
estan alineados.
El enunciado dual dice:

Dados los tridngulos de lados a,b,c y a’b’c’ si ama’, bAb’, cne’ estan en
la misma recta 0, entonces:

anb + a’nb’ . bne + b’ne’, anc + a’Ne’
son concurrentes.

Se obtiene asi como dual el reciproco del teorema de Desargues y el
principio de dualidad permite mostrar la equivalencia en el Teorema de
Desargues con s6lo probar una implicacién.

Desde un punto de vista moderno, la dualidad deja de ser un principio y
pasa a ser un teorema y no sélo en dimensién dos sino en dimensién
arbitraria. El principio de dualidad proyectiva ha sido el origen geométrico de
la nocién de dual de un espacio vectorial y de la de ortogonalidad entre un
espacio vectorial y su dual.

Recordemos que dado un espacio vectorial V, se llama dual de V a V¥ =
Hom(V.k). Existe una via natural de relacionar los subespacios de Vy V*, la
ortogonalidad:

{si EcV sellama w(E)={feV*If(v)=0 Vve E}
si. FcV* sellama w(f)={ve U If(v)=0 Vf e E}
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Es claro que:

1) w(E), w(F) son siempre subespacios de V¥ y V respectivamente
i) Si Ec E'w(E) c w(E)
i) Si EdldeE ,wE)Ycw((E)
iv) Si L es el subespacio generado por S, w(L) = w(S)
v) Si Vesde dimensidn finita, dim w(L)=dim V -dim L
(L subespacio de V)
vi) Si Ves de dimensién finita, w’(L) = L(L subespacio de V)

(Las mismas propiedades se verifican en V*)

En términos vectoriales tenemos un antisomorfismo de recticulos

w L (V) —— £ (V¥)
(wesbiyectivay L) c L, & w (Ly) < w(l,)), por tanto

w(li N L)y =w(L)) +w(ly) y w(Li+Ly) = w(L;) ™ w(Ly).

Como el reticulo de subespacios del espacio V es isomorfo al reticulo de
subespacios proyectivos de P(V), tenemos un antiisomorfismo de reticulos:

(
w : LPV)) D LPV*)

P(L) - P(w(L))

Este isomorfismo lleva subespacios de dimensién d (vectorial d+1) en
subespacios de dimensién n-d-1 (vectorial n+1 - (d+1) = n-d) y transforma
contenido en contiene, suma en interseccidn e interseccién en suna. Por tanto,
este. isomorfismo es exactamente el principio de dualidad de Poncelet, ya que
si una propiedad p es valida en P(V) admite una formulacién en términos de
reticulos, es valida para todos los espacios P(W) con W de la misma
dimensién de V, ya que todos los espacios de la misma dimensién son
isomorfos. Entonces, la propiedad es valida en P(V*) y aplicandole w, su dual
es vilida automdticamente en V.

El espacio P(V*), ademds de proporcionarnos el Teorema de dualidad,
permite la construccién de nuevos espacios proyectivos, los espacios de
hiperplanos. En efecto, leyendo cada punto [f] € P(V*) como recta vectorial
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en V*, la ortogonalidad nos proporciona un hiperplano w(f) = {v | {v) =0} =
Kerf, de modo que los puntos P(V*) se pueden considerar como hiperplanos
de p(V) y se puede afirmar que:

Los hiperplanos de un espacio proyectivo forman un espacio proyectivo.

Asf, si = {Py,...,P,: U} es una referencia proyectiva, podemos tomar una
base normalizada asociada a la referencia {uy,...,uo} vy construir su base dual
{fo,---fu}; esta base estd univocamente determinada por la formula

fu)=8; Vij 0<i<n  0<j<n
y determina una referencia { H,....H,, H,} = &* en el espacio P(V*) por:
H;=[f] 0<isu , Hy=[fo+.+f]

w(f;) es exactamente el hiperplano x; = 0, por tanto un hiperplano H tiene
coordenadas [ay,....aq,] en &* si y s6lo si su ecuacién en P(V) respecto de la
referencia 2es

ap X+ ... +a, x,=0.

Asi queda recogida de modo intrinseco la posibilidad de asociar
coordenadas a hiperplanos.

1.5 Radiaciones. Proyecciones y secciones.

Veamos ahora cémo construir nuevos espacios proyectivos de interés para
establecer el concepto geométrico correspondiente a las aplicaciones lineales.

Si L es un subespacio vectorial de V de dimensién d+1 (dim V = n+1), se

. . . . 1% .
puede construir el espacio vectorial cociente /7 = W; este espacio tiene
dimensién n+1 - (d+1) = n-d, y para interpretarlo geométricamente, basta
hacer la construccién siguiente:

Sea P = P(V)y S = P(L), entonces P es un espacio proyectivo de
dimensién n y S un subespacio de dimensién d. Los puntos del espacio

proyectivo P (V/L) son las clases [v+L] = {hv + L | he k*}, y cada una de estas

clases, determina univocamente un subespacio de dimensién d+1 que
contiene a S.

En efecto: Tomando el punto [v+L] se puede construir el subespacio

Wi+S=prU)+L) (donde L(v) = {hv | he k})
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dim([v] + S)=dim[y +dim § - dim[y] " S=0+d - (-1) =d+1.
Ademds, es obvio que

v+Llj=[w+L] v+ L=hw+L, hek* <
S LW+L=LWwW+Lov]+S=[w]+8S.
Reciprocamente: Si S” es un subespacio de dimension d+1 que contiene a

S, tomando [v] € §” [v] ¢ S (que existe por ser S’ S) es [v] + S =5 (Por
tener ambos la misma dimensién y estar contenido el primero en el segundo).

Vv .
Por tanto, los puntos de P ( /, 1) representan a los subespacios de P(V) de
dimensién d+1 que contienen a P(L). Este espacio se llama la radiacién de
vértice S y se representa por % .

La correspondencia pP-§ — % (Fig.8) que asocia a cada punto PeP-S el
subespacio P+S se llama proyeccion.
Vamos a identificar la proyecciéon en un sistema adecuado de

coordenadas. Para ello consideramos un subespacio vectorial L’
complementario de L, es decir tal que

L+L'=V }
LNL'={0)
S
S
P
Is
Fig. 8
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Para construir este subespacio, basta tomar una base de L {yg,...,v4} ¥
ampliarla a una base de V {vg,....vq Vas1y--s¥an}, €ntonces {vy,y,...,v,} forman
una base de L’ que tendrd dimensién n-d (Ejemplo, sin=2,d =0, n-d =2).

R Vv
Con estas notaciones, {vq, + L,..,v, + L} es una base de /L y la
aplicacién
\'4
L— /L
v v+ L

es lineal y lleva una base en otra, luego es un isomorfismo de espacios
vectoriales (Fig.9)

S=P(L)

[v+s]

Fig. 9

Esta aplicacién induce, en términos proyecﬁvos, una biyeccion:
s 5 ~ P
S =pl) —— /S‘
P > P+S

cuya inversa se obtiene escribiendo VS;e % un punto Pe S’ con P+S =S,
entonces claramente PeS; NS,y como
dim S, N §’=dim S +dim S”-dim(S; + §’) y dim Sy =d+1, dim §’= n-d-1
y S+ 8+5 =P = 5+5 =P = dm(S, +5)=n,

luego,
dim(§;nS)=0 vy Sy § ={P}.
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Por tanto, la inversa de la proyeccion de S’ desde S es la interseccién por S” y
por eso se llama a esta aplicacién: Seccion.

Si tomamos como referencia en S,
{[vd”]...[v“]: [Vd+| +...+ Vn]}

y como referencia en 1% ,
{[vaer + L., [va+L], [vgsr ..o vo] + L}

las proyecciones (o secciones) pasan del punto de coordenadas [ay,...,d,.441] @l
subespacio con las mismas coordenadas. Este hecho motiva el que la razén
doble sea invariante por proyeccidn, mds precisamente:

“Si Sy S’ son subespacios complementarios, Py,P,,P3,P,4 son puntos de S
alincados y §; = Pi+S 1<i< 4, entonces [Py,P;,P3,P4] = [51,5,,53,54] 7.

Ya que la razén doble se calcula en términos de coordenadas y éstas son, en
las referencias adecuadas, estables por proyecciones y secciones.

1.6 Proyectividades y Aplicaciones lineales

Si S} y S; son dos subespacios de dimension d en P de dimensién n, se
llama perspectividad de S; en S, a la transformacién t, obtenida tomando un
subespacio S complementario de S; y S;, y componiendo la proyeccién de S,
desde S, ¢;: ) =B/ con la seccién de ]%, por Ss, @ % -8, (L=, @).
Entonces: m(P) = (P+S) " S, VPeS,.

T es obviamente una aplicacién biyectiva.(Fig.10).

Fig. 10
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Se llama proyectividad de Poncelet entre S; y S; a una cadena de
proyecciones y secciones

S,—>%1—>U,—>%2—>U2...U,._,—a%SaSz.

En esta seccién vamos a comprobar que estas proyectividades son
exactamente los isomorfismos de espacios vectoriales.

St Vi y V, son dos espacios vectoriales de dimensién d+1 y ¢ es un
isomorfismo de V; en V,, ¢ es compatible con la relacion que define el
espacio proyectivo. En efecto:

Vi€ Uy wy ~ i & uy = hip & @) = ho( ) < @) ~ O(up).
Por tanto, ¢ induce una correspondencia. biunivoca
[@]:P(V}) =P(V,) por [¢llv] (como ¢ es isomorfismo, v # 0 = @(y) = 0)
Observemos que si @, Y ¢ son isomorfismos de U, en U, es
[¢1] =[] © 3 he k* Oy = ho, (Ejercicio).

Entonces, podemos identificar [¢] con la familia de isomorfismos {k¢ |
he h*}.
(De hecho estamos “proyectivizando” el grupo lineal GL(V) para construir el
grupo lineal proyectivo PGL(V))

La biyeccién [@]:P(V,) — P(V;) se llama a una recta de isomorfismos y
es esencialmente lo mismo quae una proyectividad de Poncelet.

Proposiciéon 1.6.1 Si S; y S, son subespacios de la misma dimensién de
P(V), S; = P(Ly), S, =P(Ly), y m: S| = S, es una proyectividad de Poncelet,
existe un isomorfismo

¢: Ly —— L, tal que ©={[o].

Demostracién: Como toda proyectividad es producto de perspectividades,
basta probar el resultado para una perspectividad.

Si m: 81 — S, es una perspectividad, existe S = P(L) complementaria de
S1y S, tal que « factoriza en

[
S, <P1\]% 2 S5,
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pero @, esta dada por ¢;(P) = P+S que corresponde a la aplicacién vectorial
¢ L l—)%
v »V+L

y que es un isomorfismo de espacios vectoriales, luego ¢; =[¢;] y como la
seccién es la inversa de la proyeccion, ¢, =[@, 1, donde

0, V/L — L,
vtL —— v

es el isomorfismo canénico pero ahora en direccién opuesta, luego

=g o= @ ¢l y 0 ¢ Li—— L,
es un isomorfismo. 0O
Proposicion 1.6.2 Si P, =P(V,) y P, =P(V,) son espacios de la misma
dimensién y [¢@] : Py >F , es la recta de isomorfismos generada por un
isomorfismo ¢: V; — V,, existe un espacio vectorial V que contiene a V, y
V, como subespacios, y una proyectividad de Poncelet m: P(V|) — P(V5)
como subespacios de v tal que
T =[0].

Demostracion: Sea V=V, @V, y consideremos

g Vi—>V o) =0) VeV,

gz V2oV g2(w) = (Q.u) VueV,.
Si @: Vi — V, es un isomorfismo, {vo,...,vn} €s una base de Vi y {uo,-..,tm}
essuimagenen V, (@(v))=u; 0=<i<n).

Podemos identificar v; = ¢;(v;) i =1,2 y suprimir la componente 0O en los
vectores de V, entonces si tomamos los subespacios de V

Ty = L(ug, ¥i,e¥n)s Ty = L(HO: Uys Yosees¥) oo Toor = L(Ugyee o1y Vo)

todos ellos tienen dimensién n+1 y podemos construir la cadena de

isomorfismos
@) (] dn

Vl 7 T] .. Tn_] _— V2

- T

con Qi) =wj<i-1 Py =ue k24,
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claramente o=D, D, ... P,

Y ademads las @; tiene la propiedad de que 3 L;; < Ty con dim L = n,
Ly =T, n T; y compuesta por vectores invariantes por ®; . Por tanto, si
demostramos que:

4+ SiV,y V,son subespacios de dimensién n+1 de un espacio de dimensién
2n+2talesquesi L=V, NV, es dimL=n,ysi o Vi >V, esun
isomorfismo que deja invariante todos los vectores de L, existe un
subespacio R complementario de V| y V, tal que o es composicién de los

isomorfismos naturales V; - V/L V.. Entonces queda

probado nuestro resultado.
Pero, 4 es inmediato. Como dimViNV,=n, es
dimVi+V,=dimV,+dim Vo -dimV, "V, =n+ 1l +n+1-n=n+2.
Si Ry es un complementario de V| + Vé,
dim Ry=2n+2 - (n+2)=n
y tomamos vieV vely ¥2 = @(vy),
entonces y; y v, son linealmente independientes, y si
v € L(vi,1n) v#Fv  y#y,  (porejemplo y =y +y)
es L(v) "Ry = {0} (pues L(v) c V| + V, complementario de Ry),
luego dim(L(v) + Ro) = n+1.
Ademsds, R; = L(v) + Ry es complementario de V| y V, (Ejercicio) y si
consideramos la composicién

o Vx—N—>VRI—~—>Vz Vve L 8=y vy (1) = v,

luego & coincide con o sobre Ly en v;, y como

dimV,=dimL+1, &=a. O

1.7 Llamamos, entonces, grupo proyectivo de un espacio proyectivo P(V)
a GL(V% = PGL(V), es decir el grupo de transformaciones de la forma [¢],

donde ¢ es un automorfismo de V. Segiin hemos visto, este grupo coincide
con ¢l de proyectividades de Poncelet de P(V) cuando se sumerge P(V) en un

espacio proyectivo P(W) de dimensién mayor.
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Entonces son invariantes por el grupo proyectivo, y por tanto son
“nociones geométricas” de la geometria proyectiva

- subespacios y contenido
- dimensiones

- interseccién y suma

- razén doble

Cabria preguntarse cual es el conjunto minimo de estas nociones que
caracteriza a la geometria proyectiva. La respuesta es el resultado cldsico de
Von Staudt, que no demostraremos, y que establece lo siguiente:

Si dim P(V) = 1 se llama proyectividad de Staudt de P(V) a toda aplicacién
¢: P(V)—> P(V) que induce un isomorfismo de reticulos:

LP(V) — > LP(V)
S B e

Si dim P(V) = 1 se llama proyectividad de Staudt de (V) a toda biyeccién ¢:
P(V)— P(V) tal que

[P Py Py P3] = -1 & [@(Po) ©(P1) @(P2) @(P3)] =-1

Entonces, se verifica el resultado siguiente:

Teorema de Staudt SiZ2={Py,...P,: U} o2 = {P%,...,P’,: U’} son
referencias de P(V), existen tantas proyectividades de Staudt que transforman
Zen £ como automorfismos del cuerpo base.

(Es decir, si SGL(V) es el grupo de proyectividades de Staudt de P(V),
SGL(V) es producto de PGL(V) y Gal(k) )
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§2 GEOMETRIA AFIN Y GEOMETRIA
PROYECTIVA

2.1 Compleciéon del Espacio Afin

Sea A un espacio afin de espacio vectorial asociado V, sea Z(A) el
conjunto de rectas de A, definimos la relacién “tener la misma direccién” en

&A) por
r~s<r=s5 o rls(llparalela) & d(r) = d(s)

(Donde si  ScA es un subespacio afin, d(s) es el subespacio vectorial de

.—)
direccién de s, d(s) = { AB 1 A,BeS} ).

A cada elemento de Z(A) se le llama un “punto del infinito del espacio
afin” o se llama completado de A al conjunto A WA .. donde

AL=RAY/

Con esta definicion, resulta clara la afirmacién: “r y s son rectas paralelas si
se cortan en un punto del infinito”.
Proprosicion 2.1.1 A = A U A_ tiene estructura de espacio proyectivo.

Demostracion El resultado es mds preciso de lo que aparece en el
enunciado, como vamos a observar en la construccidn. (Fig.11)

Sea W = kxV dondec tomamos P(W), k es el cuerpo base, dim W=dim V+1 y
si tomamos P(W), podemos sumergir A y A .. en P(W) del modo siguiente:

Seleccionamos un punto 0 en A (la inmersion se puede hacer de modo

intrinseco pero es formalmente muy complicado), y para cada punto afin P
tomamos el punto proyectivo

N
[(1,0P)] € P(W).

La aplicacion i: A— P(W). asi obtenida es inyectiva pues:
- -

- -
i(P)=i(Q) = [(1, OP)] = [(1, 00)] = Jhek (1, OP)] = h(1, 0Q) =

- - - -
h=10P=h0Q =0P=00=P=0.
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Fig. 11

Ademas, Im i = {[a,v] € P(W).la#0}, yaquesi a#0,

N
[ouy] = [1, va] = [1, OP)] = i(P) con P=0+

Definimos ahora j: A.. — P(W) por j(r) = [0,v] donde vy es un vector
cualquiera en la direccién de r, j es claramente inyectiva y

ImivIimj=PV); IminImj=0o,
luego identificando A =1Im i, A. =Im j, podemos escribir
A=AUA.=PW).

Pero el resultado no es meramente conjuntista. O

Proposicion 2.1.2

a) Si Aj,...A; € A, A},... A, son afinmente dependientes si y sélo si son
proyectiva-mente dependientes como puntos de P(W).

b) Si S es un subespacio de P(W)., SNA es un subespacio afin de A, y si
S N A # @, entonces
SNA.={r~IlrrectaenS}.

¢) Si T es un subespacio afin de A y T es el minimo subespacio
proyectivo que contiene a T, entonces

TAA=T

d) Si T,y T, son subespaciosde A, T, y T, son paralelos si y sélo si
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Tlﬁ ?2CA\N y 7‘] m Tzi@
Demeostracion:

a) Por definicion de dependencia afin A,,...,A, son afinmente
dependientes, si y s6lo si

l=h,+..+h,
3h,,...h€ k con N T, le
O=h 0Ay +..+h, OA,

- -
hy (1,0A))+..+h, (1,0A,) = (0,0)

—> -
yalgin hB#0 < [1,04]...[1,04,] son linealmente dependientes.

b) Si SnA = &, entonces SNA es un subespacio afin. Si SNA # O,
existe un conjunto finito de puntos Py,...,P, € SNA tales que VPeP(W),
PeSNA & PeA y P depende proyectivamente de P,...,P, (se construyen
inductivamente y su nimero estd acotado por dimS+1). Como Ila
dependencia de un punto de un conjunto de puntos independientes se puede
expresar en términos de dependencia e independencia de conjuntos de
puntos, Pe SMA < Pe A y P depende afinmente de Py,....P, (por (a))>SNA
es el subespacio de A generado por Py,...,P,.

c) Se sigue de la demostracion anterior.
d) YyThparaleloss & TinT, =0 y d(THNA(T;) # {0}. Como de (b)

y()es T=TurPd() sesigue (d). O
2.2 Coordenadas afines y proyectiva

Si A es un espacio afin 2= {0: u;,....t,,} es una referencia afin de A, y
conside-ramos la inmersién de A en-el espacio proyectivo P(W) asociada al
punto 0, podemos contruir una referencia en P(V) compuesta por

{{LOT O, wi)oee [0 sa]: [1, e tita]} = B,
que se llama referencia asociada y como se ve, estd compuesta por [1,0] =

N
[1,00] que es el punto O y los puntos proyectivos correspondientes a las
direcciones de los ejes y el punto proyectivo correspondiente al afin de
coordenadas (1,...,1).

Esta referencia se llama “referencia asociada a la inicial” y observemos que
(Fig.12):
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Fig. 12

i) St Pe Ay P tiene las coordenas afines (xi,....x, ) €s

N
OP =x ug +..+ x5, 4y &

5
(1,0P) = (1,0) + x:1(0uy) +..+ x4(0,10),
luego las coordenadas proyectivas de P en la referencia asociada son

[1,X1,...,xn]:

ii) Si PeP(V) y tiene coordenadas en &,, [¥y, Vj,....Y,] se pueden dar dos
casos:

ii-1 yo # 0, entonces P tiene coordenadas también [1,=- ,1 % ] es decir
=i(Py) con Pg=0+ —- Lt1+ +~§%u ,
. y
luego P tiene coordenadass afines (—'V(l)—, .. ,%’é).

-2 yo = O entonces Pe A.. y corresponde a la direccién del vector de
coordenadas (yy,...,y,) €n la base {uy,....u,}.
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2.3 Cartas afines del espacio proyectivo

Hemos visto que el espacio afin n-dimensional se puede sumergir en el
espacio proyectivo n-dimensional afiadiéndole un hiperplano (A..). Este
hiperplano, desde el punto de vista proyectivo, no es un hiperplano especial y
cualquier hiperplano de un espacio proyectivo se puede considerar como
hiperplano del infinito para una inmersién del espacio afin en el proyectivo.
Mas precisamente:

Proposicién 2.3.1 Si P es un espacio proyectivo n-dimensional y H es un
hiperplano de P, se puede dotar a P-H de estructura de espacio afin con H
como hiperplano del infinito.

Demostracién: Podemos definir una estructura afin en P-H en funcién de
un generador f de w(H), es decir de una ecuacion fde H, si Pe P-H es

P=[ul ueH= flu)+0,

entonces podemos seleccionar un representante u de P con flupg) = 1, y si
llamamos W al subespacio de V con P(W) = H, definimos

Pry=[up+,v] VPeP-HVveW, [u]=P, fu))=1

Es claro que con esta definicién P-H es un espacio afin de espacio vectorial
asociado Wy, ademds, que la complecién de P-H es precisamente P. Si
tomamos una referencia del espacio proyectivo {Py,....P,: U} tal que Py,....P,
€ H, entonces P; = [u;] con e W y {u,....un} son base de W, luego si
{ug,...,.un} €s una base normalizada asociada a la referencia, {Py; uy,...,lt,} €8
una referencia afin de P-H, y si PeP-H es un punto de coordenadas
proyectivas [ag,....a,}, P =[u] conu =agug +...+a, u, .

En esta referencia, la ecuacién de H es x, = 0, es decir la funcién f se puede

5
elegir flxg,...xn) = xo, luego el vector p,p se calcula tomando un

representante de Py con xg=1, es decir ug, y otro de [u] con esta propiedad, es
decir
a

1 Ay
gty Au
] a9
y restandolos se obtiene por tanto
- a ap
PP =—"u+.+—u,
a9 a0

154



y las coordenadas afines de P son

ay a
T ey
99 4
Nota: Si partimos de una referencia prefijada, se pueden encontrar férmulas
generales, que no tienen interés salvo en el caso siguiente (que es una
pequefia variante del que hemos considerado).

Tomemos una referencia de P{Py,....P; : U} donde P,,...,P;,P;,q,....P,
estan en H, entonces la ecuacién de H en esta referencia es x; = 0, y tomando
una base normalizada asociada a ella {u,...,.u,} y la referencia afin en
P-H {Pi,ug,....lki.1,4is1--1n ), €] punto de coordenadas proyectivas [ay,...,a,]
g1 Gixl

. a
tiene coordenadas afines (—0_ e
(ll a, a,

21y 'y reciprocamente, el
sees ) Y Tecip ,
punto de coordenadas afines (by,....b,) tiene coordenadas proyectivas
[bh-u,bi,l,b‘wl---bn]'

Entonces, si consideramos en un espacio proyectivo P una referencia
{ Pos-...,Py: U} y llamamos H; al hiperplano x; = 0, se verifica que:

n
1) Si Ui=p-H, es P=JU, .
0
2) Cada U, es un espacio afin de la misma dimensi6n de P.
3) La referencia dada induce referencias afines {Pi,go,...,_@i,...,un} en cada
U;: Si PeP tiene coordenadas [ay,....a,], PeU; <& a; # 0, y en este caso sus

4 4

coordenadas en U; son (%,...,w yeens u_).
T 1 3

4) Si llamamos ;: U; —— k" a la correspondencia que asocia a cada
punto sus coordenadas en U, la coorrrespondencia

o (p{l (Ui U) = Ui n U)) (j > 1 para fijar un caso particular)
viene dada por:

R X . -
(P) (pi (-xh‘",xn) = (pj[xl’"-’xi,l’---a-xn] = "L,.., 2 ...—_...i

*j Xj Xj J

Es decir, es birracional y no tiene polos (pues x; # 0).
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Se observa que los casos real, complejo o valorado no arquimediano, P tiene
estructura de variedad analitica con este atlas.

Observacion: P(V) se puede dotar de una topologia (la de Zariski) sobre
un cuerpo cualquiera, pero vamos a hallar una especifica del caso real.

Se puede definir (Fig.13) una aplicacion:

s 2 pm™

v B [

la aplicacién no es inyectiva pues @(y) = ©(-v), pero si pasamos al cociente
en S por la accién de Z/z) (Identificamos puntos antipodas v = -v), se

n-1 -1
s /Z/(z))“’ P

que es biyectiva y mds aidn es un difeomorfismo analitico, es decir desde el
punto de vista geométrico, P"' es el cociente de la esfera S™' por la accién

Z
del grupo /2).

obtiene

Fig. 13

Este resultado permite describir py_en dimensiones bajas.
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a) pp ~S' (Fig.14)

A4

b) P }ﬁ.\ tiene una estructura mas complicada como se aprecia en los dibujos
siguientes (Fig. 15):

A 4 B
A / A — AD=CB
-. > b d AB=CD
@’
v D 4
A
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. . .y 3 . . .
Es decir, P2 no tiene representacién en R” (la superficie singular mds
R

proxima estd descrita en Hilbert-Cohn Vossen) y hay que entenderlo como
superficie en R*.

En el caso complejo, tiene especial interés la recta proyectiva
Pr =CuUfw} R U}

Es una compactificacién de R? por un punto que se puede identificar,
como veremos en la seccién siguiente, con la esfera $? via la proyeccién
estereografica.. Esta identificacién tiene especial interés por su adaptacién a
la métrica euclidea y constituye el ejemplo mas simple de compactificacién
de un espacio adaptada a una métrica.
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APENDICE:
LA RECTA PROYECTIVA COMPLEJA
Y LA GEOMETRIA CONFORME DE R?

A-1 Proyectividades de Staudt de la recta proyectiva

Vamos a obtener todas las proyectividades de Staudt de la recta
proyectiva sobre un cuerpo arbitrario & (de caracteristica distinta de 2 y 3).

1 . .
Sea n:lP,i — P, una proyectividad de Staudt, es decir, una correspon-
dencia biunivoca tal que

[A,B,C,D] = -1 & [r(A), i(B), n(C), i(D),] = -1
Tomemos una referencia {Po,P,: U} en P’,: y supongamos que
(*) ©(Po) = Py, ™Py) =Py, M(U)=U
Entonces, definimos una correspondencia t: k — k por
[PoPLUX]I=h = [Py Py Un(X)]=1(h), T(0)=0,1(1)=1.
Sobre T, podemos afirmar lo siguiente:

i) Si A #0, existe un tnico punto X, el de coordenadas [A,1] tal que [Py
P; U X] = h, entonces t(h) esta bien definido, por ser m biunivoca, y
7(0) = 0, ©(1) = 1; por tanto, T es una aplicacion.

ii) Como T es biunivoca, T también lo es y n[A,1] = [t(h),1] V hek.

T{a)
2

i) Vaek 1%)= . Enefecto, si =0 es trivial y si o0 # 0,

((0,1], feu, 11, [1 0}, [ov2,1]] = -1 = [[0,1] [t(e), 11, [1 O], [t(0v/2),1]} = -1

pero esta dltima razén doble vale
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0 1 T(a) |

1o [ 1| & -r@)
0 1| fr(e) 1 (%)

& |1 o )

debe ser (o) =21 (D).
iv) To+B) = (o) + T(B). Sia=p sesiguede (i) ysi o= es
[fou 11, [B.11, (1,01, [ 1)1 = -1 =

2

[{x(o), 1] [2(B). 11, [1 0], (&), 1)1 = -1,

luego como antes (% +2 B HerB) y de (iii), T(0+B) = o+ T(B).

v) T(az)zt((x))z\faek. Sia=0,a=106 o = % es trivial, en caso
contrario, observemos que si o+ 20, o= P, oo # 0, B # 0, entonces
200 8
[[o,1]1, [B,11, [0,1], [—, 111 =1
a+ B

y el mismo razonamiento anterior prucba que:

2 2t(a)T(B)
VT B =Ty (B -

Tomando B = 1-o (si a0 # %, B = o), se tiene

120 - 20 = 27(0) - 21(0)® (o) + (P) = Wo+P) =T(1) = 1))
y de nuevo por (iv) y (iii),
21(00) - 21(0%) = 27(0) -27(0)* = (o) = ()’ .
vi) (o B)=1(cr) ®(B) Ve k
Basta calcular

(o) = e + B + 2(aP) = (1(o+P))
=1(0)” + T(BY* + 21(0)u(B)

y de nuevo por (v) se sigue el resultado.

Por tanto T es un automorfismo de cuerpos y
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aO ao f(ao)
Mog0a] =g n1] = (g ) = [ 1 = [T0) Uow))

si oy #0 y w[10] = [10], por hipétesis, luego

‘Existen tantas proyectividades de P, que dejan invariante una
referencia, como automorfismos del cuerpo k.

Si suponemos que T no verifica la condicién (*), podemos siempre
encontrar una recta de automorfismos 6 que lleve {m(Pg) n(P)): =(LN} a
{Py P;: U} y on verifica la propiedad (*); por tanto, existe el
automorfismo T con OT[xp x;] = [T(xg), T(x,)], luego

xo xi] = 07 [1(x) T(xy)]-

ago 41

Entonces, como © tiene una matriz M = ( ] (con det M#0) si
a

10 4n

b b .
M= ( 00 7011 Jas ecuaciones de T son
bro by

7[xo X1 ] = [yoyi] (yol_ﬂ (boo b()l](r(xo}j
! o Y \biog by \z(x) )

a) Si K = R, como el dnico automorfismo de R es la identidad, ya que
T:R—R automorfismo = (1) =1 = 1tn)=n Vnez =

Notas:

,c(in_) _ T(m)
n T(n)

Vm,nez.

Y ademids, o > 0 < o = B, BeR, B£0 & (o)) = 1(B%) = (1B ©(P)=0
< (o) > 0.

Entonces, 1) = o0 Vae R pues si (o) = P£a. y suponemos o<f (igual
darfa suponer la desigualdad contraria), entonces 3 reQ con o< i<} y
B = 1() < °(r) = r lleva a contradiccidn.

b) Si K = C, existen dos automorfismos continuos pues ahora no vale el
razonamiento anterior ya que € no es ordenado, pero como ur) =r VreQ,
si T es continuo, T(o) = ¢, YoeR, entonces como F=-1L, 10 =1 =
W-1)=-1= 1) ==x17; si 1(i) =i, tTeslaidentidad de Cysi () = -i,

161



T es la conjugacion. Pero, ademds, existe una infinidad de automorfismos
no continuos de C (ya que < tiene grado de trascendencia e sobre el cierre
algebraico de Q).

Entonces nos vamos a limitar a estudiar las proyectividades continuas de
1 L . .
P , que estdn siempre definidas por ecuaciones:
20,211 = [2’0,<"1] con
Zo=ag T(2)+ag T(z) ) o
, =1, 0 T=conjugacién
Zy=ay T(z)tay T(z)

Si admitimos la notacién [eo] para el punto del infinito en una inmersién
prefijada

Cu Pg,

entonces todos los puntos {0, 0] se pueden representar como

o .
— (si a(#0) 6 e para [01],
oy

con este convenio podemos “dividir” las dos ecuaciones anteriores, y
Ilamando _._ %1 %1 escribir

29 20
T(z1)
a10+a“
7'y ajg T(zg)tap tlzp) T(zn) ayjg+ay T(z)
2L g Tzg)tay Tlzy) 0) 410 *9y .
g agg Tlzg) +agy T(zy) a00 + 401 @) gy tag T

T(Zo)

se obtienen asi las 1lamadas transformaciones de Moebius de C en C.

A-2 El grupo de Moebius

Las transformaciones de Moebius responden a dos expresiones diferentes;
si

do0 401
#0
419 49j)
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a) Transformaciones directas:
., 4pta;z
- dgy +dg) 2 '
b) Transformaciones conjugadas:

aipta; 2 - .
=, Z=x-iy si z=x+iy .
a00+a01 ré

Estas transformaciones forman un grupo, ya que son la proyectividades
. 1 . o
continuas de Py~ y entre ellas las directas forman un subgrupo de fndice 2.

Si ag; =0, ag# 0 y sc obtienen las transformaciones afines z° = a z+b
o semiafines 2’ =a z + b de C en C, son todas ellas biyectivas.

Si ag) # 0, usando z* para indicar, segin los casos, z 0 z,

1 a a,,? apnd
—a+ i W R\ 1l T
bz*c ay, A A
a.. a
01
A = det
Bio iy

Entonces es inmediato comprobar que el grupo de Moebius estd generado
por las transformaciones siguientes:

) Z=a+z

i z=bz Ibl=1

i) 2’ =rzg reRr
iv) 2=z
, 1
v) 7’ =—
z
Si identificamos C = R’ las transformaciones (i)-(iv) corresponden

respectivamente a traslacion, giro de angulo arg. b, homotecia de razén ry
simetrfa respecto al eje real. De modo que:

1- Las transformaciones 7' = a z+b, lal = 1 son exactamente los
movimientos directos de R

163



Z'=az+bh

2- Las transformaciones lal=1 son los movimientos.
Z'=az+b
. '=az+b .
3- Las transformaciones forman el grupo equiforme o grupo
I'=az+b

de las semejanzas de R2.

Queda tnicamente por estudiar la transformacién z’ = :— y, mds general-

2
mente, todas las transformaciones z’-a = 7 (re R). Estas transformaciones
son biyecciones de C-{a} en C - {a} y transforman a en = y o ¢n a, y reciben

el nombre genético de inversiones, de polo a y razén r*. Geométricamente,
. . 2
identificando C y R” como

, r (z-a) ) P
7-a= l—|~2— , 2’y zestdn alineados con a
Z—a!
y como
r2 r2 2
lz’- al = F—a  k-a = lz-al lZ-al=7r";

es decir, el producto de distancias de z y z” al punto a es constante y es igual a
r*. Luego, todos los puntos de la circunferencia de centro de a y radio r son
invariantes, y de hecho son los tnicos puntos invariantes, y la transformacion
intercambia el exterior y el interior del circulo limitado por esta
circunferencia. Para entender un poco més esta transformacién, conviene

. . .o . I .
estudiar unos subconjuntos significativos de Py, los ciclos.

A-3 Ciclos en P,

1 . .
Como P es una recta proyectiva, se puede calcular la razén doble de

I . . e g 1
cuatro puntos de P, aunque via la identificacién R’=cCc P, no sean

. . i -
puntos alineados de R’ Entonces si A,B,Ce P~ son puntos distintos,
llamamos ciclo generado por ellos al conjunto:

[ABC] = {Xe P{ | [A,B,CX]eR)

1) [ABC] es una circunferencia o una recta (seglin no contenga o contenga
a o) en RZ.
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Supondremos que {A,B,C} cR?y por tanto A = [1,a] B =[1,1], C=[1,c],
entonces
[A,B,C] "R’ = {zeC | [abcz]=heR)
es decir, estd definido por la ecuacién
c—a)(z—b)
(c-b) (z—a)

he R.

De ella se puede despejar
B a(c—b)h-b(c—a)
(c=bh-(c-a)

Entonces, como (¢ - a) # 0, ¢-b # 0, se pueden dar dos casos:

c—da

a) «€[ABC| < JheR h(c-b) - (c-a)=0& €ER
c—b

= A,B,Calineadbs.
c—a

c—b

eR,es

Entonces, dividiendo por ¢-b y llamando ¢ =

a h—bt
=a+(a—0>b)
h—t h—t

que es la ecuacién de la recta por A y B.

b) «z[ABC] & v=5"%¢R , entonces en la ecuacién inicial del ciclo

c—b
u.z—b =zheR &
Z—a
wi® = i o uwza)(z-b=ul z- a)(z-b)
z—b Z-b

(u-wzz=-[wa-ublz-(ua-ub) zZl+{uab-ua b]=0

cada uno de los tres términos de esta suma algebraica es real, y si
z=x+iy,

u-u=vIimu=20,wa-ubyz-(ua-ub) z=
=2Im((u a- u b)z)=205x+ 20y,

uab-ua b=2Imu Eb=2oc4.
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Entonces la ecuacién es
oL (X2 + YD) + Opx + Oy + 0y = 0

que es la ecuacién de una circunferencia, que ha de ser real pues A, By C
estdn en ella.

.. ! . .
Como las proyectividades de P~ que manejamos tienen como
automorfismo asociado 1 6 la conjugacién y ambos dejan invariantes los
. . ) 1
reales, podemos afirmar que si 7t es una proyectividad continua de P

T[ABC] = [(A) n(B) (C)].

Es decir, las transformaciones de Moebius transforman ciclos en ciclos. En
particular, una transformacién de Moebius

Z,_a+ﬁz

Y+6 z

con 8#0

transforma p = - Y eno y transformacoen g = 2 . estos puntos se llaman
1) r

polo y antipolo de la transformacién (en la inversién ambos coinciden).
Entonces dado el ciclo T'= [ABC] si I" es una recta, I" pasa por oo, luego w(T")
pasa por ¢; si T no contiene a P, ©(T") no contiene a oo, luego n(I") es una
circunferencia y si I contiene a p, ®(I") contiene a oo y es una recta, luego:

(*) Las transformaciones de Moebius transforman las rectas que pasan por
el polo en rectas que pasan por el antipolo, y las rectas que no pasan por el
polo en circunferencias que pasan por el antipolo.

(**) Las transformaciones de Moebius transforman circunferencias que pasan
por el polo en rectas que no pasan por el antipolo y circunferencias que no
pasan por el polo en circunferencias que no pasan por el antipolo.

A-4 Transformaciones conformes

Si Vy W son dos variedades diferenciales con una métrica de Riemann,
una aplicacién diferenciable £ V— W se llama conforme si VPeV

dfy: T{(V) = T,(W)

es una aplicacion lineal conforme.
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Recordemos que una aplicacién entre espacios vectoriales métricos, se
llama conforme si conserva los dngulos (no orientados) de los vectores.

i)Las isometrfas de un espacio vectorial métrico son conformes pues
conservan angulos y distancias. Las semejanzas son conformes pues
aunque no conservan distancias, es claro que conservan dngulos.

ii) Las transformaciones de Moebius son conformes. En efecto, basta

comprobar que es conforme la inversién z':%: ~~- . En coordenadas
© |

Z

cartesianas la inversion se escribe

[
Y= L ) )
X ty (como aplicacién de R” - (0,0) » R - (0,0) )
, y
ly =72 2
x4y

y su diferencial, en el punto (xy), tiene como matriz.

2 2 2 2
y —x y -x
2 2
GreyH? P eyH? I —cos” @ + sen” o —2cosa sen o
2 2 T2 oo 2 2
2yx x" -y (x"+y")\-2cosex senox —sen"o +cos o

2 2.2 2 2
(x"+y7) (x +y)2

1 -cos2a —sen 2o X
=— o =arg(z) = arc cos

2 2 | 5
x“+y sen 20 +cos2a X +y

Por tanto, si @ es ia inversién, (d@), = h.S, donde S, es una simetria,
luego (d¢), es conforme y por tanto, todas las transformaciones de
Moebius son conformes.

iii) En general, si T es un espacio vectorial métrico, una aplicacion ¢@: 7T
lineal, conforme, es de la forma ¢ = h.®, donde @ es una isometria.
Entonces:

a) Sidim T =2, si @es conforme y @(v)=w para un vector cualquiera y,
existe una isometria \y que serd un giro si ¢ conserva la orientacion, o
una simetria si ¢ la cambia, tal que

Yow=hy  (h>0),

entonces como ‘¥ es también conforme,
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Vwy,"w =Yo(),"yow) = v, yo(w),
(ahora,dngulos orientados pues Yy preserva la orientacién)
por tanto,

Ah,>0 con Yow)=hy, . w
y como ‘Yo es lineal, si tomamos w; y w,

VO(wi) = hy, wi, YO(wo) = h wa, YO(w) + wa) = h (wy + ws)

wtw
-2 -1 =

= I’lwl w) + hw2 w»

= hwl = hw2 = hwl+W (st w; y wa son independientes).
- /2

b) Si dim 7>2, se reduce al caso (a) tomando planos LTy ol : L—>@(L).

Lo mismo sucede claramente, tomando un vector independiente de
ambos, si w; y w, son dependientes. Luego

yo=h.Id = o=h.y".
Es decir, las unicas aplicaciones lineales conformes son las semejanzas.

iv) Cabe preguntarse por las transformaciones de R* que sean conformes, si
coinciden o no con el grupo de Moebius, pero es un célculo muy simple
que si f: C — C es holomorfa, fuera de los puntos en los que Re f, Im f
tienen una singularidad comin, la correspondencia inducida f: R R% es
también conforme (condicién de Cauchy Riemann).

v) Sin embargo, podemos considerar las inversiones como correspondencias
de R"en R", dadas por

fh@=a+h. X2 , heR.
lx~al
Estas correspondencias son biyecciones de R" - {a} en R" - {a} y generan
un grupo de transformaciones que incliuye los movimientos y las semejanzas,
y estd obviamente compuesto por transformaciones conformes. Entonces si
n23 hay un teorema de Liouville que asegura que éste es exactamente el
grupo de transformaciones conformes.

. .. H . ., . L.
Si en vez de limitarnos a C usamos P , la situacion es distinta como
veremos a continuacion.
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A-5 Proyeccion Estereograifica

Consideremos S* y R? sumergidos en R* como las superficies de ecuaciones
x2+y2+(z-l)2 = 0 y z = 0, respectivamente (Fig. 16). Se llama proyeccién
estercografica de S* en R” a 1a aplicacién

n: §*- (P} > R,
con P= (002) llamado polo de la proyeccién, dada por
V AeS?  A=P no(P) = (PA) " RZ.

Fig. 16

En, coordenadas claramente

no(a,b,c)=[ 2a , 2b ]
2—¢ 2-c¢

y su inversa es

1 4u 4v 2u” + 202
g (u,v)= .

alevivd WP vied Wt evies

i) La proyeccion estereografica es una aplicacién conforme; la demostracion
de este hecho se puede hacer geométricamente de modo elemental, y
también se puede hacer con un argumento similar al empleado en A-4,
analizando la diferencial de la aplicacén; vamos a elegir este Gltimo para
practicar con métricas de Riemann.
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Dado el punto AeS* A#P, podemos elegir una carta local que contenga a
A dada por una funcién

J;(_E,l)x(_f,f) 8% J(o,B) = (cos o cos B, cos & sen B, 1+sen ).
2 2 2
Entonces la métrica en Tx(Sz) para X = J(o.,B) genérico, viene definida por
la “primera forma fundamental”

E F dJ dJ 2 2 2 2 2
N = F oG E= a——-g——vena cos” B +sena sen” f +cos” a =1,
o
aJ oJ aJ dJ
:3_— ﬁ= , G= 35 .3 5 =cos” o senzﬁ +cos” o cos’ B =cos’ o
o

La condicién de transformacién conforme entre dos espacios viene dada
por:

f: T\ = T, (con productos escalares <, >, y <, >;)
es conforme si y s6lo si 3 hek con f=he con @ isometria, es decir:
Y ywe Ty <fv) . flw) > = 1 < @) . p(w) > = i <ww >,

es decir, si Ny y N, son las matrices de las métricasen Ty y 75, y M es la
matriz de f

fconforme & 3 he kM. N, .M=H N, .

En nuestro caso Ny =N= [l 2 ], N, = [l O) y M es la matriz de
0 1

0 cos"«a
la diferencial de la proyeccion estereogréafica. En la carta local elegida,
esta proyeccion es:

2cosa cos B 2cosa senf )
1-sencx - sena

(o, B )=(

y su diferencial tiene como matriz

2 cos B 2 coso senf 1

M= 1—senot l-sena | 2 cosff —cose sen 3
2 senf 2 cosox cos B l—sena \sen B cose cos B
1—sena 1-sencx
Entonces:
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Mim=__4 " . __ &+
co (74

2
(1—senot)2 s (]—senot)2
Luego la proyeccién estereografica es conforme

i1) La proyeccion estereografica se extiende a un difeomorfismo analitico
! = 2
Pr ¢— 38§

ii-1 P tiene estructura de variedad analitica real con el recubrimiento

Pe = Uy U

Z

!

[
JU():{[Z.O,Z]“ZO #0) o@g:Ug S C=R7Z, oolzg,z;1=

“0
IU, =([z0.5,112, 20}  @,;:U; » C=R?2, ¢[z5.2,1= -2
2
Entonces
Qoo N ) =R - {(0,0)}, @i(uo M up) = R* - {(0,0)}
y
0100”1 R - {(0,0)) > B - {00}, i (@b = (24— —2—,
a” +b a +l7

que es analitica.
ii-2 La proyeccion estereogrdfica: m: S>-{P}— R* = C, se puede extender
por T(P)= e a una biyeccién 1 > —>1P‘(l:, cuya ecuacion serfa:
{71: (a.b, c)—[l + 3 L] [2—-c,2a+i2b] si(a,b,c)#(0,0,2)
7 (0,0,2) =[0,1]
Entonces 7 es un difeomorfismo analitico, pues si 0 es el punto (0,0,0),
S’=VouV, con Vo=8-{P},V,=5"-{0}

y la proyeccion estereografica desde P sobre z =0, y desde O sobre z =20,
proporciona estructura de carta local a Vg y V, de modo que { Vy,V;} es un
atlas compactible con la estructura de S2. Entonces 7 leida en {Vo,Up},
{Vi,Uy} es la identidad y por tanto 7 es un difeomorfismo analitico.
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A-6 Transformaciones de Moebius y grupo conforme
de §°

Usando el difeomorfismo 7, las proyectividades de P(C) (Transforma-
ciones de Moebius de R? se elevan por conjugacién a difeomorfismos

analiticos de §?, ((p:Pé—)P’é induce 7' m: $* — $%). Como = es conforme,
estas transformaciones son conformes. Entonces, existe un Teorema de
Riemann, que no probaremos aqui, que establece que son las tnicas
transformaciones conformes de la esfera.

A titulo de ejercicio, vamos a estudiar desde un punto de vista elemental
estas transformaciones conformes de la esfera.

i) Ciclos

Observemos que en la proyeccion estereografica las circunferencias de °,
que pasan por el polo P, se transforman en las rectas del plano, ya que st
I" < §% es una circunferencia, es una seccién de S por un plano, y si PeT, las
rectas que proyectan los puntos de I' desde P cortan a R en la interseccién de
R? con este plano. Reciprocamente si 7 es una recta de R?, el plano P+r corta
a §? en la circunferencia T, cuya proyeccion estereografica es r.

Las circunferencias que no pasan por P s¢ proyectan obviamente en
conicas de RZ, pero estas conicas son circunferencias. Para comprobarlo basta
considerar T circunferencia de S que no pasa por P, y el cono circunscrito a
la esfera a lo Jargo de T. Como T es seccién de S por un plano, este cono
serfa un cono cuadritico y su vértice es el polo del plano respecto a S (en la
terminologfa cldsica). Si llamamos Q al vértice del cono, para cada punto X
de T, la recta QX estd contenida en el plano tangente por X a I" y es ortogonal
ala tangente a I por X. Entonces la proyeccién de la recta OX es ortogonal a
la tangente por m(X) a la proyeccién de I'. Por tanto, m(I") es una curva
ortogonal a todas las rectas que pasan por ®(Q) y es necesariamente una
circunferencia con centro n(Q).

Por tanto, los ciclos de R’ son exactamente las proyecciones

L . . 2
esteregrdficas de las circunferencias de S°. Veamos ahora que las
transformaciones aparentemente distintas de R la inversién y la simetria,

provienen de las mismas transformaciones de S°.
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il) Simetrias respecto de ciclos
Proposicion.

a) Si res una recta de R’ y S es la simetria respecto de r, V Pe r, S(P) es
el punto de corte de todos los ciclos ortogonales a r que pasan por P.

b) Si T es una circunferencia de R? y si S es la inversién cuya
circunferencia de puntos invariantes es T, V P¢T, S(P) es el punto de corte
de todos los ciclos ortogonales a I' que pasan por P.

Demostracién: Basta probar que si S es una transformacién de Moebius y
I" es un ciclo cuyos puntos son invariantes por S, todo ciclo I'"* ortogonal a I’
es invariante por S. Entonces si PeT* es S(Pye S(I')=T" y puede que sea
I" una circunferencia o una recta si PeT, existen al menos dos ciclos distintos
que pasan por P y son ortogonales a T, y se sigue el resultado.

Pero esta afirmacién resulta de ser S una circunferencia conforme, ya que
si Xel'mI', como XeT" es m(X) =X, ycomoI'y I'* son ortogonales en X,
() =T y (I"*) son también ortogonales en X. Por otra parte, si ' o T"* es
una circunferencia, y T"y I'* son ortogonales I n T estd compuesto por dos
puntos y estos puntos y las tangentes en dos, determinan univocamente T,
Tuego T'=T".SiT"y I'"* son rectas como I" es de puntos invariantes 7(ec) = oo
y 1 debe ser una simetria de eje T, las rectas ortogonales al eje de simetria
son invariantes.

Entonces, Ilevando esta propiedad via la proyeccién estereogrifica a la
esfera, se puede dar la definicién siguiente:

Definicién. Si T es una circunferencia de S°, se llama simetria de S°
respecto de T a la aplicacién S: $7— S* que deja invariante todos los puntos
de Ty verifica que V PeS® PeT, S(P) es el punto de corte de todas las
circunferencias de S* ortogonales a I y que pasan por P.

., . . . P 2 .
Con esta defincidn, las inversiones y simetrias de R™ provienen ambas de
. . . - . 2
las simetrias respecto a circunferencias de S”.

Estas transformaciones se pueden caracterizar también mediante la razén,
donde:



iii) Caracterizaciéon de simetrias respecto a ciclos por la
razon doble

Si S: R? — R? es la inversién de la circunferencia invariante T y PeT, si
Oeselcentrode 'y # es la razén (r = radio de ), se verifica que (Fig.17)

OPOS(P)=r’=
r*=(OR\ + R,P)Y(OR> + R,S(P)) =
=(OR: + R,P)(OR, + R,S(P))

y esto junto con
ORy=r, OR{=-r
lleva tras las oportunas operaciones a

[Ri R, P S(P)] =-1.

Ry

R:

Fig. 17
Si S: R* - R? es una simetria de eje r, entonces P,S(P) corta al eje r en
R; y en oo, pues todas las rectas pasan por co y
[eo Ry P S(P)] =-1

por ser R; el punto medio de P y S(P). (Fig.18) Entonces la simetria y la
inmersién se caracterizan por la misma propiedad.

(*) Si t es la recta por P perpendiculas al ciclo de puntos invariantes T,

tNT={RLR} y [Ri R PS(P)])=-1.
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Fig. 18

No tenemos que limitarnos necesariamente al uso de una recta, pero para
eso hay que definir la razén doble de puntos situados en una circunferencia.

Proposicion.

a) St A,B,C,D son cuatro puntos distintos de una circunferencia I" y
PeT- {A,B,C,D}, [PA, PB, PC, PD] es independiente del punto P.

b) Si P coincide con alguno de los puntos A,B,C,D se mantiene el
resultado, cambiando la recta que une P con ese punto por la tangente en
dicho punto a la circunferencia.

¢) Si ABCDeR*=C c]P;lC y calculamos [ABCD], (razén doble de los
cuatro puntos como puntos de la recta compleja), [ABCD]. es real si y solo si

A B Cy D estan en una recta o en una circunferencia, y en este caso ambas
razones dobles coinciden.

Demostracion:

a) En primer lugar, las rectas de R? que pasan por P forman una recta

proyectica, luego tiene sentido [PA, PB, PC, PD]; como las proyecciones y
secciones dejan invariante la razén doble, si r es una recta que no pasa por P,

[PA, PB, PC,PD)=[PAnr,PBNr,PCAr,PDN]

y por el cdlculo que hicimos en la introduccién

175



sen APC.sen BPD

[PA, PB, PC, PD] = - —
sen APD.sen BPC

Entonces, si Q es otro punto de la circunferencia (Fig.19), por las propiedades
del dngulo inscrito

APC=AQC, BPD=PQOD e,
luego
[PA, PB, PC, PD] = [QA, 0B, OC, OD].
b) Es consecuencia de las propiedades de los dngulos exinscritos (uno de

los lados es tangente a la circunferencia) que son idénticos a los de los
4ngulos inscritos.

Fig. 19

¢) Resulta de la definicién de ciclo que [ABCD].eR & De[ABC].
Luego, [ABCD].eR < A,B,C,D estdn en un ciclo (recta o circunferencia).

Por otra parte, como la inversién es una proyectividad de la recta
compleja, deja invariante 1a razén doble compleja, luego si A,B,C,D estdn en
una circunferencia T" (Fig.20), tomando una inversién ¢ con polo en un punto
de T, se transforma I" en una recta y @(A), ©(B), ®(C), ¢(D), estdn alineados y

(A, B, C, D] = [@(A), ¢(B), ¢(C), ¢(D)]. -

Pero si cuatro puntos de R? estdn alineados, es trivial que su razén doble
como complejos coincide con su razon doble real, luego
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[(A)(B)p(CYp(D)]. = [9(A)p(BYO(CYp(D)] =
= [Po(A),Po(B),Po(C),Po(D)] = [PA,PB,PC,PD]
= [ABCD], .

Lo cual prueba la proposicién.

oA B (8 o)

Fig. 20

Proposiciéon. Si S es una transformacién involutiva de Moebius de ciclo
de puntos invariantes I, P¢T"y T'* es un ciclo ortogonal a I por P que corta a
Ten R] y Rz,

[RiR; PS(P)}=-1.

En efecto, [ABCD] = - y como R, y R, P S(P) estian en T
[ABCD]

(segin probamos en la proposicién de ii) y T es un ciclo, la razén doble real
de estos puntos coincide con la compleja y es invariante por inversiones,
luego

[Ri Ry P S(P)] = [S(R) S(Ry) S(P) S*(P)]
pero S(R\)= Ry, S(Ry) =Ry, S(P) =P, luego
i

[Ri R P S(P))=[R, Ry S(P) P] = ——
[R{R, PS(P)]

=R RPSP)=%1

y como no puede ser +1, es -1.

Proposiciéon. La razén doble de cuatro puntos de un ciclo es invariante
por proyeccion estereografica.

[
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Basta tomar un quinto punto del ciclo y usar que la proyeccién de un haz
de rectas en otro deja invariante la razén doble.

Consecuencia: Las simetrias respecto a circunferencias en S quedan
caracterizadas por la propiedad siguiente:

Si S es una simetria de S* respecto a la circunferencia T, la imagen de un
punto PeT por S queda caracterizada por [R; R, P S(P)] =-1,donde R, y R,
son los puntos de corte con T de una circunferencia de $> ortogonal a I" que
pasa por P.

A-7 Transformaciones de Moebius y proyectividades
de p} que dejan §° invariante (P0;;(R))

Desde un punto de vista puramente algebraico, se puede proceder a
construir una compactificacién conforme adaptada a la métrica de RZ

extendible sin dificultad a R". Vamos a trabajar desde un punto de vista
proyectivo dando asf un contenido geométrico a la construccion algebraica.

Consideremos la aplicacion
2 1 | 2 2
PR =P 0ox) = (3%, %, 3 (xf +x3)]

¢ es claramente aplicacién inyectiva y su imagen estd contenida en la
cuadrica

1
|[.Vo=ﬁ~5
=B x 2 2
= yi +tyy —4yey; =0:[01.
)’2:ﬁ Xy

1 2 2
y3 =7 B x| +x;

Esta imagen es exactamente la cuddrica menos el punto [0,0,1]. Mds tn, si
proyectamos [Q] estereogrificamente, dado ¢l punto [0001] sobre el plano
R, (Fig.21) se obtiene precisamente ¢™'. Por tanto @ no es otra cosa que la
proyeccion estereografica de la esfera $? sobre R, vista en unas coordenadas
proyectivas distintas.
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! t oo

Fig. 21

Ejercicio. Deducir el cambio de coordenadas que deja y, = O invariante,
transforma [0,0,0,1] en [1,0,0,2] y la cuddrica en la esfera

“+ y2 + (z-1 )2 =1 (Es tan trivial como parece).
Ejercicios:

1) Comprobar que via @, una isometria de matriz A se transforma en la
proyectividad de R’ de matriz

(1 00 OW

[0 A 0]
Lo 00 1J

2) Comprobar que la homotecia 7z’ = ¢ z da lugar a la transformacién de

matriz
(1 00 0\
|0 ¢ 0 0]
|0 t 0 O
Lo 00 ¢
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3) Comprobar que la traslacién z’ = z+a da lugar a la transformacién de

matriz
( 1 0 0 01
20 1 0 0
{ I si a=o+iP
28 0 1 0
La 2+B* a B 1J
. . 1 . .
4) Comprobar que la inversién z’ = — determina la matriz
Z
( 0 0 0 1)
IO 1 0 0]
00 1 0
LI 000

5) Escribir la matriz correspondiente a la inversidon 7’ = a +

z-a
De este modo tenemos una representacidn del grupo de Moebius como
grupo de las proyectividades de ]P'f{ que dejan invariante la cuddrica
2 - P . .
ylz +y° —4ygy; =0; como ésta es una cuddrica de rango 4 'y signatura
proyectiva 2, en su forma candnica tiene 3 unos y un -1, y por eso al grupo
de proyectividades que la dejan invariante se le representa por

PO@3,1) 6 POs (R).

Conclusién. En este apéndice hemos encontrado unas “misteriosas”
relaciones entre varios hechos distintos.

Tomemos el cuerpo real R y el cuerpo complejo C, C = R{x] / R
x7 + 1
entonces hay una identificacién R* = C; en esta identificacion y la inmersién

5

. Pl . . ,
correspondiente R°Cp ., las transformaciones proyectivas continuas dan
~ . ~ 2 .-
lugar a transformaciones conforme de R°. Estas transformaciones
intercambian entre si “ciclos” que son rectas o circunferencias para la métrica

estandar de R* de matriz [l 0], cuyos vectores isotropos (de médulo 0) son
0t

precisamente (1 i) (1, -i), i,-i son “las soluciones” de la ecuacién que define
C.
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Py - 3 ..

Por otra parte, hay una cuddrica en P, , la esfera y una proyeccion de la
esfera en R” que transforma los ciclos en secciones planas (linealiza los
ciclos) y la transformacién de p (‘: en lineales proyectivas.

Ademis, los ciclos estdn caracterizados en términos de razén doble por
[ABCD].=[ABCD], siy sélosiA,B,C,D estan en un ciclo.

La pregunta natural es: ¢ C6mo es de general este hecho?

La respuesta es que si pensamos en algebras de dimensién 2 sobre el cuerpo
real

A(aﬁ):R[x] 2 .
(x“+ax+f)

Se pueden presentar tres casos:
Dol-4p <0 & A@py=C caso complejo
io?-4B>0 & Agp~ R I V’ caso paracomplejo
x7 ~1
iii) o - 4=0 & Ayp=R [1] , = D.“cuerpo” de los nimeros duales.
(x™)
Y en estos casos se reproduce la situacién casi completamente cubriendo:

a) Todas las métricas euclideas de R
b) Las métricas hiperbélicas de R
¢) Las métricas degeneradas de R”.

Las cuddricas que se toman para la proyeccién son:

a) Las de tipo eliptico
b) Las de tipo hiperbdlico (cuddricas de rectas no degeneradas)

¢) Los conos reales (0 cilindros, ya que estamos en el caso proyectivo y
ambas cuddricas coinciden).

La situacién, ademds, parece ser generalizada a dimensién cualquiera y se
pueden reproducir las matrices de R" y las transformaciones conformes para

estas métricas (Ahora todas si n = 3) usando las algebras finitamente
generadas sobre el cuerpo real.
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§ 3 GEOMETRIA PROYECTIVA
NO LINEAL

3.1 Polinomios homogéneos

Un polinomio F(xy,....x,) € k(xp,....x,) se llama homogéneo de grado d si
F(h X, 51 ) = B F(X0,0.1%0).

. . . Q
Ejercicio. Se llama grado de un monomio xOO -...~x,‘f” a ag+.+a, =d.
Probar que F(xy,...,x,) es homogéneo de grado d si y sélo si es combinacién

lineal de monomios de grado d.

Si el cuerpo base es de caracteristica cero, se verifica que para un
monomio

M = xgo exln I M - a,».xgo ._._.xlf‘i‘l.__.x,‘:rz (a; puede ser cero),
d x;
oM oM .
entonces x;. = ai.M, luego X x; = d.M, siendo d el grado del
X; X

! 1
monomio. Entonces si  F(xg,...,x,) es un polinomio homogéneo de grado d,
como F es combinacién de monomios de este grado y las derivadas son
lineales, se tiene la siguiente férmula

n
2 X
0

JF =d.F (Identidad de Euler)
Jd x;

1

Observemos que si P(V) es un espacio proyectivo unidimensional y
fijamos una referencia Zen P(V), los polinomios homogéneos actian sobre
P(V), pero no como funciones con valores en k, pues si F es homogéneo de
grado d, Flu] no estd bien definido ya que F(hu) = hdF(g) y el valor Flu]
depende del representante elegido. Sin embargo, tiene sentido el conjunto
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V(F) = {[u] | F(w) = 0}
yaque si F(u) =0, F(hu) = h°F(u) = 0.

Entonces V(F) se llama una hipersuperficie en P(V), y los conjuntos

interseccién de un numero finito de hipersuperficies se llaman “variedades
algebraicas proyectivas”.

n
Considerando el atlas afin P(V) = U y. asociado a la referencia & se
{

0
puede tratar de entender la estructura de las variedades proyectivas, desde el

punto de vista afin. En efecto, tomando una de las cartas afines U;, la relacién
entre coordenadas afines y proyectivas que ya vimos, establece que si Pe U,
tiene coordenadas proyectivas [yg,...,¥a] con y; # 0, sus coordenadas afines son

(2o 2 Iny=(x,...x,), esdecir
Yi Yi Vi
Mx=2i 1<j<i x=2i i<j<n
Yi Yi

Reciprocamente, si P tiene coordenadas afines (X1,.--,Xn), sus coordenadas
proyectivas son todas las [yq,...,ys] que verifican (*) y tomando en particular y;
=1 son

Yj = X+ OS]<I Y = Xj lS_]SI’l
de este modo
V(F) N U= P (g ) | F Qe LX)} = 0

Ejemplo. Si FeR[xgxx;], es F = xl2 +x§ ~2xyxq, F €s homogénea de
grado 2y

a) V(F) N Up= {uy)le RZTF(Lynys) =0} = {(ny) | y2 + y2 —2y,= 0}

es decir es la circunferencia (en RZ) de centro (0,1) y radio 1.

b) V(F) N Uy = {(21,22) €R* 1 F(z1,1,20) = 0} = {(21,20) | 1423 - 2212, = 0)
es decir es la hipérbola z)(2z;-z2) = 1 de asintotas z, =0, z; = 2z
) V(F) N U= {(tt)eR* I F(tih,1) =0} = {(tt2) | 1§ +1-21, =0}

es decir la pardbola de eje £, =0 con vértice (%—,0)
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Desde el punto de vista proyectivo, es simplemente una cénica que no
cortaa xg =0, corta en dos puntos a x; =0 y es tangente en x, = 0 (Fig. 22).

Fig. 22

Podemos ahora completar una variedad afin; si un conjunto de puntos estd
definido en el espacio afin por ecuaciones fi(xy,....x,) = 0, 1 £j < r; se pueden
tener todos los puntos proyectivos que verifiquen estas ecuaciones,
identificado el espacio afin con la carta U,

Al =0 1<j<r
Yo Yo

PP . 5 . .. . d;
quitando denominadores”, es decir multiplicando la ecuacién f; por y,’ con
dj = grado de f;, se obtiene un sistema de ecuaciones homogéneas

d; ; .
Fj(}’o,--~,)’n)= yo-/ﬁ(ll_’”_.ﬁ}z() 1 S.]Sf
Yo Yo

que definen una variedad algebraica proyectiva que se llama complecién de la
variedad afin correspondiente.

Ejemplo. Tangentes a una variedad proyectiva. Asintotas

Trabajando en el caso de hipersuperficies, podemos tomar, siempre sobre
k=R 0 k=C, una hipersuperficie proyectiva F(xy,....x,) = 0; si P = [dy,...,04]
es un punto de V(F) y a# 0, podemos permutar los puntos de la referencia
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(para simplificar la notacién) y suponer o, # 0. Entonces si %= B;, P tiene
coordenadas (B,....B.) vy es solucién de f(yi,....yu) = F(L, yi,e.syn) = 0. Si

suponemos que ((3 f 1 [ Jd f } ] # (0,...,0), el hiperplano tangente a la
avy )
P

O
hipersuperficie de R"

n P

Sy} =0

en P=(By,....Bn), es el hiperplano de ecuacién

Z[af] Oi-B)=0

d y; »
pero
D fOroeyy) I FUyiyy) [0 FGguxyin,)
ay, B dy; _l d x; J(l,y, ..... ¥n)
luego si llamamos
(ap} Z(QF(xO,.‘.,xn)] e [a_f_] =[8F) ’
dx; ) d x; (LB 1B ) dy; P d x; /p

entonces escribiendo el hiperplano tangente en coordenadas proyectivas y; =
Zi_ | laecuacibn es

X0
2(81‘“} [x_i‘ﬁi]:O@OZZ[aFJ (x; = Bixg) =

i=1\ 9 x; *o0 i=I\?*i J,

] i)

dx;
I iJp

i=1
Pero por la férmula de Euler

i(aF

=0\ 7 X;

| dF
]xi=d.F(x0,...,xn)=>2[a——} By=d.F(1,By,... B,)=0 (By=1
i=0\% *i Jp
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luego

| oF
i=1 3x1

13

.B; ¥ la ecuacién proyectiva del hiperplano
P

larF
x; =0
E)(‘;xi] i

P

dx;

tangente es

St tenemos una variedad afin dada por f(xy,....x;) = 0, se completa al
proyectivo y los puntos que se afiaden se Ilaman puntos del infinito de la
variedad. Los hiperplanos tangentes en estos puntos son las asintotas.

Por ejemplo, lacurva x'y -xy° - 22 + 2y' + ¥y - +y? - 2x+ 7=0
completada al proyectivo es

2 2 2.2 4 2 3 2.2 3 4
XXy =X X5 —2x7x5 +2Xx) + X XX —XjXg t Xy x5 ~2x;x5+T x5 =0
Sus puntos del infinito son los de corte con xp=0
x]2x2 - X x22 —2x]2x22 +2x§ —(xp —x)(xp +x3)x(x; —2x,)=0

[0,1,1], [0,1 -1], [0,0,1], [0,2,1]

La tangente en un punto cualquiera (con tangente) es

JdF 3 2 2 2 3
= —x) X)Xy +2x5x9 —6x x5 +28xy
d x,
dF _ 2 2 2 3
S2X Xy - X5 —AX Xy +2X XX ~3X X —2Xx,
(9x|
JF 2 2 3 2 2
=x; —2x xy —4x;xy +8x5 +x] x5 +2x5x,
dx
2

JF JdF JdF
Yot nt x =0
d xq » d x ) d x, .

Entonces si P = [0,1,1] por ejemplo, se obtiene -3x, + 3x, = 0 0 sea x-y =0,
ysi P=[0,0,1]es: x,=0 osea y=0.
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3.2 Cuadricas en el espacio proyectivo

Llamaremos cuddrica al lugar de ceros de una ecuacién homogénea de
segundo grado. Una de estas ecuaciones admite siempre una expresion
matricial:

(‘l()ﬂ""’a()n\ *o
2 . .
F(xo,“.,xn)zz:a“xi +22¢zijx,-xj =0=(xg,....x,)

| : D
i<j
LanO’“"ann J

La matriz simétrica A = (a;;) se llama matriz de la cuddrica. La ecuacién
F(x) = 0 define diferentes cuddricas, dependiendo de la referencia que fijemos
en el espacio proyectivo; dos de tales cuadricas se dicen proyectivamente
equivalentes. Si fijamos una referencia &, dos cuddricas @, y (, serdn
proyectivamente equivalentes cuando sus ecuaciones difieran en un cambio
de referencia proyectiva, es decir una transformacién de coordenadas

(=] []
Lil=pm| |

=) )

(B es el factor de proporcionalidad presente en todas las férmulas analiticas
de geometria proyectiva por causa de la no unicidad de coordenadas).
Entonces dos cuadricas de matrices A y B son equivalentes proyectivamente
sty s6lo si 3 Bek*, I Me GL,, (k) con

B=M"AM .

Esta férmula permite obtener el objeto intrinseco correspondiente a la
cuddrica. Recordemos que:

a) Una forma bilineal simétrica sobre un espacio vectorial V es una
aplicacion

F-VxV—ok (k cuerpo base)
tal que:

i) VuyeV Fuy) = Flv,u)
i) Yu,y,we V Va,bek, Flau+ by, w)=a Fluw) + b F(v,w)
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b) Una forma cuadratica sobre un espacio vectorial V es una aplicacion Q:
V— £, tal que:

) Vack VYreV Qav)=d’ Q)

ii) la aplicacién F: VxV—k dada por F(u,y) = %(Q(g+y - 0w - O(v)

es una forma bilineal.

¢) Existe correspondencia biunivoca entre formas bilineales y cuadréticas,
obtenida asociando a cada forma cuadritica Q la aplicacién F de la propiedad
(ii) y a cada forma bilineal F la aplicacién Q(u) = F(u,u) que es claramente
una forma cuadratica. Ambas correspondencias son inversas una de la otra.

d) Si B = {ug,.....tn} es una base de V, B establece una correspondencia
biunivoca entre formas bilineales y matrices simétricas, obtenida asignando a
cada forma bilineal F, la matriz M = (ay), a;j = F(u;,u;). Entonces si u y v
tienen coordenadas x,y respectivamente,

() Flw,y) = (@ M) y 0@) = F(x.x) = xMx'

Reciprocamente, cada matriz M = (a;) simétrica, induce una forma
bilineal por la férmula (*), por tanto son equivalentes los objetos siguientes:

i) Formas bilineales simétricas

11) Formas cuadraticas

iit) Polinomios homogéneos de grado 2
1v) Matrices simétricas

e) La propiedad (i) de la definicién de forma cuadratica, establece que
Q) =0 & Qhy)=0 Vh
Yy por tanto

Q1= {[»JeP(V) 1 O(v) = 0}

estd bien definido. Este conjunto se Hama cuddrica de puntos, y una vez que
se fija una referencia, es la cuddrica de ecuacién

Q()Co,...,xn) =0

Pero en su definicién no aparece la referencia para nada, esta es por tanto la
nocién intrinseca de cuddrica. Cuando trabajamos en un cuerpo
algebraicamente cerrado, la cuadrica de puntos determina, salvo producto por
una constante, la forma cuadrdtica que la origina. Esto no sucede si k& no es
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algebraicamente cerrado, por ello la nocién general de cuddrica es la
siguiente:

Las formas cuadriticas sobre V forman un espacio vectorial de dimensién

ntDint2) (isomorfo al de matrices simétricas (n+1) x (n+1) con coefi-
2

cientes en k); si llamamos Q_a este espacio vectorial, entonces se llama
cuddrica a todo punto de P(Q), es decir a toda clase {h Q | hek*} = [Q],

Qeq.

Dada una cuddrica [Q], a la forma bilineal asociada a una cualquiera de
las formas bilineales que representan [(Q] se le llama forma bilineal asociada a
la cuadrica.

f) Dos vectores u y v se dicen ortogonales respecto de una forma cuadratica
Q, o de su forma bilineal asociada F, si F(u,v) = 0 (se puede pensar siempre
en una forma bilineal como un producto escalar). Si EcV es un conjunto
cualquiera de vectores, se llama subespacio ortogonal a E respecto de F a:

" E'={veVIFuy) =0 VueckE)

R

f-1 E'es siempre un subespacio vectorial de V

2 Si EcT, T*c E*

-

—ry

f-3 Si E depende linealmente de T, T c E*
f-4 Si E genera el subespacio L, Et=1t

Estas propiedades son inmediatas y se siguen de la bilinealidad de F. Se
llama radical de F, o radical de Q a rad(Q) = V*, si rad Q = {0} se dice que
Q es no degenerada. Si B es una base de V y M es la matriz de F en B, decir
que 1 y v, de coordenadas x,y son ortogonales, equivale a decir que F(u, v) =
x My =0,y por tanto decir que ¥ estd en rad(Q), equivale a decir que

XMy =0y & xM=0

Luego, x M = 0 son las ecuaciones de rad(Q) y por el teorema de Rouche, dim
rad(Q) = dimV- rango M y hemos obtenido que:

“Todas las matrices de una forma cuadrdtica tienen el mismo rango”.

g) Si Q: V— k esunaforma cuadrética, Q induce una aplicacién

Q: Vi =k O +rad(Q) = Qv)
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que es una forma cuadrética no degenerada. Si elegimos una base de rad(Q)
{vo,...,¥:} y la ampliamos a una base de V, {_vy,...,V1,Vrs15----Vn ]}, la matriz de Q

en esta base es [O 0\' con N de dimensiones (n-r) X (n-r) y det N£O,
0 N

entonces N es la matriz de @ en la base {y.. + rad(Q),...,v, + rad(Q)}. Por
tanto, siempre podemos suponer que trabajamos con formas cuadréticas no
degeneradas.

Si Q: V> k es no degenerada y L es un subespacio de V, tomando una
base de L, {uo,....u;} y ampliando esta base a una base de V, las ecuaciones
de L* en esta base son

©,..,1,...0)Mx'=0 (conellenlaposicioni,0<i<r)

las ecuaciones son necesariamente independientes, pues los coeficientes son
filas de M, luego dim L' = dim V - dim L. Sin embargo, no es cierto en
general que LAL* = {0}; obsérvese que esto equivale a que la aplicacién QI
: L— k, que es también una forma cuadritica, sea no degenerada y cuando
esto sucede, V = L+t y la suma es directa, por tanto si {ug,...,it,} €s una
base de L y {u41,....1tn} €5 una base de L {tgstybhs e nitn} €8 una base de

V y la matriz de F en esta base es (A 0] con A matriz de QI y B matriz de
0 B

o,

Una base {ug,...,un} de V se dice ortogonal si F(u;, 4)) = 0, Vizj olo que
es lo mismo, si la matriz de F en esta base es una matriz diagonal.

Proposicion. Existe una base ortogonal de V respecto de cualquier forma
bilineal F.

Demostracién: Se pueden dar dos casos:
) QW=0 VeV & Fluw) =L (Qu+w)- QW -Qw) =0 Yew =F
2
tiene la matriz O que es diagonal.

2) dyeeV con Q(vy)#0, entonces si Lo = L(vo), Lor‘\Lol ={0} y V=L +
LOL; tomando QILL, dim LOl =dim V-1 y se repite el razonamiento.
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Consecuencia. Si K es algebraicamente cerrado existe, para cualquier
forma cuadratica (, una base en la cual la matriz de Q es diag(0,...,0,1,...,1)
con un nimero de “0” igual a dim(rad Q).

Demostracién: Por la proposicién anterior, hay una base ortogonal para Q, la
matriz de Q en ella serd diag(d,....,d,); el nimero de d#0 es el rango de una
matriz cualquiera de Q y por tanto el mimero de ceros es la dimension del
radical. Reordenando la base, esta matriz se escribe diag(0,...,0,di5....,dy)
con d#0 Vi.Si B= {u,...u,} es labase correspondiente, se toma Vi
=u; 0Si<r, yy=_1 u r<j<n ysetiene el resultado.
NN
Se dice que dos formas cuadriticas son linealmente equivalentes si
difieren en un automorfismo de V, es decir:

01~ 0,3 9e AuV)010=0»

Si referimos las formas y ¢ a una base de V, Q, y O, tendrdn matrices
simétricas M, y M, y ¢ una matriz M, entonces si u es un vector de
coordenadas (x), @(u) tiene coordenadas y con (y)' = M(x)', y por tanto

Qo) =y M,y =xM'M,Mx'=Q,W=xMx' ,YueM,=M'M,M

que es la misma relacién que vimos al principio, por tanto podemos escribir
también
01 ~ O, & J Bases B, B, tales que:
Matriz de Q; en B; = Matrizde Q,en B, .

En consecuencia y teniendo en cuenta la proposicién que acabamos de
demostrar:

Si k es algebraicamente cerrado Q) ~ @, < rango (Q;) = rango (Q,)

(donde rango (Q) es el rango de una cualquiera de las matrices de Q).

h) Si k no es algebraicamente cerrado, la situacién es mas dificil. En el caso
real, la base {ug,....un} que proporciona la matriz diag(0,...,0,d,1,....d,) se
puede conseguir dividiendo cada vector u; (>r) por fId ! ), entonces

reordenando los vectores de la base se puede alcanzar una matriz
(0,...,0,1,...,1,-1,...,-1). El niimero

SUQ) = [#(1) - #(-1)]
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se llama signatura lineal de la forma cuadritica y el Teorema de Inercia de
Sylvester establece que es un invariante, es decir que no depende de la matriz
diagonal elegida para Q.

Entonces, si k es el cuerpo real es claro que

01 ~ O < rango (@) = rango (@) y Su(Q1) = S(Q2)

Para cuerpos mds generales se substituye el teorema de existencia de base
ortonormal por un Teorema de Witt, que establece una descomposicién del
espacio en suma ortogonal de planos hiperbdlicos y un resto, pero no nos
interesa en nuestro caso porque nos limitaremos a cuerpos algebraicamente
cerrados.

i) Entonces para clasificar cuédricas, teniendo en cuenta que aqui usamos la
ecuacién Q(x) = 0, la presencia de factores de proporcionalidad es irrelevante
y se puede definir la equivalencia proyectiva de cuddrica por:

[O1] ~ [Qs] < Thek* Q1 ~ hQ,

Entonces sobre cuerpos algebraicamente cerrados, el producto por una
constante no nula no altera el rango, luego

[O1] ~ [@:] & rango (Q) =rango (Q;)  (k algebraicamente cerrada).

Por tanto, en este caso s6lo hay n+! tipos de cuddricas distintas en P(V) (dim

P(V) =n)

Si k=R y h >0, el producto por £ no altera la signatura lineal pero si A

< 0, el producto por 4 cambia el signo a esta signatura. Llamamos signatura
proyectiva a S(Q) = ISL(Q)! y es claro que

[01] ~ [Q,] <> rango (Q)) =rango (Q2) ¥y S(Q) =S(0)k=R

3.3 Polaridad respecto a una cuadrica,
v

a) Se llama vértice de una cuédrica [Q] al subespacio proyectivo asociado a
su radical, V(Q) = P(rad.Q); una cuddrica no degenerada es la que tiene
vértice vacio.
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Se llama polar de un subespacio § = P(L) al subespacio P(LL). Entonces

si Pg V[Q] es un punto, su polar es un hiperplano del espacio, y generalmente
se llama polaridad a la correspondencia que asocia a cada punto no situado en
el vértice de la cuddrica su hiperplano polar. Para interpretar
geométricamente el significado de la polaridad, comencemos por calcular la
polar de un punto de la cuédrica.

Proposicién. Si Pe[Q] - V[Q), el hiperplano polar de P es el hiperplano
tangente a [(Q] en P.

Demostracién: En una referencia R la ecuacidn de la cuadrica es
Q) =xAx'=0 con A simétrica.

Entonces, si Q(a) =0, (o) vector de coordenadas de P, el hiperplano tangente
a[Q]en Pes:

Z(BQ] .x; =0 pero

a x;

(xA 1) =2¢ Ax' con ¢ =(0,..1%...,0)

o L

por tanto, la ecuacion anterior es:
Y26 A0 . x;=2Y xAx' =2F(a,x) =0
Luego es exactamente el hiperplano polar de ().

Por otra parte, es obvio que si Py Py" (P = Polar de Py), por ser F
simétrica, P,e P;* y que por las propiedades de la ortogonalidad, para
construir la polar de un subespacio, bastard intersecar los polares de un
conjunto maximal de puntos independientes. Entonces:

Ejemplo: Si [Q] es una cénica (elipse) y P es exterior a [(], las tangentes ¢,
y t, por P a [Q] (Fig. 23(a) ) 1a cortan en puntos P; y P,, entonces Pe Pt y
Pe le. Luego

PP, P,eP' y Pi+Pye P
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Py

P,

Fig. 23(a)

Fig. 23(b)

Si P es interior a [Q] (Fig.23(b)), tomamos dos rectas r; y r, por P que
cortan a [Q] en puntos R, y R, y S; S, respectivamente. Las tangentes a [Q]
en R, y R, se cortan en P; y las tangentes a r, en S| y S, se cortan en P,.
Entonces

Per, = rjeP pero n=8+S,->nrn ' =8"NnS; =P, = PeP"

y del mismo modo P,eP' y P*=P +P,.
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Proposiciéon. Si PeP(V) y [Q] es una cuddrica, el lugar geométrico de las
rectas que pasan por Py son tangentes a | Q], C,|Q] es:

a) El plano tangente por P a [Q] si Pe[(Q]

b) Un cono que corta a [Q] en el mismo conjunto de puntos que el plano
polar de P respecto a [Q] (k algebraicamente cerrado).

Demostracién: Basta obtener la ecuacién del cono tangente C,[{Q]. Si P =[u]y
X = [x] es un punto genérico del espacio, Xe C,[Q] < [u] + [x] es tangente a

Q1.

Pero el punto genérico de larecta [u] + [x] es [a u + b x] y decir que esta
recta es tangente a Q equivale a que la corta en un dnico punto, es decir que
la ecuacién

Qlau+bx)=0 tiene solucién unica en [a,b].

Pero:
0=Q(au+bx)=a Qu)+2ab Flux) + b Q) (1)

y se pueden dar dos casos:

1) Pe[Q] & Q) =0 y (1) tiene soluciéndoble & Flux) =0 xe ut,
luego C,(IQ)) = ut queesel plano tangente.

i) Pe[Q] < Q) #0 y (1) tiene solucién doble si F(u x)* -Q(u) O(x) =0
que es la ecuacién del cono tangente.

Entonces, Cp[@] N [Q] viene dado por las ecuaciones
{ 0(0)=0
Fux®-0w Q) =0
equivalentes a:

{ Q(x)=0
Fux)=0

que son las ecuaciones de wN[Q].0

Proposicion.

a) Si Pe[Q}, el subespacio P+V[Q] estd contenido en [Q] y en
consecuencia, [Q] es union de subespacios que pasan por ViQl.

195



b) Si S es un subespacio complementario de V[Q), [Q] es union del
conjunto de subespacios que proyectan los puntos de [Q]1 N S desde V[Q].

c) Si Py R estin en [Q], y la recta P+R estd contenida en [Q], P+R
corta al vértice de [Q] si y solo si (si no estd contenida en el vértice) el plano
tangente a Q a lo largo de los puntos de esta recta es constante.

Demostracion:

a) SiP=[ulyA=[ale P+ VIQ], lv]e VIQ] con a=ou+Py
entonces

0(a) = o’Qw) + 20B Fuv) + B°O(») y Q@) =01 =0

porque [u]y[v]estdnen [Q] y F(u y) =0 porque ve rad(Q), luego
Q@) =0 ylale[Q].

b) Si § es un complementario de V[Q] (Fig.24), VPeS, PgV[(Q],
entonces P+V[(Q] tiene dimensién la de V[Q] mds uno y por (a) estd contenido
en la cuadrica. El reciproco es trivial.

) l
o PHQ)

Fig. 24

¢) Siful+[vlcQ es Qau+PBr)=0,Vuy e Flu, v)=0.

Entonces [u] + [v] N v[Q] # ® < se puede tomar [v] € V[@], entonces si
lule V[Q] (porque en caso contrario el plano tangente no estd definido en
ninguno de los puntos de {u] + [v]), tomando X = [ctu + By] es:
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Tx [Q] tiene ecuacién Floou + By, z1 = 0.
Pero Floou+ By, 2) = o Fly, 2) + B F(y, 2) = o Flu, 2)

porque F(v,z) =0 yaque [v] € rad[Q]. Entonces la ecuacién de Tx[(Q] es la
de T;,3(Q) y este plano es constante. El reciproco es inmediato. [

Proposiciéon. Si [Q] es una cuddrica no degenerada, el conjunto de
hiperplanos tangentes a [Q] es una cuddrica en P(V)* (que se llama la
cuddrica de hiperplanos de [Q]).

Demostracién: Si fijamos una referencia, [Q] tiene una matriz A y el
hiperplano H de ecuacién agxgy +...+ apx, = 0, y coordenadas en la referencia
dual [ag,....a,] es tangente en [Q], si y Olo si existe un punto P de
coordendadas [by,...,b,] perteneciente a la cuddrica y tal que P = H, es decir

bA Db =0 (Pe[Q))
bAx =0ccuaciSnde H I tek* bA=tae
=t¢_1A‘I

1S

Eliminando b se obtiene que H, de coordenadas [ay,...,a,], ¢s tangente a
[0], siy s6lo si

aAld'=0oa. AdA) a' =0.
Como Ad(A) (matriz adjunta de A) es una matriz simétrica no degenerada,

el conjunto de hiperplanos tangentes a [Q] es una cuddrica en el espacio de
Hiperplanos; esta cuddrica se 1lama cuddrica dual de la cuddrica de partida.

Ejemplo: La cuddrica dual permite extender la nocién de dualidad a las
cuddricas, asf, la nocién dual de puntos pertenecientes a una cuddrica es la de
hiperplano tangente a la cuddrica y resultados como el teorema de Pascal

“El hexagono A,B,C,D,E,F estd inscrito en una cénica, si y sélo si los
puntos (A+B)N(D+E), (B+O)N(E+F), (C+D)YN(A+F), (puntos de corte de
lados opuestos) estan alineados”.

Tienen su version dual (Teorema de Brianchon)

“El hexdgono de lados a,b,c,d,e,f estd circunscrito a una cénica, si y sélo
si las rectas (amb) + (dnb), (be) + (enf), (cnd) + (any), (diagonales) son
concurrentes”.

Las cuadricas se pueden clasificar por la accién de proyectividades, sin
mds que clasificar las formas cuadrdticas asociadas y tener en cuenta el
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producto por constantes, que no altera la cuddrica pero puede alterar las
formas cuadraticas.

Asi:

a) K algebraicamente cerrado: Las cuddricas [Qy] y [Q,] son
proyectivamente equivalentes, es decir existe una proyectividad n (recta de
automorfismos) con n([Q,]) =[], siy sblo si r[Qy] = r[Q-].

b) K cuerpo real: Las cuadricas [Q;] y [Q;] son proyectivamente
equivalentes, si y solo si tienen el mismo rango y la misma signatura
proyectiva, donde se llama signatura proyectiva al valor absoluto de la
signatura lineal. El hecho de sustituir la signatura lineal por la proyectiva se
debe a que el producto por un nimero negativo cambia el signo de la
signatura lineal.

Geométricamente es facil comprobar, con el teorema de descomposicion
de Witt o directamente, que la signatura proyectiva estd relacionada con la
dimensién de los subespacios lineales mencionados contenidos en la cuddrica.
Asf, si [Q] es una cuddrica no degenerada en un espacio proyectivo real de

dimensién n, S[Q] = s < [Q] estd compuesta por subespacios lineales de

. .. n+l-s
dimensiéon ——— - 1.

Por ejemplo, en el espacio proyectivo real de dimensidn 3, las cuadricas
no degeneradas pueden ser de signaturas

+1-3
s=4 x02+x12+x22+x32=0 d="1""% 1=1 no hay puntos
2
s=2 -x02 + x12 + x22 + x32 =0 d=0 cuédrica de puntos (eliptica)
s=0 -x02 - x12 + xzz + x32 =0 d =1 cuédrica de rectas (hiperbélica)

Los tipos de cuddricas afines aparecen en funcién del corte por el plano
del infinito, si el plano del infinito no corta a la cuddrica, ésta se llama
elipsoide, si el plano del infinito es tangente a la cuddrica ésta se llama
paraboloide, y si es secante se llama Hiperboloide. Aparecen asi los tipos
usuales de cuddricas afines.
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3.4 Curvas racionales normales

Las cénicas no degeneradas se pueden obtener como imédgenes de la recta
proyectiva via una aplicacién ¢: P,' — P2 obtenida tomando dos
polinomios independientes de segundo grado en las variables f,1), Py(fo,t),
Pi(to.t1), Po(to,11), y escribiendo x; = Pi(t,t) 0<i < 2.

. 2 . .

En efecto, si Pi(tp,t1) = aiotoz + ai,toty + apt;”, los tres polinomios son
independientes st det M # 0 con M = (a;), entonces el sistema de ecuaciones
anterior se escribe como

2 2
@'=M@  u=0,t0n 1)
Se puede despejar u, y si M = (by), se obtiene
102 = bgg xo + boy x1 + boz x>
toti=bixo+bnxi+binx
2
1" = by xo + by X1 + by xy
Y eliminando las #,t, se obtiene
2_ 2.2
(b0 xo+biix1 +b1z X2)” = 1" 11" = (booxo +boix1 +boz x2) (baoxo +b21 X1+ by Xy),
que es la ecuacién de una cénica.
Reciprocamente la proyeccion estereogréfica de la cénica [Q] desde uno

de sus puntos P sobre la tangente en otro de unos puntos P’ proporciona unas
ecuaciones paramétricas de este tipo.

Entonces, al igual que la nocién de cuadrica generaliza la nocién de
conica (hipersuperficie de 2° grado), podemos generalizar la nocién de cénica
observando que hay exactamente 3 polinomios de 2° grado independientes en
dos variables y que en grado “d” hay d+1; entonces otra generalizacién
natural de la nocién de cénica es la de curva racional normal.

Definicion. Se llama curva racional normal a toda curva del espacio
proyectivo de dimension d, definida por unas ecuaciones paramétricas

xi = Pi(to,t) 0<i<d

donde { P{{tot)) }oica Son d+1 polinomios independientes de grado d.
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Proposicién 1. Mddulo proyectividades, una curva racional normal en P
es equivalente a la curva
Xi:t()diitli 0<i<d

Demostracién: Los polinomios {tod, I t,,...,t,d} son d+1 polinomios
independientes. Todo polinomio P(fpt;) de grado d es combinacidn lineal de
estos polinomios, si { Pi(f,,21) }o< <4 son polinomios independientes de grado d,
la matriz de sus coeficientes M es inversible y la proyectividad de matriz M
transforma la curva en la curva dada. O

Proposicion 2.  Las curvas racionales normales son interseccion de
cuddricas. Basta elegir el modelo normal de la proposicion 1; claramente
todos los puntos de la curva verifican que:
xi,xj-xi+1xj_]=0 0<i<d ]S]Sd
Por tanto, la curva estd contenida en la interseccién de las cuddricas

definidas por estas ecuaciones. Reciprocamente, si [aq,....aq] verifica estas
ecuaciones, se pueden dar dos casos:

2
a) agp# 0. Entonces, como aga; =a;’, dg a3 = ay dy,....Ag g = d) dg.1 » €5

2 3 o
) a aj a4y || 42 a) a4 a;
[lo (lo ’ (10 (10 (10 (10 (10 (10
ay
luego para =1, = —,
a0
d . dl dy _ a ap \dy _ a; ajp a
[t to" trnti ] =1, - (F)T =11, 2L, &, =L ]
ap ag a4g dg a9
= [ao al,...,ad].

2 2
b) ag=0 Entonces, como ag.a1 =@, a; =0, aj.a3=a,”, a; =0, etc. aqy
2 - . -
2.4 = dg1, agq = 0 0 se obtiene sélo el punto [0,...,1] que estd en la curva
para fo=0,7,=1.

Luego, mds precisamente la curva es interseccion de las cuddricas xp x; =
X1 X1, 25ISd, X0 X; = tz, 3<i<d, que son 2d-3, pero éste nimero no es en
general el mds pequefio, aunque si d=2,d=3.0
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Ejemplo d =3 Lacurva es interseccién de las 3 cuddricas xo x2 = x,2, Xo X;
=X Xp, X1X3 = xzz, y si quitamos una aparece ademds una recta como parte de
la interseccién. Esta curva es un ejemplo de curva en el espacio de dimensién
3 que no es interseccién completa de dos superficies, es decir no puede
escribirse con solo dos ecuaciones.

Problema: ;Qué¢ sucede en ¢l caso d = 4?7 ;Se puede suprimir alguna de las
5 ecuaciones?

Proposicién 8.  d+1 puntos distintos de una curva racional normal
generan todo el espacio P* (son independientes).
Demostracién: Es una aplicacién inmediata del determinante de Van der

Monde.

o sz < s d s .
Proposicién 4. Por d+3 puntos en posicion general de P° pasa una iinica
curva racional normal (en posicion general significa que d+1 cualesquiera
de ellos son independientes).

En efecto, vamos a buscar otra forma de escribir las ecuaciones
paramétricas de una curva racional normal, para ello basta observar que si
[0t0,Bol,....[0ta,Bal son puntos distintos de 1a recta proyectiva

d
G(tot)= [T (er;t9- Bity)
i=0
es un polinomio homogéneo de grado d+1 y si
G(tyry)

a;to - Bt

Hi(ty t)) =

los polinomios H;i(#p t;) son linealmente independientes, entonces
x;=Hi(tpt)) 0<i<d

son también las ecuaciones de una curva racional normal (y todas se escriben
asf médulo cambio de coordenadas proyectivas). Entonces salvo para valores
del parametro [B; o] 0 <i <d la curva (dividiendo por G(¢, t,)) admite, como
paramétricas
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Mx=—" ' o<i<d

oty = Bty

y para [B; o] como valores de [# t;] se obtiene el punto coordenado
[0....,1,...0] (1 en la posicidn i)

Entonces, si tenemos d+3 puntos en posicién general, tomando d+1 de
ellos como los d+1 primeros puntos de la referencia y el punto unidad
arbitrariamente, los dos puntos restantes tendrdn coordenadas [aq,...,a,],

[bo,-.sbnl vy a; # 0, by 2 0, Vi, luegosi o; = L Bi=- A la curva de
a. b.

I L
paramétricas (*) pasa por esos d+3 puntos y es obvio que es la dnica con
esta propiedad.

La generalizacion que lleva de las cénicas a las curvas racionales
normales no es solamente algebraica, su aspecto geométrico se puede poner
de manifiesto del modo siguiente:

Proposicién 5.

a) Si Py R son dos puntos distintos del plano proyectivo, T: P*lp — Py es
una proyectividad del haz de rectas de vértice P en el haz de vértice Ry 1t

no es una perspectividad, entonces los puntos (g (r)) p?
re /P

forman una conica que contiene a Py R.

b) Si[Q] es una cénica de P*, Py R son dos puntos de [Q) y definimos
7 PYp = PYg por (P T)=RT VT e [0],
T es una proyectividad.
Demostracion:

a) Si elegimos una referencia (Fig. 25) con P =[001], R =[100] y como =
no es perspectividad m(P+R) # P+R, luego m(P+R)=s y 3r por R con
(r) = P+R, entonces se toma

[0,10]=rns.

Ademds, se elige u por P, u#r, u# P+R ysetoma [1,1,1] = unm(u). En
esta referencia P+Res larectax; =0, rlaxg=0yslax,=0.

202



Tomando como referencias en P/p y Py lasrectas {xo=0, x; = 0: xo

x1 =0}y {x; =0, x = 0; x)-x, = 0}, la proyectividad = tiene matriz identidad

y asi la recta ag xg+ a; x; = 0 que tiene coordenadas [ag,-a;] se transforma
enla agx; + a; x,= 0, la interseccién de estas rectas es

{a0x0+a|xl =0 ,

L= Xotr-x1" =0

agxy+ayx, =0
O sea, cuando [ag a,] varian, tenemos efectivamente una cénica que pasa

por Py R.
[010]

[111]
Fig. 25

b) Si[Q] es unacénicay Py R son dos puntos de {Q] (Fig. 26), elegimos
una referencia en la cual P sea [001], R [100], y el punto [010] sea el polo
de la recta PQ. Tomamos ademds el punto [111] sobre la cénica, y en esta
referencia la ecuacién de la cénica es: x Ax' =0, A= (@) y

b1)[001] € [Q] = an=0
b2)[100] € [Q] = ag =0

b3)La polar de {010] es (010) A x' = 0, es decir agxo + ayx; + appx; =0
y como es la recta PQ, x; = 0, debe ser ap = ajp = 0, luego la matriz de la

cOnica es
( 0 0 aozw
| 0 ayy 0 |
Laoz 0 0
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P01 [o10]

R{100}

[111]

Fig. 26

b4)Como [111] € Q es2ap + a;; =0, luego la ecuacién [Q] es

2 2
2(102 X0 X2 - 2(1()2)6[ = 0 [=4 XoX2- Xy = 0.

Entonces es inmediato que, tomando como referencia de rectas las del
apartado (a) la correspondencia PT — RT, Te [Q] tiene matriz identidad y es
por tanto una proyectividad. O

Proposiciéon 6. Si L,,...,.Ly son subespacios de dimension d-2 en pd
situados en posicion general y P - P‘d/Lj son proyectividades tales
que

a) T = ],Vl

b) T Ty = Tk

Entonces, si H € P%; los hiperplanos mi(H) j=1..d se cortan en un
punto Py y los puntos Py cuando H varia en P°/y; recorren la curva racional

d
normal en P°.

Demostracion: Hacerla como problema.
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§ 4 VARIEDADES
ALGEBRAICAS AFINES Y
PROYECTIVAS

4.1 Correspondencia de Galois. Variedades afines.

Consideramos de una parte el espacio afin n-dimensional sobre un cuerpo
k (algebraicamente cerrado), A, = k" y por otra el anillo de polinomios en n
variables k[x] = k[x,,...,x;] y definimos las correspondencias

I Ak = Bklxy,...xa]), Vi RKkLxy,.0x,]) = &K

donde R(X) indica el reticulo de puntos (subconjuntos) de X, por:

I(E) = {P(x1,....%0) | P(ay,...an) =0 VY(ay,...apn)€ E}VEcCK’

V(F) = {ay,e...an) € K" | Play,...a,) =0 VP(x) € kix]}

Se verifican las propiedades siguientes:

i) EyCE,= I(E) cI(Ey), Fi < F,= V(F) c V(F)
i) Ec VII(E)), FcI(V(F))y en consecuencia IVI(E) = I(E), VIV(F) = V(F)
iii) /(E) es un ideal radical de k[x]VE (Ideal radical significa que a’e =ae )

iv) Los conjuntos V(F) son los cerrados de una topologia de k" (Topologia de
Zariski).

Veamos esta ultima propiedad. Es inmediato que V({0}) =k" y V({I}) = ‘
&, ademads

ay V(F\Fy) = V(F)) u V(F,) donde F\.F, = {f.g | fe F\, ge F>}, puesto que

Pe V(F)) = g(P)=0 VfeF, = h(P)=0 VheF,.F,
ya que
h=fg feFi,ge Fa fiP)=g(P).g(P)=0g(P)=0.
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Lo mismo sucede con F, luego V(F)) U V(F,) c V(F1.F), y si
Peg VIFDUOUV(F) @ Pe V(F), PeV(Fy)) & 3feF, ,fiP)# 0 dgekF,
con g(P)=0,
luego h=fge FiF; y h(P)#0, portanto Pg V(F, F3).
Entonces la unién de los conjuntos del tipo V(F) es de este tipo.
b V({JF,)=(V(F,) Esclaro.
ief iel

Luego, la interseccion de una familia arbitraria de conjuntos V(F) es de
este tipo y se verifica que los { V(F)} son los cerrados de una topologia en
K

v) Los conjuntos {V(f)}ek; son base de cerrados para la topologia de
Zariski y los conjuntos { D(f)} fek(x) SOn base de abiertos

(D) = K" - V(P) = {(@10enste) € K" | fa,ets) # 0).
vi) k" con la topologfa de Zariski es T7.

Los puntos son cerrados ya que (aj,...,a,) € k" =
{(ar,an)} = Vixi-ay,...xp-an}.

Un resultado bdsico que no demostraremos aqui (V. Zariski Samuel Vol.
2) es el siguiente:

Teorema de los ceros de Hilbert: I(V(F)) es el radical del ideal
generado por F.

Recordemos que si F es una parte de un anillo A, el ideal generado por F
es el minimo ideal que contiene a F, es decir la interseccién de todos los
ideales que contienen a F' y los elementos son exactamente las combinaciones
lineales finitas de elementos de F con coeficientes en A:

Ir= ﬂ[ ={a1fi+.+a,filaie A fie F}.
Fcl

Ademds el radical de un ideal J, +/J es la interseccion de todos los ideales
primos que contienen a J (Bc A ideal primo & Va,beA abeB = acB 6
be B), y esta caracterizado por

aeJJ < 3 neN,adeJ
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Entonces el teorema de los ceros de Hilbert afirma que IV(F) < |JI, ,ya

que V(F) es un ideal radical de k[x),....x,] y F < IV(F), luego JI C IV(F)y

realmente sélo es dificil 1a prueba de la inclusién contraria que en términos de
funciones significa que:

Si geklxi,.o Xl ¥ glag,...an) =0, Y(ay,....a,) tal que flay,...,a,) =0
VfeF,3fi.feF IneN  g'=afi+.+af, ap.a € kix,..x)

es decir, si un polinomio se anula sobre las raices comunes de una familia
arbitraria de polinomios, una potencia del mismo es combinacién lineal de un
nimero finito de elementos de la familia.

Como consecuencia del Teorema de los ceros, todo ideal I radial es de la
forma I(E) pues I = IV(]), luego si tomamos de una parte los cerrados de la
topologfa de Zariski y de otra, los ideales radicales de k{xj,...,x,], existe una

correspondencia biunivoca entre ambos conjuntos:
I
{cerrados de la topologia de Zariski} v > {Ideales radicales de k[x,,....x,]}.

—

Los cerrados de la topologia de Zariski se llaman “conjuntos algebraicos™
y ahora podemos encontrar, usando el teorema de los ceros, mds propiedades
de esta topologia:

¢) k" con la topologfa de Zariski es cuasicompacto.

En efecto, si tenemos un recubrimiento abierto de k" por abiertos de la
base (basta limitarse a este caso) k" = | J p(y,); pasando al complementario
iel
o= ﬂV(f,-) =V(F) F={fi}ic;, peroentonces
el
IVF) = (®) =klx,...;p] =2 1 e IVIF) = 3fi,..i 1=afi +.+a.f:
Vi) n.n Vi) c Vi) =d = D) u.uDFf) =k

d) k" tiene base de abiertos cuasi compactos.

Es inmediato que los D(g) son cuasi compactos, aplicando el mismo
razonamiento de (a).
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e) k" es un espacio noetheriano. Es decir, toda cadena decreciente de
cerrados de k" es estacionaria.

Esta propiedad es consecuencia de otro de los teoremas importantes
relativo a k[xi,...,x,] y también debido a Hilbert.

Teorema de la base (Hilbert). Todo ideal de k[x,....x,] estd finitamente
generado.

En consecuencia, sily c I, < ... ¢ I, C ... es una cadena creciente de
ideales, es estacionaria, es decir In con I, = I,, V,, 2 n, ya que si tomamos [
= U Ii , I es unideal, y estd generado por {fi,....f;}, entonces 3 i|,...,i, con

ie N
fie Iij y tomando n = max {i,...,i;} se tiene el resultado. Entonces si U; D

.2 U, D... es una cadena decreciente de cerrados, I(V)) c I(V,) < ... c I(V})
.... es una cadena creciente de ideales, luego es estacionaria y existe n con
IV)=IV), Vm2n—> V, =V, Vm2n.

f) Por dltimo observemos lo siguiente: Si V es un conjunto algebraico se
dice que V es irreducible si y sélo si V= V) U V; con V| y V, conjuntos
algebraicos = V=1V, ¢ V=V, Entonces:

f-1 Todo conjunto algebraico es unién de un nimero finito de conjuntos
algebraicos irreducibles.

d-2 Ves irreducible < I(V) es primo.

La primera propiedad es comiin a todos los espacios noetherianos, y basta
proceder asi: Si V es algebraico y V es irreducible, hemos terminado, y si V
no es irreducible V=V, UV, con V; #V, V, # V; si ambos son irreducibles
hemos terminado, si no, uno de ellos 0 ambos son unién de irreducibles V,
U Via U Vy U Vy, Asi elaboramos cadenas estrictamente decrecientes de
cerrados Vo V|, o V;; O ..., como todas ellas son estacionarias, el proceso
seguido aqui termina después de un niimero finito de pasos y V es unién de un
nimero finito de irreducibles. Es inmediato comprobar que la
descomposicién, con una condicién adicional, es tnica, salvo el orden, pues
si

V:V1U...le~=W]U...UWg

con Vi y W, irreducibles, Vjj,es W=W nNnV=(WnV)u. uWnV)
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y como W, es irreducible, debe ser Wy n V; = W, para algiin i. Entonces, si
imponemos a la descomposicién la condicién V; ¢ V; Vizj (y 1o mismo a la
W,) tomando ahora V; debe ser Vi W;=V; para algiin j, luego W, cV, c W,
=j=1y W=V,

La segunda propiedad resulta también del teorema de los ceros, pues si
IVyesprimoy V=V,uV, con VizV Vo2V, 3fe I(V), fe V),
gel(Vy), gel(V); obviamente fge IV U V;) = KV) y se llega a
contradiccién. Reciprocamente, si V es irreducible y

fgel(V), ge I(V), fe (V) =
V=V Vg = Va (VP U V(g) = (VAaV(g) U (VAV(g))
y V£VhnV, VV(g)nV

luego se llega a contradiccién.

Ambos resultados son consecuencia del hecho de que por ser k[x;,...,x,]
un anillo noetheriano, si / es un ideal radical I = B;M...~B, con los B; primos
y la descomposicion es tnica.

Entonces para estudiar los conjuntos algebraicos, debemos estudiar los
conjuntos algebraicos irreducibles, también llamadas “variedades algebraicas
afines”.

4.2 Funciones regulares

Observemos, en primer lugar, que si V= V(I) es un conjunto algebraico, con
I ideal radical, podemos llamar funciones sobre V a la restriccién a V de las
funciones de k[x|...x,], si O(V) es el anillo compuesto por estas funciones
restriccion, tenemos un homomorfismo

Restriccién
klxy..xy], ——— > O(V)

y el niicleo de este homomorfismo es precisamente el ideal de polinomios que
se anulan en V,I ; asi O(V) = klx]y y O(V) es un dlgebra reducida (sin
nilpotentes) finitamente generada sobre k, que recibe el nombre de anillo de
funciones sobre V; V es irreducible, si'y sélo si [ es primo, es decir si y sdlo si
O(V) es un dominio de integridad. Entonces, hay una correspondencia
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también entre conjuntos algebraicos y dlgebras finitamente generadas y
reducidas, correspondencia que se puede invertir en cierto modo, ya que si A

es una k dlgebra de este tipo, A = klxp.exy / conl=+T y A corresponde

al ideal V(I), pero n el no son tnicos, por ejemplo, la circunferencia 2+
y* - 1 =0 enel plano, y en el espacio de dimensién 3, corresponde a las

dlgebras
k[x,y] k[x,y,y
x?+y? -1 (x*+y?-1,2)

que son isomorfas. Es decir, al tomar el anillo de funciones liberamos en
cierto sentido a la variedad de su espacio ambiente.

<

Para definir las funciones localmente, basta definirlas sobre una base de
abiertos y para hacer esta construccién recordemos primero lo siguiente:

Nota: Anillos de fracciones. Si A es un dominio de integridad y S c A
diremos que S es una parte multiplicativamente cerrada de A si leS, vy
Vs.5€8 es s1.5, 8.

Entonces se define en SxA la relacion
(51, a1} ~ (82, a2) & 5103 = A5

Esta relacién es de igualdad y el cociente SX/% se le llama anillo de
fracciones de A respecto de S y se le representa por S 'A, cada clase (s,a)~
se llama una fraccién y se representa por £ .

R

S 'A tiene estructura de anillo con las operaciones:

a as'+a's a a aa

a’
—_ = —, —_— = —
'

S

1 [ '

§s NN SS

y existe un homomorfismo inyectivo A — S' A que asocia a ac A, Le S'A
1
y permite identificar a A con su imdgen en S'A.

Hay dos ejemplos especialmente interesantes:
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a) S=1{1,q, ..., a",..} es una parte multiplicativamente cerrada. § 1A =
{L Ibe A} Serepresenta por A,; claramente A, = A[L] ~ Alx]ye1y (La
a n a
primera igualdad es obvia, y la segunda resulta de observar que (a +
(ax-DN.(x + (ax-1)) =1 + (ax-1) ).

b) Si B es un ideal primo de A, S = A- B es una parte multiplicativamente
cerrada y B'A se llama anillo localizado de A en B y se representa por Ag.

Ag es lo que se llama un “anillo local”, es decir un anillo tal que tiene un

ideal maximo 7 = {£ | aeB, beB} o, lo que es lo mismo, tal que los
b

elementos no inversibles de Ag forman un ideal.

Definicién. Una funcion f definida en un abierto U de una variedad

algebraica V' y con valores en k, se llama regular en acU si existen

polinomios h,g tales que g(a)#0 y f= 2 en un entorno de (a); f se dice
8

regular en U si lo es en todo punto de U.

Proposicion.  Si D(g) es un abierto bdsico en una variedad algebraica V,
las funciones regulares en D(f) son los elementos del anillo O(V); ; en

particular las funciones regulares en V son los elementos de O(V).

Demostracion: Si g es regular en D(f), Vae D(f), (f{a) # 0), existen funciones

h
hy, 1, con fy(a) # 0y entornos U, tales que en U, g = _£; se pueden
tll

substituir los abiertos U, por abiertos bdsicos D(f,), y puesto que los £, no se
pueden anular en D(f;) (en caso contrario, f no estaria definida ) es

D(fy) c D(t) Va = V(1) c V(f) Va,

pero D(f) = UD(fa) =

ae D(f)
Vih=n (V) =V({f,) o0V, =vi,) )=
aeD(f) aeD(f) aeD(f)
anfn = Zba[u
aeJ T
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(J es el conjunto finito de D(f)).

Entonces, como funciones racionales,

ha zbaha _
fhe= 2,l7g_t£g=2:bitﬂ —'=z,bﬂ h, = g = f; e Ay (con A=0(V})

aeJ tq

Esta proposicién “legaliza” en cierto sentido la definicién de funcién
regular, ya que los abiertos de la forma D(f) se pueden considerar como
conjuntos algebraicos en un espacio de dimensién mayor, puesto que si
tomamos fe k[x;...x,] v en K[x1...x,,z] tomamos el ideal generado por (z.f-1),
es

k[xy,...,x,.z] k[xq,....x, 1zl
l A‘-—]: ! [Zf—]]:k[xl""’xn]f

es decir, las funciones coordenadas sobre este conjunto algebraico son los

elementos de k[x....x,)s ¥ VIzgf-1] = {(ay,...an,d) 1 b = .%a)} que es
n

isomorfo por proyeccion con D(f).

Veamos ahora cuales son los gérmenes de funcién en un punto. Para ello
debemos construir para Pe V, V variedad algebraica, el conjunto

Fp = {(U))PeU abierto f: U — K regular en P}
y definimos la relacién
Up~(Vg) & PeUnV y IWcUNV,PeW, Wabiertoy fl, =gly -

Con esta definicién, si llamamos 0p al conjunto cociente de Fp por la
relacion ~ :

i} Op esun anillo, con las operaciones [Uf] + [V,g] = [UNV, f+g]
[wfl. [V.G] = UV, f.g], donde [Uf] es la clase de (U,f) en la relacion ~.
i1) Cada clase [U,f] admite un representante [W,h] con W= D(1),

h=L, 1P)#0, h, teklx].
t
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En efecto, como f esregularen U por definicién de funcién regular, f
_ b
t

con la condicién requerida y esto en un entorno de P (que ha de

estar contenido en D(1)), luego

b
(W.h) ~ (D(®), -t‘).

iil) Op es precisamente el anillo local A, donde A = k[f]/(v) y W es el

ideal maximal de las funciones que se anulan en P.

En efecto, definimos una aplicacién A ——‘p——>0p asociando a cada clase
de funciones f+I(V)eA, el germen [V/fl; ¢ es aplicacién porque
obviamente no depende del representante elegido, ademds si  g(P) # 0
[V.g] es inversible en Op, luego los elementos de A-7Z van a parar a
unidades y ¢ define un homeomorfismo 6: Ay — Op.

Por (ii) este homomorfismo es sobre y ademds es trivialmente inyectivo,
luego Op ~A,.

En consecuencia el anillo A determina local y globalmente las funciones
sobre la variedad afin.

4.3 Variedades proyectivas

Si consideramos ahora el espacio proyectivo n-dimensional sobre k& con una
referencia previamente dada y el anillo de polinomios k[x,...,x,], se pueden
establecer correspon- dencias andlogas a las V e I, pero esta vez tomando
polinomios homogéneos, ya que segiin hemos observado antes, son estos
polonomios los que tienen sentido en el espacio proyectivo.

Nota 1: Anillos graduados

Si llamamos S, = {P(xg,....xn) | P(x) € k[x] y P es homogéneo de grado r}, S,

= k y S, es un espacio vectorial sobre k = S,. Ademds S.S5; < Sy, ésta

situacién se puede generalizar en la definicidn siguiente:

Definicién. El anillo A se llama graduado, si existe una familia { A o)
geN

de subconjuntos de A, tales que
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i) Ay es un subgrupo aditivo de A, Vg e N.
(i) AgAgy CAgy Vg, g'eN.

(En consecuencia A, es también anillo y los A, son A,-médulos Vge N).
iii)A ~ ® A, (Es decir, todo elemento de A se escribe en forma iinica

geN
como suma finita de elementos de los Ag).

- El anillo £[x),....x;] es un ejemplo de anillo graduado

- Otro ejemplo fundamental en Geometria es el siguiente: St A es un anillo,
se Hama una filtracién multiplicativa de A a una familia de subconjuntos de A
{Fi}iEN con

1) Fo=A FicF, Vil
i) F; esideal de A para todo i

Se suele afiadir a veces la condicién ﬂ F;={0} pero no es
ieN
imprescindible, por ejemplo si A = k[[x;...x,]] es el anillo de raices de
potencias formales en las variables, F; = {s(x)e A | orden de s > i} es una
filtracion, o mas generalmente, si A es un anillo arbitrario, y si { es un ideal de
A, F,={I"},ey esunafiltracién de A.
Entonces se puede construir asociada a cada filtracion F del anillo A,

G, (A)y= & Fi , obviamente G, (A) es un anillo graduado con A;
"k ; Fin "R
ie N

= % como graduacién. En el caso de ser A = k[[x,...x;]] y F la filtracién
i+1
antes indicada, G, (A)~k[x...x, I.
F -
Si A es un anillo graduado, un ideal / se dice que es un ideal homogéneo si
verifica una de las propiedades equivalentes siguientes:

a) I= @ [ con I;=1InA;, Vi
ieN

b) 7 estd generado por polinomios homogéneos.

c) f= nge I < f,el, VgeN, (conf, € Ayp).
ge N
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Proposicion. Si % es un ideal maximal de un anillo A, I es un ideal
contenido en M, y F es la filtracion de potencias de W en A, F = {m'} ey

i) M induce una filtracion en Al ¥
i) Existe un homomorfismo sobre de G, (A) en G, (/%) cuyo nicleo
‘ f

es el ideal de Grf (A) generado por las formas iniciales de todos los

elementos de 1 (Si F es una filtracion de A y fe A, se llama orden de f respecto
de la filtracion al mdximo de los ie N con fef; y forma inicial de f a Inf= f+ f
w1 Siendo i el orden de f)

Demostracion:

i) Es trivial pues basta tomar el ideal 7 = 7/, que es también un ideal
maximal de */ 1.

ii) El homomorfismo (sobre) natural A _°, 4/, induce un homomor-
fismo ¢;: % — ™/, = 7 que a su vez induce homomorfos @,: %" —( 7 )"
y por tanto homomor-fismos

— n n
Dy %%% n+! - " % n+l
y un homomorfismo

@: G(A) = ® ”’Atl - ’”/% w1 = Gri (A).
ne

El nicleo de @ es @ Ker 61‘ y claramente Ker 611 estd generado
ne N

por las clases j+Z™ con fe Inm", fe Inm™ .0

Una vez terminado este inciso, que usaremos més adelante, podemos
considerar las aplicaciones:

I
p(P“k) - pH (k[X(),...,Xn]),

14

donde Py (kix}) es el conjunto de ideales homogéneo de k{xp,....x,] ¥ P (P")
es el conjunto de “conjuntos algebraicos proyectivos” o conjuntos de ceros de
una familia de polinomios homogéneos. / y V cumplen las mismas
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propiedades que en el espacio afin y, con los conjuntos algebraicos como
cerrados, se puede definir la topologia de Zariski del espacio proyectivo.

Si U es una carta afin del proyectivo U = P" -H.., el proceso de par paso

afin proyectivo, ya estudiado permite establecer una correspondencia entre
conjuntos algebraicos, no contenidos en el infinitoc en P" y conjuntos

algebraicos afines, y entre ideales de [y;,....,y,] € ideales homogéneos de
klxo,-...xy], que nos posibilita estudiar las variedades proyectivas en términos
de sus recubrimientos afines: Es un buen ejercicio caracterizar las funciones
regulares sobre las variedades proyectivas.
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