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SOBRE CURVAS MAXIMALES

Fernando Torres

Introduccion

En las ultimas décadas, se ha renovado
el interés por el estudio de curvas, sobre un campo
finito F, con un nimero “grande” de puntos
F-racionales debido, principalmente, a sus
importantes aplicaciones a la Teoria de Codigos
[12], [29], a la Teoria de Numeros [20], [24] 0 a la
Teoria de Geometrias Finitas [16], [23]. Diversos
problemas en estas dreas pueden formularse de
manera equivalente.

Sea X una curva algebraica, proyectiva, geométricamente irreducible y
definida sobre 75 la clausura algebraica de un campo finito F =Fp con £
elementos. Suponga, ademds, que sobre X estd definido el morfismo de
Frobenius relativo a Fy o, equivalentemente, que X estd definida sobre Fp.
Diversas propiedades aritméticas y geométricas de X estdn codificadas o
“escondidas” en su funcién Zeta. En particular, el ndmero # X'( Fy) de puntos
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Fy—racionales de X puede ser calculado a través de tal funcién. St X es no
singular, tenemos el famoso Teorema de Hasse-Weil sobre la hipdtesis de
Riemann para curvas sobre campos finitos [30] que implica la no menos
famosa cota de Hasse-Weil para # X (F¢), a saber

| # X(F) - (e+1)] <2947,

donde g es el género de X Si, de lo contrario, X es singular, la cota anterior

ain es valida st se substituye g por el género aritmético de X, ver
[27, Section 4], [2, Corollary 2.4], [19], y [3].

A partir de ahora, por una curva entiéndase una algebraica, proyectiva,
geométricamente irreducible y no singular, definida sobre un campo finito.

Una curva sobre F; se llama Fy—maximal si tiene tantos puntos Fy—
racionales como la cota superior de Hasse-Weil.

El objetivo de estas notas es informar resultados aritméticos y
geométricos de curvas Fy—maximales obtenidos por el autor y co-autores:
M. Abdén, A. Cossidente, A. Garcia, J.W.P. Hirschfeld y G. Korchmdros, en
los siguientes articulos: [8], [7], [9], [10], [4], [5], [6], y [1]. El método, para
el estudio de estas curvas, consiste en aprovecharse de la forma especial de la
F;— serie lineal asociada a la curva Fy—maximal (definida en
[7, p-331), usando para esto un articulo fundamental de Stohr y Voloch [28], y
usando, también, la cldsica férmula de Castelnuovo para curvas en espacios
proyectivos. Entre los problemas considerados en estas investigaciones estan
los siguientes:

(P1) El espectro de los géneros de curvas Fy—maximales, y
(P2) Para una curva Fy—maximal X el cdlculo del conjunto

[X]:={¥Y: Y F;-isomorfoa X},

asi como el cdlculo de un modelo plano sobre F; paracada Ve [X].

Sea X una curva Fy-maximal de género g. Luego, necesariamente,

¢ es una potencia cuadrada, digamos que €=q2. Luego Ihara {17] observé



que g no puede ser mayor que g(q — 1)/2. Resulta que esta cota es la mejor
posible ya que la curva Hermitiana (#)

Y'Z+yz9=x1"

es qu—maximal y tiene género g(g — 1)/2. Més adn, # 1 # | = 1 resultado

probado por Riich y Stichtenoth [21]. Asi, tenemos una respuesta parcial al
Problema 1 y la solucién del Problema 2 para la curva Hermitiana. Ahora,
usando un resultado de Lachaud, [18, Proposition 6], todas las curvas
qu—-cubiertas por la Hermitiana son también qu—maximales. De hecho,

todos los ejemplos conocidos de curvas qu——maximales son de este tipo. Asf,
el resultado de Lachaud sugiere los siguientes problemas, que aidn estdn sin
solucién,

(P3) Clasificacion de curvas qu—maximales cubiertas por la Hermitiana, y
(P4) El problema de la existencia de curvas qu—maximales no cubiertas por

la Hermitiana.

Para estudiar (parcialmente) el Problema 3, se consideran curvas
concientes H/G con G un subgrupo del grupo Aut(#) de
qu-—automorﬁsmos de #. Esto se estudia en los articulos [5] y [6]. Estos

trabajos sirven, también, de incentivo para el estudio de Aut(#) que, como es
bien sabido, es isomorfo al grupo proyectivo unitario PGU (3, qu ). En
particular, el Problema 3 fue resuelto en [6] para curvas qu—cubiertas por la

curva Hermitiana por una extensién de Galois de grado primo.

Sea ahora g, el género de la curva F;Iz—maximal X, menor que

g(g — 1)/2. Fue conjeturado por Stichtenoth y Xing [26] que g < (g — 4.
Esta conjetura fue probada por Fuhrmann y el autor [8] y es el punto de
partida para la aplicacién del trabajo de Stéhr y Voloch [28] en el estudio de
las curvas qu —maximales.

El prototipo de los resultados de estas investigaciones esta explicado en
los siguientes tres ejemplos. Estos ejemplos también ilustran las técnicas
usadas en estas investigaciones. En el primer ejemplo, pruebo la conjetura de
Stichtenoth y Xing. En los otros ejemplos, se consideran dos propiedades



relevantes de curvas maximales, a saber, que #[H] = 1 y que ellas son no
cldsicas (para la serie lineal candnica). El Ejemplo 3 ilustra relaciones entre la
geometria de la F(/:—serie lineal y la geometria de la serie lineal candnica;

ver [7, Proposition 1.7] y [10].

Ejemplo 1. Sea X una curva Fq:—maximal de género g < g{g — 1)/2.

Entonces, g < (g — 1)"/4.

Demostracion. Sea D la Fq:—serie lineal de X Luego D tiene grado
¢ + 1y estd definido por un punto Poe X (Fq: ), ie. D = | (g+ 1) H)|

Mais atin,

) (g+1) P ~(g+ )P paracada P € X(qu),

y 1 esun(D. F))-orden. Luego, (¢ + 1) es un (D, P)~orden para cada
Pe X({( F{/: }y D essimple. Sea r: = dim( D) y suponga, por contradiccidn,

que g > (g — 1)/4.

Luego la cota de Castelnuovo sobre g implica 7 = 2. Sean £,<E <¢,
los D—0rdenes. Luego tenemos, £, =0, €, =1 y &, < g+ 1. De hecho,
€, £ ¢, caso contrario tendriamos €, = ¢ + | y luego, por el criterio

p-adico. ¢ también seria un D —orden y luego r > 2, lo que es absurdo.
Concluimos asi que

X (qu) C conjunto de D —puntos de Weierstrass de X,
ie.que n(R)Y21,Pe X(F:I: ), donde R denota el divisor de ramificacién
asociado a D, Entonces,

deg(R) = (1 + £,)(2g-2) + 3(¢q + I)Z#X(qu)=q(29-2)+(q+ 1.

De esta desigualdad tenemos que €, = g. En efecto, si €, < ¢ — 1 se
tendria que

02(¢-1-6)Q2g-2)+(q+1)(g-2),



lo cual es absurdo pues hemos asumido que g > (g - 1)/4. Asf tenemos que

2g-22(@q+ 1) (g -2),0que g=g(g — 1)2, lo que contradice la
hipétesis sobre el género.

Ejemplo 2. Sea X una curva qu—maximal de género g = glg — 1)72.

Entonces, X es qu—isomorfa a la curva Hermitiana.

Demostracion. Sea D = l(q + 1)F, [1a qu—serie lineal asociada a X
Usaremos resultados del ejemplo antertor. Primero, tenemos que
dim (D) = 2. Luego, sean v, < v, los 6rdenes de Frobenius asociados a 2
Tenemos, v, = Oy v, S €=q. Sea S el divisor de Frobenius asociado a
D Entonces 2 (S) =2 paracada Pe X (qu) y luego

deg () =v,2g~-2)+(q" +2) (g + 1) 229(29-2) + 2Aq + 1)’

Por lo tanto, como 2g — 2 = (¢ — 2) (g + 1), tenemos que

vi(g—2) 2 g(g-2). Si g >2,entonces v.2¢q y luego v, = ¢. Para
I q 1= 4

I
g = 2, también, obtenemos v, = 2 como sigue de la Equivalencia Lineal

Fundamental [7, Corollary 1.2] (ver el siguiente parrafo).

Asi, hemos calculado los 6rdenes y los Ordenes de Frobenius para
D:(§),€,8) = 0,1,y (v VP = (0.g). (Esto significa que para un
punto P que no es 2~Weierstrass tenemos que (¢ + 1) Py~ qP + Fr (P).

de hecho, esto es un resultado general, y es esta relacion a la que he Hamado
de Equivalencia Lineal Fundamental). Ahora usaremos estas informaciones
para obtener una ecuacién qu —plana para X

Sean m; < n, las dos primeras no Jagunas de Weierstrass positivas
asociadas al punto PO. Claramente my = g + 1 y afirmamos que my = q.

Para ver esto, usamos el hecho que 1 es un (2, PO)—orden, i.e. tenemos que

F,+D~(q+ 1) Fycon Ry & Supp (D) y sigue la afirmacidn.



Ahora, sean x, y € qu (X)), las funciones en qu (X), el campo de
funciones racionales sobre qu de X tales que dijv, (x) = gF) vy
div (¥) = (g + DF,. Sear=(1:x:y) el morfismo sobre qu asociado a

D. Luego, yaque v,= g, debemos tener

()
Xy

1
det(il X ¥ 1
LO 1 DyJ

donde he considerado a x como la variable separante de F(I: (X))l qu y

)=0,

donde D' =D§ denota a la i-ésima derivada de Hasse respecto de x.
Consecuentemente, tenemos una ecuacidn del tipo

3 2 p 2
* v9 —y=Dy(x9 —x),

la cual es muy similar a la ecuacién que define la curva Hermitiana. Para ver
esto, primero mostraremos que f © = Dy es una g—potencia en Fqg (X).

Para esta finalidad, recurro a un viejo resultado de Hasse y Schmidt,
[15, Satz 10], donde se pruecba que f es una g—potencia en qu (X)siy

s6lo si D"f =0 para i=1,.., g — 1. Mostraremos esta tltima propiedad

por induccién sobre i. Para 1 = 1, calculamos le de la Ecuacion (*):

tenemos —f = (Df) (x9 —x) —f yluego Df=0. Suponga que el resultado

es verdadero para 1 € | < g — 1. Aplicando D™ en 1a Ecuacién (*)

tenemos: ~Di+1y = (Di+lf) ()c"z -x)=Dify luego por la induccién

tenemos que —Dty = (D™ ) (x4 = x). Por otro lado. ya que &= ¢,
se debe cumplir que

(l x oy \‘

b

det (LO 1 Dy |

1

|

J
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y asi D’ y=0,2<j<q. Entonces, D' f=0y hemos probuado que fes
una g—potencia en qu (X ), digamos que f = .xi/. Luego. div_(x1) =qPy
como sigue de (*) y asi x; = a + bx, con a,b € Fq:, b # 0. Ahora la

Ecuacion (*) puede escribirse de la siguiente forma,
2 22
(by)? —by=x{ -x,

o equivalente como
q q .9 q q
Dy +y, =1 ) =y +y, -y,
con y, 1= by, y se concluye la prueba del Ejemplo 2.

Consecuentemente, el género g de una curva Fq; —maximal satisface

2
9< o, :=l(q—l) /4Jé g=g, ‘=q(qg-1)2.

Asi, es natural preguntarse por el caso g = g, . Observe que a partir de

este momento debemos considerar propiedades aritméticas sobre q. Si ¢ es
impar, entonces existe y es Gnica (salvo Fq: —isomorfismo) una curva F;Iz—

maximal de género @, ., a saber el modelo no singular de la curva plana
|7, Section 3)

5
yity= xla+n/2

Si g es par, el modelo no singular de la curva
!
z },(//2" — x(q+l)’ g= 21‘
i=
es qu—maximal con género g, . El problema ahora es saber si esta curva es

Unica. Este es el caso si la curva satisface una hipétesis sobre no lagunas de



Weierstrass en algin punto (IZ »—racional) de la curva, ver [1]. Debo

observar que es posible que semigrupos de Weierstrass en puntos racionales
determinen curvas maximales no isomorfas a pesar de tener el mismo género.
Por ejemplo, para g=3 (mod 4), tenemos por lo menos dos curvas de género

(g — 1)(g - 3)/8 que no son isomorfas ( y luego, no qu—isomorfas), ver
[4, Remark 4.1 (i1)]. Aqui falta determinar si existe o no una curva qu—

maximal no isomorfa a las anteriores con género (g—1) (g-3)/8.

En [9, Proposition 2.5], para g impar se observd, ademds, que

g<s(g-D(@g-2)4 si g<g,-

Luego, el tercer mayor género gz que una curva F;[ 2—maximal puede

tener (g impar) satisface g3 < (q — 1)(g — 2)/4. Esta cota es la mejor
posible para pequefios valores de g, ver [25, Section 4]. En general se

conjetura que gz = L(q2 —-q+4)/ 6_], ver [6, Section 5].

Ejemplo 3. La curva Hermitiana # es no cldsica (para la serie lineal
canbnica) y el conjunto de puntos de Weierstrass 14/“ es igual al conjunto

‘H(F;Iz).

Observamos que curvas hermitianas de bajo género estdn entre los
primeros ejemplos de curvas no cldsicas, cf. el articulo de F.K. Schmidt [22].
El Ejemplo 3 fue observado por Garcia y Viana [11, Theorem 2], y estos
autores, también, calcularon I/t/H Ellos realizaron estos cdlculos usando
diferenciales de primer orden. En este ejemplo mostraré que estos cdlculos
pueden ser también realizados a partir de la qu—serie lineal

D =| (g + 10) Py asociado a la curva H.

Demostracion. Sea R el divisor de ramificacién asociado a 22 Por el
Ejemplo I,

deg(R)z#H(qu),



y por lo tanto los (2, P)- 6rdenes son:

1. 0,1,g+ 1para Pe H(qu),
2.0,1,gpara P¢g H(qu).

Ademis, ya que el génerode Hes g=q(g—1)/2, y g y g+ 1 son
no lagunas de Weierstrass para Py, el semigrupo de Weierstrass en Py serd
<q, q + 1>. Por lo tanto X'=|(2g — 2) Py es 1a serie lineal canénica de H.
Como (2g—2) =(g + 1) (g — 2), entonces XK'= (g —2) D y el siguiente
conjunto

{a+blg+ D) :ab>20,a+b<qg-2} Pe H(F;lz)

(respectivamente

la+bg.ab20,a+b< g-2) Pe H(qu)).

estd contenido en el conjunto de (X, P)—6rdenes para P € H (qu)

(respectivamente Pg H (qu ). Como tenemos g(q —1)/2 elementos en

cada uno de los conjuntos considerados, concluimos la igualdad entre los
conjuntos anteriores. Asf, 14/ﬂ =¥ (P;lz ). Para deducir la no clasicidad de #

es suficiente observar que ¢, que es menor que g, es un orden candnico. (De
hecho, g es siempre un orden canénico para toda curva Fq:—maximal de

género suficientemente grande [7, Proposition 1.7]. Asi, tales curvas serdn no
clasicas).

Desde un punto de vista informal y teniendo presente el lema de
Castelnuovo para el género de curvas en espacios proyectivos, deducimos de
estos ejemplos que una curva maximal de género grande estd determinada por
la propiedad (*) escrita en la demostracion del Ejemplo 1. Para poder
continuar con estas ideas es preciso utilizar la antes mencionada Equivalencia
Lineal Fundamental.

Vale la pena mencionar que estas técnicas pueden ser aplicadas en un

contexto mucho mds amplio siempre que la funcién Zeta de la curva en
cuestion satisfaga ciertas identidades, cf. [9, Section 1.3]. Por ejemplo, se

13



puede probar la unicidad de la curva de Deligne-Lusztig S asociada al grupo
de Suzuki Sz (£ ), £ = 2@0, €0= 2% teniendo como hipétesis el género de S
y #S (Fy); ver [9, Section 3]. Este resultado era conocido (ver Hansen y
Pedersen [13, Pdg. 100] ) con hipétesis sobre el género de S, # S (F1) y el
grupo de Fy—automorfismos de S. Esta curva S es interesante porque es
(Fy,@ y-optimal, i.e. S tiene el miximo ndmero de puntos Fr—racionales que

una curva de género g puede tener cf., el articulo de Hansen y Stichtenoth
[14].
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