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GENESIS DE LA HIPOTESIS
DE RIEMANN

Julio Alcantara-Bode

Hacemos una breve
introduccion al origen y a algunos
resultados, métodos y problemas
abiertos conectados a la
Hipotesis de Riemann

Si m(n) es el nimero de primos menores o iguales a n, a partir de
evidencia numérica Gauss conjeturd que esta funcién podria aproximarse por

ILcuando n—ye . Usando métodos elementales Chebyshev probé que
nn

1 — 1
In2 S@M <1 <lim Ln;_n_rl <2In2 estableciendo por lo tanto
n
. .. mn)lnn . . .
que si [im———— existe, debe de ser igual a 1. Para probar la existencia
n

de este limite Riemann sugiri6 el estudio de la funcién de variable compleja
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C(s):Zn""', s=oc+it, o>1, te R

n=l|
ya considerada por Euler cuando s > 1. Propiedades de { (s) reflejan
propiedades de los primos debido a la relacién

()= N (-p=9 o>1

p primo

establecida por Riemann, pero ya conocida por Euler para s > 1 y utilizada
por él para dar otra prueba de la existencia de infinitos primos (si existieran
s6lo un nimero finito de primos, obtendriamos que la serie arménica es
convergente, tomando s = 1 en esta relaciéon conocida como la identidad de
Euler, Dirichlet utilizé esta idea de Euler para probar que cxisten infinitos
primos de la forma kg + a, donde k, g, @ € N), ¢ y a fijosy primos entre
s1y k varfa sobre todo N, Riemann probé que la funcién { tiene continuacién

analitica a C \ {1}, que posee un polo simple en s = | con residuo 1 y
obedece la ecuacién funcional

N [ )C(s) n‘“*‘”zr[ jC(l—s)

donde I'(s) es Ia funciéon gamma de Euler definida por

=se¥ M| 1+2 |o—s/n se C
T'(s) n=1 n

enla cual y= lim (l UL I m] es la constante de Euler.
m-—roo 2 | m

Euler verific6 la validez de la ecuacidn funcional para ciertos valores de
s, usando argumentos que se pueden hacer rigurosos usando la teorfa de

sumabilidad de series divergentes.

Una de las pruebas de Riemann de la ecuacién funcional usa la férmula

sumatoria de Poisson
—( E —7[” X , x> O
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Stieltjes determind la seric de Laurent de la funcién C :
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donde ay = lim ~————+ , k 20, son conocidas como las
n—co v k+1

v=I

constantes gencralizadas dc Euler.

La identidad de Euler implica que £ (s) # 0 si ¢ > 1; este resultado, la
ecuacién funcional y el hecho que la funcién gamma sélo tiene polos en los
cnteros negativos y en cero, implica que los dnicos ceros de { en el semiplano
o<0 son s,=—-2n, ne N.

Riemann probé que existen infinitos ceros de { en la franja 0 <6 <1,
todos ellos no reales y simétricamente distribuidos respecto a las rectas

1
G=— r=0:
) y

6<0 o>1




Si€(s)= %s (s-Dr "2 T‘(;)C(s), entonces & es una funcién entera

cuyos dnicos ceros p,, n 2 1, son los ceros de € en la franja critica. De la

teoria de funciones enteras se deduce que

z pn _l=°°’ Z\p"‘\_l—e<x’ ve>0 Y
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&(s)=€A+Bx ﬁ 1_i e.\-/p,,
n=| pn

Riemann probé que los primeros ceros en la franja critica 0 < ¢ < [ son todos

simples y estdn sobre la recta 0‘=% y esto dio lugar a la famosa:

Hipoétesis de Riemann (H. R.): Todos los ceros de { sobre la franja

0 <o <1estinen larecta c:—é—.

Hardy probé que existen infinitos ceros sobre la recta 0=% .

Levinson probd que mds de una tercera parte de los ceros en 0 < g < 1

estdn sobre la recta c=% .

Hasta 1986 se sabia, mediante el uso de computadoras, que los primeros
15 x 10® ceros en la franja 0 < ¢ < 1 son simples y estdn sobre la recta

0=% . Hadamard y Vallee- Poussin probaron, independientemente, que ¢

no tiene ceros en la recta 6 = 1 y que esta propiedad es equivalente a la

, . . ™n)inn . . . .
existencia de lim ———— | estableciendo asf el Teorema del Nimero Primo
n—oo n
. . T(n)lnn
que dice que [im ————=1
n—yco n



Si la H. R. se cumple el error al aproximar 7 (n) por ]L tiene orden
nn

de magnitud \/; Inn.

Si la H. R. no se cumple el error ¢s mayor. Si N(7) es ¢l niimero de
ceros en la franja critica con parte imaginaria € ] 0, T] entonces para T2 2,
Riemann conjeturé la férmula asintética

I SR A
N(T)=5 Ino——o—+0(nT).

Esta conjetura fuc probada por Von Mangoldt.

Finalmente, si se definen los nimeros de Bernoulli por la serie de
Laurent
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entonces es facil probar que B, € Q, Vm=20, B =0, Vr2l

2r+1

_ _ 1 _ 1 _1 1 _5

=1 - L
LN A 300 6 42
Euler prob6 que

B
C(2n)=(—l)”_l22"_'—(2fl")!n2" , neN

El también traté de evaluar £ (2n + 1), n € N, sin éxito. Lo dnico que
se conoce acerca de esta sucesién es que £ (3) ¢ Q (Apéry).

* Nota:Charla presentada en el VI Congreso Boliviano de Matemdtica,
Cochabamba 19 — 23 de abril 1999.
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zeta-function”.



