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ARBOLES BINARIOS, ALGEBRA
TENSORIAL NO ASOCIATIVA
Y UNA C-ALGEBRA
UNIVERSAL

Christian Valqui

Resumen

Damos una descripcion del dlgebra tensorial no
asociativa para espacios vectoriales topologicos
y obtenemos asi una topologia cociente en el
dalgebra tensorial asociativa usual que hace
conjuntamente continua la multiplicacién
y hace que esta dlgebra topoldgica tenga
la propiedad universal.

Introduccion

El contenido del presente articulo tiene como base la charla “Arboles
binarios y dglgebra tensorial no asociativa” dada durante el semestre 1999 II
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en la Pontificia Universidad Catélica del Perd. El resultado principal es la
construccién de una familia de seminormas en el dlgebra tensorial TV sobre
un espacio vectorial localmente convexo V que define una topologia que hace
de TV un dlgebra topoldgica. Ademds el funtor V > TV es el adjunto por la
izquierda del funtor olvidadizo que asigna a cada algebra topoldgica el
espacio vectorial subyacente. En [V1] esto es usado para construir una
extensién universal de c-dlgebras que permite extender el resultado de
excisién probado en [Cu] para m-dlgebras a la clase de c-dlgebras completas.
Aqui m-dlgebras son c-dlgebras completas con una familia de seminormas
submultiplicativas que definen la topologfa.

La estructura del articulo es la siguiente: La primera parte introduce las
nociones bdsicas. Para esto describimos el caso puramente algebraico en que
el funtor V 1> TV es el funtor adjunto por la izquierda del funtor olvidadizo.
Luego damos algunas definiciones basicas sobre espacios vectoriales

localmente convexos y dlgebras topolégicas, que nos permiten enunciar el
teorema principal.

La segunda parte describe una codificacion de drboles binarios a través
de n-tuplas totalmente reducibles que se extiende a una descripcion del
adlgebra tensorial no asociativa. Este dlgebra ya era conocido antes (ver [B]),
pero la forma de codificar es nueva y una de las ideas claves para poder
probar el teorema principal, que es en esencia una versién topoldgica del
siguiente hecho (ver 1.1 mds adelante): El funtor Vi TV es adjunto por la
izquierda al funtor olvidadizo.

1. Nociones Basicas
1.1 Algebra Tensorial

Dado un espacio vectorial V sobre k (k= € o R), el dlgebra tensorial TV

es lasuma directa VO (VO V)@ V® @ ... . La multiplicacién esta dada
por la concatenacién de tensores, es decir,

VM®..®v,) WR..OW)=v®..®y,0w®...®w,

donde v® ... ®v, e V¥ W ® .. ®w,ec Vo y el producto estd en
V®n+m



Si A es un élgebra sobre k y f: V — A es un mapeo lineal, entonces la
funcién ¢,:TV—oA vi® ... @ v, > f(v) - f(va) - ... - f(v,) es el Gnico

morfismo de algebras que cumple
drop=f ()

donde p:V - TV es la inclusion candnica en el primer sumando. Que (1) se
cumpla es obvio de la definicién de ¢, .

Sea g: TV — A otro morfismo de algebras con gop = f y sea
v ®...®v, € V. Entonces

g1 ®..®v,) = g(pvi-pva- ...  Pva)
glpvy) - g(pva) - ... - glpvy)
f(Vl) flv) ... 'f(vn)
01 ®..0 ),

Il

lo cual prueba Ia unicidad de ¢, . Por lo tanto la composicién con p induce

una biyeccién entre los mapeos lineales de V a A y los morfismos de dlgebra
de TV a A. Sea € la categoria de los espacios vectoriales sobre & con los
mapeos k-lineales y A la categoria de las dlgebras sobre k con los morfismos
de édlgebras. Hom(-;) y Hom,(-,-) indiquen el conjunto de morfismos en

cada categoria. Entonces 7 es un funtor 7 : € —» A4, V TV con
Tf(vi ®..8v,)=f(v) ®...Q f(v,). Denotemos con F al funtor olvidadizo

de A — € que asigna a cada algebra el espacio vectorial subyacente.
Entonces la biyeccién mencionada toma la siguiente forma

Hom ,(TV,A)=Hom_ (V,FA).

Esto es un ejemplo de los que se llama funtores adjuntos. En particular T es el
funtor adjunto por la izquierda de F.

1.2 Espacios vectoriales localmente convexos

Un espacio vectorial topolégico es un espacio vectorial sobre
k (k=R o C) que a la vez es un espacio topolégico, de modo que las
operaciones de espacio vectorial sean continuas. Para describir 1a topologia es
suficiente especificar un sistema de abiertos (subbase) alrededor de un punto
fijo, generalmente el origen. Nosotros vamos a considerar solamente espacios
vectoriales que poseen una subbase formada por conjuntos convexos,
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llamados espacios vectoriales localmente convexos. Vamos a ver como la
topologia de estos espacios se puede describir a través de seminormas.

Una seminorma en V es una aplicacién H V — R que cumple para

todox, yeV, A€ k:
L |x[=20
2. |ax| =[] | x]
3 |y <lx] + 5]

Hay que notar que no se pide la condicidn: “x‘l:O = x=0, la cual
conjuntamente con las otras tres describe una norma.

Dada una familia (p;),.; de seminormas en V se puede construir una

topologfa en V que lo hace un espacio vectorial localmente convexo. Para
esto se considera como subbase alrededor del origen a los conjuntos

B,¢=1x€ 4 pi(xy<e},paraie I y €> 0. También se puede desmostrar

que cada subbasc da lugar a una familia de scminormas asociada a ella
(ver [T, Prop. 7.6, pag. 63]).

A partir de ahora vamos a suponer que la topologia de un espacio
vectorial localmente convexo esta dada por familias de seminormas. Si Ay B
son espacios vectoriales localmente convexos entonces una funcién lineal
f: A > B es continua si para toda seminorma continua p en B existe una

seminorma continua g en A de modo que p( f(x)) < g(x), Vx, y € A.

Sean A y B espacios vectoriales localmente convexos con topologias
definidas por {p;}ic;, respectivamente {q;} ., . Entonces el espacio vectorial

A ® B se puede dotar de la topologia llamada proyectiva que es definida a
través de la familia de seminormas {p;®q;}; jic/xs- Acd el producto

tensorial de seminormas esta dado por
q® p(x):=inf { >y pxh) | x= xf ®x;}

parax € A ® B. Se puede ver que esto se extiende al producto tensorial de m
espacios vectoriales con
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918...8q,, (=il | D @ (], ()| x= ) K @0,

{ i

1.3 Algebras Topolégicas

Un dlgebra topolGgica es un espacio vectorial topol6gico con una
aplicacién continua W : V ® V — V que es la multiplicacién. | tienc la
propiedad asociativa:

Ho(u®Id,)=po(ld, Bp).
Si no se cumple esto se trata de un dlgebra topoldgica no asociativa.

Una c-dlgebra A es un dlgebra topoldgica localmente convexa sobre C.
Aqui la condicién de que la multiplicacion sea continua se traduce en lo
siguiente: Para toda seminorma p en A existe una seminorma g en A de modo

que p(xy) < g(x)g(y), Vx,y€ A.

Ahora hemos logrado definir todos los conceptos necesarios para poder
describir el resultado principal de este articulo:

Consideremos el funtor olvidadizo de la categoria de c-dlgebras a la
categoria de espacios vectoriales localmente convexos. Entonces existe un
funtor 7, adjunto por la izquierda de F. Esto quiere decir que

Homg 7 (V,F A)=Homg4 (T.V, A),

donde € 7es la categoria de espacios vectoriales localmente convexos y CA
es la categoria de ¢-algebras.
2. Arboles binarios y algebra tensorial no asociativa

2.1 El magma libre

Definicion 2.1 Sea V un espacio vectorial. Ponemos M'v=v y
MV =0

vectorial

prg=n MVOMIY . El magma libre sobre V es el espacio
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o

Mv.=Dumry

n=)

con la operacion dada por las inclusiones M"V @ MV « MP*V.

Es trivial que M es adjunto por la izquierda al funtor olvidadizo
(Comparar con la construccién del magma libre en [B, §2.1, pag. 17]). Nétese
que M "V estd conformado por una cantidad finita de copias de V®". En lo

que sigue vamos a dar un método para codificar estas copias con lo que
llamaremos arboles binarios.

2.2 Arboles binarios
Una n-tupla ¥ € N" es reducible, si existe un & tal que W, = ¥, > 1.

Para todo ¥ reducible definimos k(¥): min {j; ¥; = W;,, > 1} y la reduccién
r(P)e N*'

¥, j< k(W)
r(W);=<¥,y J> k(¥)
W, -1 j= k(¥)
¥ es totalmente reducible si ¥ (W) es reducible para k=0,1,...,n-2

(ro(‘}’) =%y rt W) = (1) e N'. Un n-tupla totalmente reducible es
llamada un drbol binario con n hojas.

Definicion 2.2  Definimos B" como el conjunto de n-tuplas totalmente
reducibles paran>1y B' : = {(1)} = N".
B':={¥ € N, V¥ es totalmente reducible}, n> 1.

Un 4rbol binario con # hojas corresponde a una tinica manera de multiplicar i
variables no asociativas y por lo tanto estd intimamente ligado a un sumando
particular de M, V. Haremos explicita esta relacién y para esto introducimos
la siguiente operacion para drboles.

Definicién 2.3 Para k, | € N definimos la union v : B* x B' - B**' que
asigna a cada par de drboles (Y, Y) el drbol

Y v Y::(‘P1+1,...,‘l’k+l,Tl+l,...,Y’,+l).
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La (k+)-tupla ¥ v T es totalmente reducible, ya que r WYv )= r W)vY

para j = 0, ... , k - 1y rj(‘{’vY) = k! ¥)v r-"(""')(T‘) para
J=k, .. k+1-2. Asi

ATV =+ L+ D), ATV ) =(2,2)

y finalmente Pt (¥YvTY) = (1). La multiplicaciéon resultante de esta
operacién es' llevada a cabo multiplicando inicialmente las primeras k
variables, luego las dltimas ! y finalmente multiplicando los dos resultados.

Comentario 2.4 Se puede representar un drbol binario a través de un dibujo
(que motiva el nombre de drbol binario)} que se obtiene partiendo de un drbol
con una sola hoja, correspondiente a (1) € B', anadiendo dos
ramificaciones para cada paso de reduccion, siguiendo la direccion opuesta
a la reduccion total del drbol. Para mostrar como funciona esto damos el
siguiente ejemplo: La 4-tupla (2, 3, 4, 4) es totalmente reducible. Los pasos
de reduccion correspondientes son

(2,3,4,4)>(2,3,3)>2,2) > ().

Los drboles correspondientes a esta 4-tupla y sus pasos de reduccion son los
siguientes:

4 4
3 3 3
r r r 1
= ”LTJHI

La multiplicacion ligada a este drbol es:

(x- -z
En esta figura la reduccién se puede describir como “cortar la primera
doble rama de la izquierda”. La union de dos drboles usando los dibujos se

puede ver facilmente en un ejemplo: Si se unen los drboles (2, 3, 4, 4) y
(2, 3, 3) obtenemos (3,4,5,5,3,4,4)
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La correspondiente multiplicacidn de siete variables es dada por:

((x1 - (2 (630 x8))) - (x5 - (X6 - X7))).
2.3 El algebra no asociativa T,,, V

Definicion 2.5 Sea V un espacio vectorial. Para n 2 1 ponemos

T"v=@_ .. V® donde VY =V® . El digebra no asociativa sobre V
na YeB

estd definida por

na

TnaV::C'B]T” v
o

con la multiplicacion definida a través del (iso) morfismo
VoY QT Ly O¥vY

para elementos homogéneos y extendida por linearidad a elementos
generales.

Proposicion 2.6 Sea V un espacio vectorial. Entonces T,, V = MV como
dlgebras no asociativas.

Demostraciéon: El isomorfismo identifica T”'ZIV con M"V . Como

T”]aV =V=M'V , es suficiente mostrar que T V satisface la definicion

recursiva de MV:

T'"v=@ T'VeTLV.

na na
prg=n

El morfismo lineal de derecha a izquierda dado por Vet @yl 5y ety

cstéd bien definido. Solamente resta probar que cada arbol de dimensién n 2 2
(la dimensidn es el nimero de hojas) es la unién de dos drboles de dimensién
menor determinados univocamente, lo cual determina un inverso del mapeo
dado.

Sea entonces n 2 2 y ¥ € B". Llamemos p al minimo de aquellos

nimeros k£ = 1 tal que k- (W), =2 Entonces L=(¥, -1, ...,%¥,-1)y
R=M,,-1,...,¥,-1)son drboles y ¥ = L v R. La manera de definir la
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multiplicacién en MV es similar alade 7, V' y se ve inmediatamente que el

isomorfismo preserva la multiplicacién O

Transfiriendo la propiedad universal de MV a T 'V nos permite
afirmar: St A es un dlgebra no asociativa cualquiera y f: V — A es una
aplicacion lineal, existe un unico morfismo de dlgebras ¢,: 7, V — A de

modo que ¢y op =f,dondep: V— T V es lainclusién candnica obtenida

gracias al ismorfismo V = veh (he B.

La descripcién que hemos dado del dlgebra tensorial no asociativa nos
permitird definir en una manera muy natural las seminormas de 3.1.

3. TopologiasenT,, Vy TV

Construiremos ahora una topologia en 7 V que hace que la

multiplicacién sea conjuntamente continua. La topologia cociente en TV
preserva esta propiedad, de modo que con esta topologia TV tiene
multiplicacién conjuntamente continua. Adicionalmente se prueba que cada
mapeo lineal de V a un dlgebra topoldgica A se puede extender a un morfismo
de dlgebras continuo de TV a A.

3.1 Seminormas provenientes de arboles

Definicion 3.1 Sea V un espacio vectorial localmente convexo 'y sea (piien
una secuencia de seminormas continuas en V. Para cadane€ Ny V¥ € B’

definimos una seminorma Py en V®" dada por Py:= Py, ®..®py . En
TV definimos una seminorma P = P(py) que es dada en cada sumando
directo V®* por Py y en elementos generales por la suma de las

seminormas de sus componentes homogéneos.

Definicién 3.2 Sea V un espacio vectorial localmente convexo. La topologia

de T 'V como espacio localmente convexo es definida por la familia de

seminormas {P(p,)}, donde (p,) recorre todas las secuencias de seminormas
continuas en V.

25



Comentario 3.3 Notese que la restriccion de cada seminorma P(p,) al

. 1 . .
sumando directo V=T, V es exactamente la seminorma correspondiente a

(1) € B' que es p,, de modo que V es de manera candnica un sumando
directo topologicode T, V .

Proposicion 3.4 La multiplicacion es continua en T,V .
Demostracion: Dada una seminorma P = P(p,) buscamos una seminorma Q
tal que P (x - y) € Q(x) Q(y) para todo x, y € T,

we V- Afirmamos que Ps

satisface esta desigualdad, donde Pg se obtiene usando la secuencia trasladada
(p2, p3, ...) en la definicién 3.1,

Ponemos Pgy :=Fs |, e+ . Ahora la afirmacion se deduce directamente

de la desigualdad Py, v (x-y) € Psy (x) Pey () que es la desigualdad deseada

para elementos homogéneos x € V&Y y ye V& Pero esta desigualdad es

obvia de la definicién del producto tensorial de seminormas en 1.2 y las
identidades

Pooy(x¥) = psy ®.®psy ®psy ®..Opgy (xy)
Psy(x) = Psy, ®...® pgy, (x)
Pov(y) = Psy, ®--.® psy, (¥)

para xe VO we B,ye v® re B',con SW, =, + | ySY;=Y;+1
&

Corolario 3.5 Sea TV el dlgebra tensorial usual sobre Vy sean: T,V - TV

na
la suryeccion canédnica. Definimos T,V como el dlgebra tensorial TV con la
topologia cociente. Entonces la multiplicacion en T. V es conjuntamente
continua.

Demostracién: Sea / el kernel de . Asi la norma P en TV correspondiente
a la seminorma P = P (py) en T,,V es dada por P([x])=inf ., {P(x+c)}.

Sean [x], [y] € TVy e>0. Sea Pgcomo en la proposicién y 1’_’5 la seminorma

cociente en TV. Tomamos ¢, c; € [ con

Ps (IxD Ps (LyD)> Pg (x+¢,) Ps (y+¢,) €,
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entonces tenemos que

Po(xDPs(Iy]) > Po(x+e)Ps(y+ey)-€
2 P(xy+(c;(y+cy)t+xcy))—€
P4

inf{P(xy+c)}-¢
el

P ([xyD~e¢.

Como esto vale para todo € > 0, se deduce que la multiplicacién es continua
en TV

La topologia en T, V se puede describir de la siguicntec mancra:

Cada secuencia (p,) de seminormas continuas en V define una
seminorma P = P ((p,)) en TV que estd dada por

P()=inf{ ¥ Py(xg)lx= Yxy, xgeV® 2)
YeB" YeB"

para elementos homogéneos xe& V®" . Para elementos generales estd dada
por la suma de la seminorma de sus partes homogéneas. Nétese que la
topologia restringida a un sumando directo V" coincide con la topologia

proyectiva. Veamos que la identidad restringida a un sumando V®' es
continua en cada una de las direcciones. Para esto usamos la caracterizacién
de la continuidad de un mapeo lineal de 1.2:

Sea P = P ((py) una seminorma continua en 7. V. En V& solo interviene
una cantidad finita p,, ..., p; en V que pueden ser mayorizadas por cierta

seminorma g en V. Entonces tenemos que P< g ®... @ gen V&

Por otro lado tomemos ahora una seminorma de la forma ¢ ®...® ¢,
sabiendo que la familia de todas las seminormas de esa forma definen la
topologia proyectiva. Escogemos p seminorma en V que mayorice a
4, -.. , 4, Entonces la sccucncia de seminormas (p;) con p; = p para todo k

define una seminorma P = P ((py)) en T, V cuya restriccién a V ®"

qi ®...® qn-

mayoriza a
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3.2 La propiedad universal de 7, V
A partir de ahora todas las dlgebras se sobrentenderan asociativas.

Lema 3.6 Sea A un dlgebra localmente convexa con multiplicacion continua
y sea (p,) una secuencia de seminormas continuas de modo que para todo

m € N se tiene que p,, (x¥)S P (X) Pt (¥), Vx,ye A. Denotamos con

1:A®" - A la multiplicacion. Entonces

P S Py(x) Vxe A®", VW e B".

Demostracién: Sea ¥ € B" un drbol binario. Pongamos
k:=k(¥)=min {j|¥;= ¥}

A la operacién de reduccion en W le corresponde una multiplicacién parcial
My :A®" - A% dada por

k

— A
By =id®...0U®..Qid .

Ademas W, -1 =r (), y Wi = Wi, entonces la condicion del lema nos
leva a que

p\yk (-x)p\p“I ()’) 2 p(\llk_])(xy)zpr(\v)k (x}’) vx’ y € A .

Esto implica que Pq, (x) ZPr(\I,)(uw(x)) para todo x€ A®" . La reduccion
total de ¥ nos da la siguiente cadena de inecuaciones:

Py (x) 2 Fyly ()
Prrory (e (o (X))

[\

|

Pty (M2 gy - (g (1))
pi((x)

Ahora podemos demostrar el resultado principal:
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Teorema 3.7 El funtor V=T,V es adjunto por la izquierda del funtor

olvidadizo F de la categoria CA de c-dlgebras a la categoria TE de espacios
vectoriales localmente convexos, es decir,

Homy, (V,FA)=Homca (T,V,A) .

Demostracion: Sea V un espacio vectorial localmente convexo. Para cada
dlgebra A € Ay cada mapeo lineal continuo f : V — A probaremos la
existencia de un tnico homomorfismo continuo ¢,: 7. V — A tal que

¢,_ op=f,donde p: V— T.V es la inclusién canénica. Como hemos visto

en 1.1 tenemos que poner

¥ X)=w(T f(x)) VxeTV.

Resta probar que ¢, es continuo. Sea p una seminorma continua en A,

Queremos encontrar una seminorma Q en 7, V de modo que Q(x) 2 p(¢y (x)).

Escogemos una secuencia (p,) de seminormas continuas de modo que
p"(xy)Sp“H (x) an(y) ‘V’x,ye A
y py = p. La existencia de tal secuencia deviene de la exigencia que la

multiplicacién en A sea continua. Como f es continua encontramos para cada

n € N una seminorma continua ¢, en V con g, (x) 2 p,(f (x)), Vx€ V. La
seminorma @ en TV definida por la secuencia (g,) es la que buscamos:

Para elementos homogéneos x € V®" estd dada por

X=Xy, Xy€ V®"}.

YeB"

Q(x)=inf{ z Oy (xy)

YeB"

Ademds cada eleccion de los xy’s satisface:

Y Qulxg) 2 Y Pu(T fxy))

YeB” YeB"
2 Y p(uT f(xe))) (porlema 3.6)
YeB”
2 p(T (Y x¢))
YeB"
= p(d;(x)).
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Esto implica la desigualdad QO(x) 2 p(¢,(x)) para elementos homogéneos

xe Ve y por lo tanto para todos los elementos, ya que la seminorma esta

dada por la suma de las seminormas de las partes homogéneas para todo
elemento de TV QO

Comentarios finales: Este resultado implica el equivalente para las
categorfas de espacios vectoriales localmente convexos completos y dlgebras
localmente convexas completas, ya que el funtor que asigna a cada espacio
vectorial su complexién es adjunto por la izquierda del funtor olvidadizo. El
mapeo lineal Id, € Homy, (FA, FA) corresponde a través del isomorfismo del

teorema 3.7 a un morfismo de dlgebras m: TA — A que nos produce la

s
extension universal: 0> 7/A > TA > A—0. Esta extensidn es importante en

el contexto del teorema dec excisién para homologia ciclica periddica
(ver [Cu]).
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