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Resumen 

Damos una descripción del álgebra tensorial no 
asociativa para espacios vectoriales topológicos 

y obtenemos así una topología cociente en el 
álgebra tensorial asociativa usual que hace 
conjuntamente continua la multiplicación 
y hace que esta álgebra topológica tenga 

la propiedad universal. 

Introducción 

El contenido del presente artículo tiene como base la charla "Árboles 
binarios y álgebra tensorial no asociativa" dada durante el semestre 1999 II 
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en la Pontificia Universidad Católica del Perú. El resultado principal es la 
construcción de una familia de seminormas en el álgebra tensorial TV sobre 
un espacio vectorial localmente convexo V que define una topología que hace 
de TV un álgebra topológica. Además el funtor V H TV es el adjunto por la 
izquierda del funtor olvidadizo que asigna a cada álgebra topológica el 
espacio vectorial subyacente. En [V 1] esto es usado para construir una 
extensión universal de e-álgebras que permite extender el resultado de 
excisión probado en [Cu] para m-álgebras a la clase de e-álgebras completas. 
Aquí m-álgebras son e-álgebras completas con una familia de seminormas 
submultiplicativas que definen la topología. 

La estructura del artículo es la siguiente: La primera parte introduce las 
nociones básicas. Para esto describimos el caso puramente algebraico en que 
el funtor V H TV es el funtor adjunto por la izquierda del funtor olvidadizo. 

Luego damos algunas definiciones básicas sobre espacios vectoriales 
localmente convexos y álgebras topológicas, que nos permiten enunciar el 
teorema principal. 

La segunda parte describe una codificación de árboles binarios a través 
de n-tuplas totalmente reducibles que se extiende a una descripción del 
álgebra tensorial no asociativa. Este álgebra ya era conocido antes (ver [B]), 
pero la forma de codificar es nueva y una de las ideas claves para poder 
probar el teorema principal, que es en esencia una versión topológica del 
siguiente hecho (ver 1.1 más adelante): El funtor VH TV es adjunto por la 
izquierda al funtor olvidadizo. 

l. Nociones Básicas 

1.1 Álgebra Tensorial 

Dado un espacio vectorial V sobre k (k = C o IR), el álgebra tensorial TV 

es la suma directa V Ei3 (V® V) Ei3 V 03 Ei3 .... La multiplicación esta dada 
por la concatenación de tensores, es decir, 

(vl ® ... ® V11 ) • (wl ® ... ®wm) = V1 ® ... ® V11 ® W1 ® ... ® w,, 

donde V1 ® ... ® V11 E V
011

, W1 ® ... ®wm E V®m y el producto está en 
v®n+m. 
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Si A es un álgebra sobre k y f : V ~ A es un mapeo lineal, entonces la 
función <Pr: TV ~A v1 ® ... ® v" H f (v1) · f (v2) · ... · f (v11 ) es el único 

morfismo de álgebras que cumple 

<!>rop=f, (1) 

donde p : V~ TV es la inclusión canónica en el primer sumando. Que ( 1) se 
cumpla es obvio de la definición de <P.r . 

Sea g: TV ~ A otro morfismo de álgebras con g o p = f y sea 

v1 ® ... ® vn E V. Entonces 

g(v1 ® ... ® v,) g(pv1 • pv2 • ••• • pv11 ) 

g(pv1). g(pv2) ..•. • g(pv11 ) 

f(v,) ·f(v2) · ... ·J(vn) 
<l>t (v1 ® ... ® v,), 

lo cual prueba la unicidad de <!>f. Por lo tanto la composición con p induce 

una biyección entre los mapeos lineales de V a A y los morfismos de álgebra 

de TV a A. Sea E la categoría de los espacios vectoriales sobre k con los 

mapeos k-lineales y A la categoría de las álgebras sobre k con los morfismos 

de álgebras. Home (-,·) y HomA (·,-) indiquen el conjunto de morfismos en 

cada categoría. Entonces T es un funtor T : E ~ A, V H TV con 
Tf(v 1 ® ... ® v,) =f(v1) ® ... ®f(vn)· Denotemos con F al funtor olvidadizo 

de A ~ E que asigna a cada álgebra el espacio vectorial subyacente. 
Entonces la biyección mencionada toma la siguiente forma 

HomA(TV,A)=:HomE(V,FA). 

Esto es un ejemplo de los que se llama funtores adjuntos. En particular Tes el 
funtor adjunto por la izquierda de F. 

1.2 Espacios vectoriales localmente convexos 

Un espacio vectorial topológico es un espacio vectorial sobre 
k (k = IR o C) que a la vez es un espacio topológico, de modo que las 
operaciones de espacio vectorial sean continuas. Para describir la topología es 
suficiente especificar un sistema de abiertos (subbase) alrededor de un punto 
fijo, generalmente el origen. Nosotros vamos a considerar solamente espacios 
vectoriales que poseen una subbase formada por conjuntos convexos, 
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llamados espacios vectoriales localmente convexos. Vamos a ver como la 
topología de estos espacios se puede describir a través de semi normas. 

Una seminorma en V es una aplicación 11·11: V ~ IR que cumple para 

todo x, y E V, A E k: 

l. llxll ~O 
2. 11 Ax 11 = 1 A 111 x 11 

3. 11 x+ Y 11 s; 11 x 11 + liY 11· 

Hay que notar que no se pide la condición: 11 x 11 =O => x=O, la cual 

conjuntamente con las otras tres describe una norma. 

Dada una familia (p¡ );e/ de seminormas en V se puede construir una 

topología en V que lo hace un espacio vectorial localmente convexo. Para 
esto se considera como subbase alrededor del origen a Jos conjuntos 

BfJ;.E = {x E Vi p¡ (x) <E), para i E 1 y E> 0. También se puede desmostrar 

que cada subbase da lugar a una familia de seminormas asociada a ella 
(ver [T, Prop. 7.6, pág. 63]). 

A partir de ahora vamos a suponer que la topología de un espacio 
vectorial localmente convexo esta dada por familias de seminormas. Si A y B 
son espacios vectoriales localmente convexos entonces una función lineal 
f : A ~ B es continua si para toda seminorma continua p en B existe una 

seminorma continua q en A de modo que p(f(x)) s; q(x), '\fx, y E A. 

Sean A y B espacios vectoriales localmente convexos con topologías 

definidas por {p;};e 1, respectivamente {q¡ l;eJ. Entonces el espacio vectorial 

A ® B se puede dotar de la topología llamada proyectiva que es definida a 
través de la familia de seminormas {p¡ ® q¡ }u . .ile/xJ. Acá el producto 

tensorial de seminormas esta dado por 

para x E A ®B. Se puede ver que esto se extiende al producto tensorial de m 
espacios vectoriales con 
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ql ® ... ®q, (x):=inf {~> (x:)· ... ·q, (x:,) X=~ x: ® ... ®x:,}. 

1.3 Álgebras Topológicas 

Un álgebra topológica es un espacio vectorial topológico con una 
aplicación continua Jl : V ® V ~ V que es la multiplicación. Jl tiene la 
propiedad asociativa: 

J.to(J.t®fd .. ) = J.to(/dv ®J.t). 

Si no se cumple esto se trata de un álgebra topológica no asociativa. 

Una e-álgebra A es un álgebra topológica localmente convexa sobre C. 
Aquí la condición de que la multiplicación sea continua se traduce en lo 
siguiente: Para toda seminorma p en A existe una seminorma q en A de modo 

que p(xy) ~ q(x)q(y), Vx, y E A. 

Ahora hemos logrado definir todos los conceptos necesarios para poder 
describir el resultado principal de este artículo: 

Consideremos el funtor olvidadizo de la categoría de e-álgebras a la 
categoría de espacios vectoriales localmente convexos. Entonces existe un 
funtor T,. adjunto por la izquierda de F. Esto quiere decir que 

Homcr(V,F A) =.HomcA (Te V, A), 

donde E Tes la categoría de espacios vectoriales localmente convexos y CA 
es la categoría de e-álgebras. 

2. Árboles binarios y álgebra tensorial no asociativa 

2.1 El magma libre 

Definición 2.1 Sea V un espacio vectorial. Ponemos M 1 V = V y 

M nv = EB p+q=n M PV ® M "V . El magma libre sobre V es el espacio 

vectorial 
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00 

MV:=Ef>M"V 
n=l 

con la operación dada por las inclusiones M~'V ® M"V e M'>+"V. 

Es trivial que M es adjunto por la izquierda al funtor olvidadizo 
(Comparar con la construcción del magma libre en [B, §2.1, pág. 17]). Nótese 

que M "V está conformado por una cantidad finita de copias de v®n. En lo 
que sigue vamos a dar un método para codificar estas copias con lo que 
llamaremos árboles binarios. 

2.2 Árboles binarios 

Una n-tupla \f' E I'N" es reducible, si existe un k tal que \f' k = \f' k+l > l. 
Para todo \f' reducible definimos k(\f'): min {j; \f'¡ = \f/;+1 > 1 } y la reducción 
r(\f')E I'Ñn-1 

r j < k (\f') 

r (\f')¡ := \f'; + 1 j > k (\f') 

\f'. -1 j = k (\f') 
./ 

\f' es totalmente reducible si rk (\f') es reducible para k = O, 1, ... , n - 2 

( r
0 (\f') := \f') y rn-l (\f') = ( 1) E I'N 1

• Un n-tupla totalmente reducible es 
llamada un árbol binario con n hojas. 

Definición 2.2 Definimos 13" como el conjunto de n-tuplas totalmente 

reducibles paran> 1 y 131
: = {(1)} e rN 1

• 

13" := { \f' E I'N"; \f' es totalmente reducible}, n > 1. 

Un árbol binario con n hojas corresponde a una única manera de multiplicar n 
variables no asociativas y por lo tanto está íntimamente ligado a un sumando 
particular de M 11 V. Haremos explícita esta relación y para esto introducimos 
la siguiente operación para árboles. 

Definición 2.3 Para k, 1 E I'N definimos la unión v : 13 k x 131 
____, 13 k+ 

1 que 

asigna a cada par de árboles (\f', 1) el árbol 

\f' V l : = (\f' 1 + 1 , . . . , '1' k + ), l¡ + ) , . . . , l¡ + 1 ) . 
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La (k+l)-tupla lJI v 1 es totalmente reducible, ya que r.i (lJI v 1)= r.i (lJI) v 1 

para j = O, . . . , k - 1 y r.i (lJI v 1) = rk-l (lJI) v r.i-<k-l) (1) para 
j = k, ... , k + l - 2. Así 

rk-l (lflv 1) = (2, 1 1 + 1, ... , l¡ + 1), rk+l-2 (lJI v 1) = (2, 2) 

y finalmente rk+t-l (lJI v 1) = (1 ). La multiplicación resultante de esta 
operación es· llevada a cabo multiplicando inicialmente ]as primeras k 
variables, luego las últimas l y finalmente multiplicando los dos resultados. 

Comentario 2.4 Se puede representar un árbol binario a través de un dibujo 
(que motiva el nombre de árbol binario) que se obtiene partiendo de un árbol 

con una sola hoja, correspondiente a ( 1) E 131
, añadiendo dos 

ramificaciones para cada paso de reducción, siguiendo la dirección opuesta 
a la reducción total del árbol. Para mostrar como funciona esto damos el 
siguiente ejemplo: La 4-tupla (2, 3, 4, 4) es totalmente reducible. Los pasos 
de reducción correspondientes son 

(2, 3, 4, 4) ~ (2, 3, 3) ~ (2, 2) ~ (1). 

Los árboles correspondientes a esta 4-tupla y sus pasos de reducción son los 
siguientes: 

2 

La multiplicación ligada a este árbol es: 

(x · (y · (z · v))). 

En esta figura la reducción se puede describir como "cortar la primera 
doble rama de la izquierda". La unión de dos árboles usando los dibujos se 
puede ver fácilmente en un ejemplo: Si se unen los árboles (2, 3, 4, 4) y 
(2, 3, 3) obtenemos (3, 4, 5, 5, 3, 4, 4) 

5 
4 
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La correspondiente multiplicación de siete variables es dada por: 

2.3 El álgebra no asociativa T 11a V 

Definición 2.5 Sea V un espacio vectorial. Para n ~ 1 ponemos 

T,~1 V =EB 'PE'B" V ®'P donde V®'~':= V®n. El álgebra no asociativa sobre V 

está definida por 
~ 

Tna V:= EB T11~1 V 
n=l 

con la multiplicación definida a través del (iso) moifismo 

v®'P ®v®r ~ v®'Pv)' 

para elementos homogéneos y extendida por linearidad a elementos 
generales. 

Proposición 2.6 Sea V un espacio vectorial. Entonces Tna V = MV como 
álgebras no asociativas. 

Demostración: El isomorfismo identifica Tn V con M 11 V . Como 
na 

T~,Y =:V =:M 
1V, es suficiente mostrar que T

11
a V satisface la definición 

recursiva de MV: 

T,;;l V= EB Tj~ V® T,;~l V. 
p+q=n 

El morfismo lineal de derecha a izquierda dado por V®'P ® V®r ~ V®'Pvr 

está bien definido. Solamente resta probar que cada árbol de dimensión n ~ 2 
(la dimensión es el número de hojas) es la unión de dos árboles de dimensión 
menor determinados unívocamente, lo cual determina un inverso del mapeo 
dado. 

Sea entonces n ~ 2 y \f' E '8". Llamemos p al mínimo de aquellos 

números k ~ 1 tal que rk-l (\f') 1 = 2. Entonces L = (\f' 1 - 1, .. . , \f'" -1) y 

R = (\f'p+l - 1, ... , \f' n - 1) son árboles y \f' = L v R. La manera de definir la 
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multiplicación en MV es similar a la de T
11
a V y se ve inmediatamente que el 

isomorfismo preserva la multiplicación O 

Transfiriendo la propiedad universal de MV a T,w V nos permite 

afirmar: Si A es un álgebra no asociativa cualquiera y f : V ~ A es una 

aplicación lineal, existe un único morfismo de álgebras <j>f : T,w V ~ A de 

modo que <1>r o p = J, donde p : V~ Tna V es la inclusión canónica obtenida 

gracias al ismorfismo V:= V®(l), (1) E 131
• 

La descripción que hemos dado del álgebra tensorial no asociativa nos 
permitirá definir en una manera muy natural las seminormas de 3.1. 

3. Topologías en Tna V y TV 

Construiremos ahora una topología en T V 
llll 

que hace que la 

multiplicación sea conjuntamente continua. La topología cociente en TV 
preserva esta propiedad, de modo que con esta topología TV tiene 
multiplicación conjuntamente contínua. Adicionalmente se prueba que cada 
mapeo lineal de V a un álgebra topológica A se puede extender a un morfismo 
de álgebras contínuo de TV a A. 

3.1 Seminormas provenientes de árboles 

Definición 3.1 Sea V un espacio vectorial localmente convexo y sea (pk)kE I'N 

una secuencia de seminormas continuas en V. Para cada n E rN y \f' E 13" 

definimos una seminorma P"' en V ®n dada por P'l' := P'l' ® ... ® p'l' . En 
1 " 

Tna V definimos una seminorma P = P(pk) que es dada en cada sumando 

directo v®'l' por p'l' y en elementos generales por la suma de las 
seminormas de sus componentes homogéneos. 

Definición 3.2 Sea V un espacio vectorial localmente convexo. La topología 

de Tna V como espacio localmente convexo es definida por la familia de 

seminormas { P(pk)}, donde (pk) recorre todas las secuencias de seminormas 
continuas en V. 
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Comentario 3.3 Nótese que la restricción de cada seminorma P(pk) al 

sumando directo V =T~a V es exactamente la seminorma correspondiente a 

(1) E 131 que es p 1, de modo que V es de manera canónica un sumando 

directo topológico de TmY . 

Proposición 3.4 La multiplicación es continua en Tna V . 

Demostración: Dada una seminorma P = P(pk) buscamos una seminorma Q 

tal que P (x · y) ::; Q(x) Q(y) para todo x, y E T
11

a V . Afirmamos que Ps 

satisface esta desigualdad, donde Ps se obtiene usando la secuencia trasladada 
(p2, p3, ... ) en la definición 3.1. 

Ponemos Ps'l' :=Ps 1 y®'~' • Ahora la afirmación se de~uce directamente 

de la desigualdad P'l'vY (x-y)::; Ps'l' (x) PSI (y) que es la desigualdad deseada 

para elementos homogéneos x E V ®'1' y y E V 01 
. Pero esta desigualdad es 

obvia de la definición del producto tensorial de seminormas en 1.2 y las 
identidades 

p'l'vl'(x· y) = 

P5 '1'(x) 

PSI (y) 

Ps'l'
1 
®. · .® Ps'l'

1 
® PSY

1 
® ... ® P.n, (x· y) 

Ps'l'
1 

® ... ® Ps'l'
1 

(x) 

PSYI ® ... ® PSY, (y) 

para XE v®'l' 'tpE 13\yE V01 ,lE 131,conStp¡:=tp¡+ 1 ySI¡:=I¡+ 1 
o 

Corolario 3.5 Sea TV el álgebra tensorial usual sobre V y sea n: T"" V ~ TV 

la suryección canónica. Definimos Te V como el álgebra tensorial TV con la 
topología cociente. Entonces la multiplicación en Te V es conjuntamente 
continua. 

Demostración: Sea 1 el kernel de 1t. Así la norma P en TV correspondiente 

a la seminorma P = P (pk) en Tna V es dada por P([x])=infcEI {P(x+c)}. 

Sean [x], [y] E TVy E> O. Sea Ps como en la proposición y P
5 

la seminorma 

cociente en TV. Tomamos c1, c2 E 1 con 
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entonces tenemos que 

P5 ([x])P5 ([y]) > P5 (x+c1)P5 (y+c 2 )-E 

~ P(xy+(c1 (y+c2)+xc2))-E 

~ inf {P(xy+c) }-E 
cE/ 

P ([xy])-E. 

Como esto vale para todo E > O, se deduce que la multiplicación es continua 
en TVO 

La topología en T, V se puede describir de la siguiente manera: 

Cada secuencia (p 11 ) de seminormas continuas en V define una 
seminorma P = P ((p 11)) en TV que está dada por 

P(x)=inf¡ L P'l'(x'l')x= L,x'l', x'l1EV
0

"}. 

'11E 13" 1 'J'E 13" 

(2) 

para elementos homogéneos x E V 0 " . Para elementos generales está dada 

por la suma de la seminorma de sus partes homogéneas. Nótese que la 

topología restringida a un sumando directo V 0
" coincide con la topología 

proyectiva. Veamos que la identidad restringida a un sumando V 0
" es 

continua en cada una de las direcciones. Para esto usamos la caracterización 
de la continuidad de un mapeo lineal de 1.2: 

Sea P = P ((pk)) .una seminorma continua en T, V. En V 0" solo interviene 
una cantidad finita p

1 
, ••• , P¡ en V que pueden ser mayorizadas por cierta 

seminorma q en V. Entonces tenemos que P ~ q ® ... ® q en V 0
". 

Por otro lado tomemos ahora una seminorma de la forma q 1 ® ... ® q"' 
sabiendo que la familia de todas las seminormas de esa forma definen la 
topología proyectiva. Escogemos p seminorma en V que mayorice a 
q" ... , qn- Entonces la secuencia de seminormas (pk) con Pk = p para todo k 

define una seminorma P = P ((pk)) en T, V cuya restricción a V 0" mayoriza a 
q, ® ... ®qll. 
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3.2 La propiedad universal de Te V 

A partir de ahora todas las álgebras se sobrentenderán asociativas. 

Lema 3.6 Sea A un álgebra localmente convexa con multiplicación continua 
y sea (pm) una secuencia de seminormas continuas de modo que para todo 
m E rN se tiene que p111 (xy)5:pm+l(x)p 111+1(y), 'rfx,yE A. Denotamos con 

¡.t: A ®n ~A la multiplicación. Entonces 

Demostración: Sea 'Y E 1311 un árbol binario. Pongamos 

k :=k ('Y)= min {j 1 'Y¡= 'Yj+l}. 

A la operación de reducción en 'Y le corresponde una multiplicación parcial 

¡.t'l' :A 181" ~ A ®n-I dada por 

k 
~ 

¡.t.", :=id® ... ®¡.t® ... ®id. 

Además 'Y k - 1 = r ('Y)k y 'Y k = 'Y k+h entonces la condición del lema nos 
lleva a que 

p'l' (x)p'l' (y)~ p<'l' -l)(xy)=p ('!') (xy) 'rfx,yEA. 
t t+l t r t 

Esto implica que P'l'(x) ~pr('l')(¡.t'l'(x)) para todo xE A18111
• La reducción 

total de 'Y nos da la siguiente cadena de inecuaciones: 

o 
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Pr('l')(¡.t'l'(x)) 

P,( r('i')) (¡.t. r('l') (¡.L'l' (X))) 

~ P, .. -~('l')(¡.L, .. -2('i') ... (¡.t'l'(x) ... )) 

Pl(¡.t(x)) 

Ahora podemos demostrar el resultado principal: 



Teorema 3. 7 El Juntor V 1--7 Te V es adjunto por la izquierda del funtor 

olvidadizo F de la categoría CA de e-álgebras a la categoría Tt de espacios 
vectoriales localmente convexos, es decir, 

HomTE (V,FA)=.HomcA (Ty,A). 

Demostración: Sea V un espacio vectorial localmente convexo. Para cada 

álgebra A E A y cada mapeo lineal continuo f : V ~ A probaremos la 

existencia de un único homomorfismo continuo <l>.r : Te V ~ A tal que 

<1>.r op= f, donde p : V~ Te V es la inclusión canónica. Como hemos visto 

en 1. l tenemos que poner 

<l>f (x):=!l(T f (x)) "i/x E TV . 

Resta probar que <l>.r es continuo. Sea p una seminorma continua en A. 

Queremos encontrar una semi norma Q en Te V de modo que Q(x) :2:: p( <J>r (x)). 

Escogemos una secuencia (p,) de seminormas continuas de modo que 

P
11 
(xy)~ Pn+l (x) Pn+l (y) "i/x, y E A 

y p1 = p. La existencia de tal secuencia deviene de la exigencia que la 
multiplicación en A sea continua. Como fes continua encontramos para cada 

n E ftJ una seminorma continua q, en V con q, (x) :2:: p,(j (x)), "i/x E V. La 
semi norma Q en TV definida por la secuencia (q 11 ) es la que buscamos: 

Para elementos homogéneos X E V0
/l está dada por 

V ®n} x'I'E . Q(x)=inf{ L Q'l' (x'l') 1 x = L x,p, 
'l'e'B" 'l'e'B" 

Además cada elección de los x'l''s satisface: 

L Q'l'(x'l') ::::: L P'I'(T j(x'l')) 
'l'e'B" 'l'e'B" 

::::: L P(!l(T f (x'l'))) (por lema 3.6) 
'l'e'B" 

::::: p(!l(T j( L x'l'))) 
'l'e'B" 

p( <1> f (x)). 
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Esto implica la desigualdad Q(x) 2: p( <l>r (x)) para elementos homogéneos 

XE V 011 y por lo tanto para todos los elementos, ya que la seminorma está 

dada por la suma de las seminormas de las partes homogéneas para todo 
elemento de TV O 

Comentarios finales: Este resultado implica el equivalente para las 
categorías de espacios vectoriales localmente convexos completos y álgebras 
localmente convexas completas, ya que el funtor que asigna a cada espacio 
vectorial su complexión es adjunto por la izquierda del funtor olvidadizo. El 
mapeo lineal IdA E HomTE (FA, FA) corresponde a través del isomorfismo del 

teorema 3.7 a un morfismo de álgebras 1t : TA ~ A que nos produce la 
1t 

extensión universal: O~ lA~ TA ~A~O. Esta extensión es importante en 

el contexto del teorema de excisión para homología cíclica periódica 
(ver [Cu]). 
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