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CAIDA LIBRE DE GRANDES
ALTITUDES

Casio R. Oré

1. Introduccion

En un reciente articulo [1] P. Mohazzabi y
J.H. Shea tratan el conocido problema de caida
libre de cuerpos pero esta vez desde alturas que
bordean el limite de la atmdésfera. La novedad es

que a la familiar resistencia del aire tomada como
proporcional al cuadrado de la velocidad se le
agrega un factor que se hace cargo de la variacién
de la densidad del aire con la altitud. Se obtiene
de esa manera en forma rdpida una ecuacion que
permite conocer la relacion entre la velocidad
del cuerpo y su ubicacion. El resultado obtenido
muestra que durante el proceso de caida la
velocidad adquiere un mdximo para luego
ir disminuyendo pero sin adquirir
una velocidad terminal.
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Los resultados son interesantes, pero los autores omiten consignar las
tradicionales ecuaciones paramétricas en funcidn del tiempo, vale decir la
relacién espacio-tiempo, velocidad-tiempo y aceleracién-tiempo. En el
presente trabajo se buscan estas relaciones.

Adicionalmente invertimos el problema. Con los mismos factores
involucrados tratamos el problema de un proyectil lanzado verticalmente
hacia arriba con una velocidad inicial dada.

Otra novedad que presentamos es la integracién numérica de las
expresiones obtenidas usando sélo una simple calculadora, la CASIO
FX-3600,

2. Teoria

Repetimos en esta seccidn el procedimiento utilizado por M. y S. Para la
variacién de la presién P con la altitud z se utilizé la ley de atmésferas de
Laplace P = P, exp (Mgz/RT) donde M es la Masa molar media del aire
(0,0288 kg/mol), R es la constante de gases ideales y T la temperatura
absoluta. Aunque la ecuacidn es vélida sélo para atmésferas isotérmicas el
hecho practico es que haciendo RT/Mg = 7.4621x10°m = A se reproducen los
valores experimentales de la presién en términos de la altitud z.

Como la resistencia que ofrece el aire al caer un cuerpo es proporcional
a la densidad del aire y esta a su vez a la presidn, la ecuacién para la caida del
cuerpo puede ponerse

l11vg£=—mg+k vzexp(—z/k). (H
dz 0
Definiendo nuevas vartables y constantes

uzkovzlmg, x=exp(-z/A\), C=2g/vl2 y v?:mg/ko

d

la ecuacién pasa a tomar la forma ¥ +cu=<.
dx x
Integrando resulta
u=cexp(-cx) expn/n dn. 2)

Xy
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Esta es la ecuacién obtenida por M y S y que conduce finalmente a la
relacion v =v (7).

3. Resultados

M y S presentan soluciones para caidas desde alturas iniciales de 30, 20
y 10 km usando v = 40 m/s que es el valor medio de una serie de

experiencias efectuadas. Este valor conduce a ¢ =91, 41.

En el presente trabajo se ha calculado v = v(z) para una caida libre

desde una altitud  z, =20 km (cx; = 6,266).

Los valores de las velocidades fueron calculados inicialmente cada
100m de caida, pues en atmdésfera enrarecida los aumentos, en la velocidad,
son notables. Posteriormente, la evaluacién se hizo cada 500m. La tabla 1
reproduce los resultados numéricos obtenidos y la figura 1 los muestra en
forma gréfica. Los resultados coinciden con el obtenido por M y S. Es notoria
la presencia de un maximo en el valor de la velocidad en el proceso de caida.

Célculodez=z () y v=v ()

Empecemos con la definicién v= ‘:{3 . En forma operativa esta relacidn
t

puede escribirse

Z”+|_Z” . tn+]_tn :(V +v )/2
t —t 2 n+l n
n+l "
que puede escribirse asi
Cp+t — <y
Ly =ty 3)
(vn+l +V”)/2

donde r es el tiempo que tarda el cuerpo en llegar a la altitud z . La

expresion 3 permite obtener tanto v = v (f) como £ = z (f) que se muestran en
latablaI'y figuras 1y 2.
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Calculo de a = a(?):

En la ecuacién (1) el término que oficia de aceleracion es
ko 5 cx 2
a(lt)y=—g+—v"~ exp(-—z/?»):—g+7v‘.
m

Reemplazando valores numéricos resulta
a(t,)=(cx, )v> 0,067 x107 -9.80. 4)

Los resultados se muestran en la tabla I y en la figura 3. Es de observarse que
el valor inicial de 9,80 m/s® va disminuyendo hasta convertirse en 0 ¢ incluso
cambiar de sentido. Es este cambio de sentido el que ocasiona que la
velocidad de cafda disminuya.

4. Proyectil Lanzado Hacia Arriba

La teorfa presentada anteriormente reproduce con mucha exactitud la
caida de cuerpos desde alturas comparables al espesor de la atmoésfera.
Trataremos ahora cémo la misma teoria describe el comportamiento de un
cuerpo que ha sido lanzado verticalmente hacia arriba con una velocidad
inicial vy,

La ecuacion de movimiento en este caso adopta la forma

mvi‘fz—mg—kov2 exp(—z/A).
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Con los mismos cambios de variables y constantes usados antes se
transforma

du _c
= —cu=—.
dx X

Multiplicando por el factor de integracién exp(-cx) puede escribirse
% (uexp(=cx))= i exp(—cx).

Integrando entre xo y x resulta
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—CX

exp

—cxy

u=exp(cx)| ug exp{—cxg )+cJ. dan

Se tomé vg = 160 m/s con lo que uy = 16. Para zo = 0 resulta xy = 1. Usando
nuevamente ¢ = 91,41 obtenemos finaimente

9141y

w=exp©1,41x)|32x107% +91,41 exp N

dn|. “4)
91,41

Esta expresion nos proporciona nuevamente la velocidad v de la particula a
diversas altitudes z. A estos datos se les aplica la misma maquinaria anterior
para obtener las ecuaciones paramétricas del movimiento v(r), z(t) y a().
Los resultados se muestran en las figuras 4, 5 y 6.

Observamos en estas graficas lo que es tradicional. El cuerpo sube hasta
una cierta altura y luego desciende. La aceleracién en todo momento es hacia
abajo. Sin embargo hay novedades notables. El tiempo empleado en subir es
inferior al de bajada (casi la tercera parte). La velocidad de impacto en piso
es muy inferior a la velocidad inicial proporcionada (alrededor de ia cuarta
parte). Durante el proceso de subida la aceleracién desciende en breve tiempo
(~ 5 s) desde 166,59 m/s” a 9,80 m/s? mientras que en los 10 s de bajada sé6lo
cambia de 9,80 a 0,50 m/s”.

De no haber sido por la resistencia que proporcionaba el aire, la
particula hubiese ascendido alrededor de 1200 m de altura en lugar de los
233m que muestran los cdlculos. La breve altura alcanzada significa que la
ley de atmdésferas de Laplace no ejerce influencia alguna toda vez que al nivel
del mar o a 233m de altitud, la presion atmosférica es la misma. Para que esta
ley sea efectiva habria que aumentar el valor de la velocidad inicial vy, pero
ello trae consigo un considerable aumento de la resistencia del aire debido al
factor v*. Pareciera que la teorfa no permitiria el envio de satélites, pero en
esto el caso es distinto. Se les proporciona fuerza impulsora hasta que
alcancen una altura considerable y recién empieza el vuelo libre. En nuestro
ejemplo eso corresponderia a considerar los 160 m/s como la velocidad que
tendria la particula a la altura de 10 km por ejemplo.
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5. Conclusiones

Utilizando una sencilla calculadora se han hallado las ecuaciones
paramétricas de una particula que cae libremente desde altitudes muy grandes
atravesando regiones en los que paulatinamente va incrementando la
densidad del aire y por consiguiente la resistencia que cste ofrece al
desplazamiento, complementando de esa manera el trabajo de M. y S.

Se ha aplicado el mismo mecanismo para estudiar el desplazamiento de
un cuerpo lanzado verticalmente hacia arriba con una cierta velocidad inicial
encontrindose que el cuerpo no asciende mucho y por lo tanto la ley de
atmosferas de Laplace no tiene, en esta oportunidad, efecto significativo.
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TABLA 1

Caida libre de un cuerpo desde una altitud de 20 km

t

z v a t z v a

) &km)  (ms) ()| ) (km) (s (s

0,00 20,00 0,00 9,80 43,38 15,5 118,34  -095

4,61 199 4337 9,00 47,68 150 11431 -0,92

6,55 198 60,04 8251 52,13 145 110,30 -0,87

806 197 7198 7,541 56,75 140 106,50 -0,84

936 196 81,37 6,87 61,53 135 102,61 -0,76
10,54 19,5 89,03 6,24 6649 13,0 9898 -0,70
11,62 194 9549 565| 71,62 125 9594  -0,66
12,64 19,3 100,96 5,104 76,93 12,0 92,11  -0.61
13,61 19,2 105,64 4,58 82,43 11,5 89,29  -0.57
14,54 19.1 109,67 4,10| 88,14 11,0 85,78  -0,52
15,43 19,0 113,16 3,651 94,07 10,5 82,81 -0,48
16,31 18,9 116,16 3,24 100,21 10,0 7994 -045
17,16 188 118,74 2,85 106,57 9.5 77,19 -042
17,99 18,7 120,97 2,491 113,16 9,0 7454 0,39
1881 18,6 122,87 2,15 119,99 85 7198 -036
19,62 18,5 124,48 1,85 127,05 8,0 69,52 -0,33
20,42 18,4 125,84 1,56 134,37 7.5 67.16  -0,31
21,21 18,3 126,97 1,30 141,94 7,0 64,88  -0,29
22,00 18,2 127,87 1,061 149,79 6.5 62,57 -0,27
22,78 18,1 128,63 0,84 157,92 6,0 60,56  -0,25
23,55 18,0 129,20 0,64 166,33 5.5 58,61 0,23
2432 17,9 129,62 0,451 175,04 5,0 56,54  -0,22
25,10 17,8 129,90 0,28 184,02 4.5 54,55 0,21
2586 17,7 130,07 0,131 193,26 4,0 52,80 -0,20
26,63 17,6 130,11 0,001 202,86 3.5 51,03 -0,18
2740 175 130,06  -0,13| 212,82 30 4931  -0,16
28,17 17,4 12992 -0,24| 223,14 2,5 47,66 -0,15
2894 173 129,69  -0,34( 223,80 2,0 46,09 -0,14
29,71 17,2 129,40 -0,43| 24484 1,5 4453 0,13
30,49 17,1 129,03 -0,51) 256,21 1,0 43,04 -0,12
31,26 17,0 128,61 -0,58( 269,07 0,5 41,61 -0,12
3519 16,5 12580  -0,80| 280,29 0,0 40,22  -0,11
3923 160 122,24  -0,92
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Figura 1: Velocidad vs. tiempo para una caida libre desde una altitud de 20 km.
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Figura 4: Altitud vs. tiempo para una particula lanzada verticalmente

con una velocidad inicial de 160 m/s.
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Figura 5: Velocidad vs. tiempo para un proyectil lanzado verticalmente
con una velocidad inicial de 160 m/s.
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Figura 6: Aceleracién vs. tiempo para un proyectil lanzado verticalmente
con una vclocidad inicial de 160 m/s.




