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ALGORITMOS PARA EXPANSIONES
DEeym

Carlos Paredes

1. Introduccion

El presente trabajo se basa en un articulo de
Stanley Rabinowitz y Stan Wagon acerca de un
algoritmo sobre la expansion decimal del nimero Tt
con varios miles de digitos. Nuestro principal objetivo
es acercar al estudiante del pre-grado a técnicas que se
contindan desarrollando en la investigacion actual.
Es por eso que el enfoque es pedagdgico e insiste
en la explicacion detallada de las ideas y
algoritmos. Para ello, se utilizan conceptos
matemdticos elementales que se vierten en
el pre-grado de las carreras de
Ciencias Bdsicas e Ingenieria.

> Profesor de la Facultad de Ingenieria, Universidad Inca Garcilaso de la Vega.



2. Caracteristicas Matematicasdeey nt

2.1 Expansion decimal de un niimero real

Si r es un nimero real entonces r se puede expresar en la forma:

b, b b
r=a,. 10" +a,,. 10" + . +a,. 10+ ap + e S S
2
10 10° 10,

con n ndmero natural y a; y b; nimeros naturales tales que:
0<a,;<9 Vie {0,1,..,n}, a,20 y 1<b;<9 Vje Z*.

En forma resumida se puede codificar a r como a, a,,.1 ... @y . ag by by bs ...

2.2 Ejemplos:

” 7
1) 3257=3.100+2.10+5+—
10
3 3 3
2) I.3=I+—+*7+—T+...
10 107 10

3) V2 =1.4142135... =
4 1 4 2 1 3 5

l+—+ t——t 0t ——+—+
10 10> 10> 10" 10 10° 10
7 1 8 2
4) e=2T182.. =2+ —+—F+—F+—r+.
10 10° 100 10
1 4 1 5 9
5) m=3.14159. =3+ —+—+—F+—F+——+..

Comentario: El ejemplo 1) trata de un ndmero real de expansién finita. Los
ejemplos 2)-5) tratan de nimeros reales con expansiones decimales infinitas.
En el ejemplo 2) se trata de un ndmero real con expansién decimal infinita
periddica pura.

Los ejemplos 3), 4) y 5) tratan de ndmeros reales cuyas expansiones

decimales son infinitas pero no periddicas. Tales nimeros reciben el nombre
de irracionales.

52



Sin embargo, todavia existe una diferencia sustancial entre ¢ y ©
respecto de No que trataremos a continuacion.

2.3 Nudmeros Algebraicos y trascendentes

2.3.1 Definicion: Sea r un nimero complejo; decimos que r es algebraico
si res raiz de algun polinomio con coeficientes enteros.

2.3.2 Ejemplos:
) V2 es algebraico pues es raizde X?-2=0

3-4/5 es algebraico puesesraizde X *—6X>+4=0.

Cabe anotar que se puede probar que tanto e como & no son raices de
ningtin polinomio con coeficientes enteros. Tales nimeros reciben el nombre
de transcendentes. Es decir ¢ y ® son niimeros reales trascendentes.

2.4 e como la suma de una serie

El ndmero e, base de los logaritmos naturales, se puede expresar como:

1 1 1 1
=24+ —+—+—+—+..
20 31 4t 5!

Obtener la expansion decimal completa de e es tarea imposible por lo
cual tenemos que contentarnos con un nimero infinito de digitos.

2.5 mcomo la suma de una serie

2.5.1 Serie de Leibnitz

o (=" | I T T
n=4 ) - LS
n=p 2N+1 35 7 9 11

2.5.2 Otros desarrollos de t

i+

= 02
2.5.2.1 n= 2()
o Qi+l

n
(¥S)



i! I 1.2 1.2:3
2.5.2.2 =2 Y, ————= 2l =t —+
ioo (2i+ D 3 3.5 357

+...)

Donde cabe aclarar que n! denota el producto 1.3.5...n para n entero
positivo impar.

2.6 Se puede obtener 7 con algunos digitos mediante integracién numeérica
directa mediante la férmula:

1
n=4j | dx .
14+ x2
0

De nuevo, al igual que en el caso de e, es imposible obtener la
expansién decimal completa de t por lo cual tenemos que contentarnos con
un nimero finito de digitos.

Existen métodos para calcular © con muchos millones de digitos pero
necesitan de una aritmética de punto flotante.

Los algoritmos que detallamos en el presente trabajo no requieren de
aritmética de punto flotante aunque calculan unos cuantos miles de digitos
tanto para e para 7.

3. Expansion encajada

Explicamos este concepto mediante un ejemplo:

3 8 5

2385 =2 4—+—+— - )
10 10° 10
i I 5

2.385=2 +— (3+— (8+—)) --- )
10 10 10

En (1) se expresa el ntiimero real 2.385 mediante su expansién decimal
estandar.

En (2) se expresa el nimero real 2.385 mediante su expansién decimal
encajada.



3.1 El método de Ruffini

El método de Ruffini, muy conocido en el dlgebra elemental, sirve para
dividir un polinomio entre cualquiera de sus factores lineales (si éste los
tuvicra);, pero ademds sirve para evaluar funciones polinomiales como
veremos en el siguiente ejemplo.

3.1.1 Ejemplo:

Sea f(x)=2X*+3X>+2X?-5X +6; si queremos evaluar f(-3)

se tendria
2 3 2 -5 6
x==3 -6 9 -33 114
, 2 -3 11 -38 120

Luego f(=3)=120. Pero ;Como se obtiene f(—3)? La respuesta es:
mediante una representacion encajada de f(x). A saber

fX)=6+x(-5+x(2+x(3G+2x))).

E! método de Ruffini actia partiendo del contenido del dltimo encaje, es
decir, de 3 + 2x y continda con los demds encajes. Con lo cual para evaluar
f(x) primero se multiplica x por 2, luego se le suma 3, a éste resultado se le
multiplica nuevamente por x y se le suma 2 y a este resultado se le multiplica
por x nuevamente y se le suma —5 para finalmente, a este ultimo resultado,

multiplicarlo por x y sumarle 6.

3.2 Base de una expansion encajada

3.2.1 Definicién. Una base B de una expansidn encajada es una sucesion
de fracciones

o=
o

1 2 bn . e
—=.—=.,--,— talesque Vi 0<bh<b, .
bl b2 n
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3.3 Expansién encajada de un niimero real respecto de una base B

3.3.1 Definicion. Decimos que r estd representado mediante una expansion
encajada respecto de una base B si existe una sucesion de enteros no
negativos ag, Q,, Qy,... 4,,... tales que:

b, by by b,
r=ap+ = (a, + == (a, + = (a5 + == (a4 +.)))).
bl b2 3 4

Si, ademas, se cumple que: «¢; < b; Vi entonces decimos que r estd en
forma regular respecto de la base B.

3.4 Ejemplos
1 1 7
) a=5+—(1+—3+-—))
2 4 8

1 1 1 1 | | 1
2) e=2+—+—+—+.=2+—(1+—(+—+—(+...)))).
20 3t 41 2 3 4 5

Comentario: Analicemos el ejemplo 2) en primer lugar. En 2) e estd

Iolel L.

representado en una expansion encajada respecto de la base B:

2 345
con sucesién de coeficientes (g;): 1,1,1,1,... . En 1) tenemos que a estd
. . | )
representado en una expansién encajada respecto de la base B:+ % -é— La

sucesion de coeficientes seria 1,3,7. En este caso se trata de una
representacion encajada finita.

4. Conversion de un niimero en representacion encajada
finita a expansion decimal

1 I 7
4.1 Ejemplo Obtener los primeros 3 digitos de a = 5+— (1+=— (3+—))
2 4 8

1 1 7
1) Observarque —(1+—(3+—) =0.9843... < 1
2 4 8

1 1 1 70
2)  a=— 50+~ (10+— (30+—)))
10 2 4 8
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3)

4)

5)

6)

7

8)

9)

10)

1D

12)

13)

14)

15)

16)

1 [ 1 6
a=—(50+—(10+— (38+—))
0 2 4 8

} 1 1 6
a=—("0+=(19+—2+—)))
10 2 4 8

1 1 1 6
a=—0@9+—({1+—(2+))
10 2 4 8

1 1 ! 6
a=5+—O9+—(1+—(2+=))
10 2 4 8

| 60
a= 5+—(90+ (l0+—(20+——)))
100 8

1 1 1 4
=5+ —(90+—(10+—(27+—)))
100 2 4 8

1 1 1 4
a=5+—90+—(16+—(3+—))
100 2 4 8

1
a= 5+—(98+ (0+—-(3+—)))
100 2 8

9 1 4
a—5+—+—(8+ (O+—(3+—)))
10 100 2 8

9 1 40
=5+ ——+—(80+—(0+~(30+—)))
10 1000 2

9 1 1 ] 0
a=5+—+——@80+—(0+—(35+=))
10 1000 2 4 8

9 1 1 1 0
a=5+—+——@B0+—B+—3+—)
4 8

10 1000
9 0
5+~+—84+ 0+—3+
10 1000 ( ( ( 8)))
9 8 P, 0
=54+ 248 70+73+,f
“ 10 100 1000( O+, G+

57



2.8 L 1 a0+to+L@o+dy
107100 10000 2 47 g

8 1
18) a=5+—+—+
10 100 10000

7y a=5+

I 10
(43+—(1+—(2+=))
2 4 8

9 8 4 1 1 1 0
19) a=5+—+—+—+ B+—=(1+—=2+—)))
10 100 1000 10000 2 4 8

S.a=5984 ...

4.2 Comentario:

1
En 2) se tiene que a = — (10a) obteniendo:
10

1 1 70
10a = 50 + —(10+—(30+—)); este nimero estd en forma encajada
2 4 80

respecto de la base C: %,é pero no estd cn forma regular, lo que se

o | —

consigue cn 5), es decir:

I I 70 1o 1,6
10a =50 + —~(10+ =30+ 2)) =59+ —(1+ —(2+-2)).
a 2( 4( 2 ) 2( 4( 8))

En 6) simplificamos y en 7) repetimos el proceso, ahora para el nimero
1 | 6
b =9+ —(1+—(2+-)); este proceso empezado en 7) termina en 11) donde
2 4 8
conseguimos 9 como la primera cifra decimal. En 12) repetimos el proceso

1 1 4
para ¢ =8 + —(0+—(3+—)), el cual acaba en 16) consiguiendo 8 como la
2 4 8

segunda cifra decimal y asi sucesivamente se puede conseguir tantas cifras
decimales de a como se desee.

1 1 7
Cabe anotar que tanto a = 5 + —(1+—3+—)) como
2 4 8

1 1 6 1 1 4
b=9+—(1+—2+-)) y ¢c=8+ —(0+—(3+—)) ecstin en forma regular
2 4 8 2 4 8

respecto de C : 1/2, 1/4, 1/8 y puesto que cualquier nimero en forma
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1 1 r 1 1 7
regular d=0+ —(p+—{(g+—)) cs menorigual quc 0+—(1+—(3+—)) y
2 4 8 2 4 8

este a su vez es menor que |, no hay duda que el método calcula las cifras
decimales correctamente. Sin embargo, en el caso de una conversién encajada
a decimal para una base infinita el asunto se complica pues en ese caso
habria que obtener una cota para:
b, b, b, by
== (a;+==(a, + == (a3 t== (a4 +...))))
I 2 3 4

suponiendo que estd en forma regular respecto de una cierta base B. Esta cota
dependera de la base B y lo consideramos en las secciones 5 y 6.

5. Algoritmo para hallar la expansion decimal de e

| I |
5.1 Sabemos por 3.4.2 que ¢ =2 + —+—+—+... Yy que su representacion

2t 31 4!
1 1 1 1
encajadaes: e=2+ —(1+—+ (1+— (1+—(1+...)))) esdecir: e = (2;1,1,1,..).
2 3 4 5
1111 _ .
Notamos que la base es B: —,—,—,—,... y que la sucesién de coeficientes es
2345

(a;): 1,1,1,1,...

5.2 Sea (a; ) una sucesién de enteros no negativos tales que Vie Z' a; <i,

1 1 1
entonces se prueba que —(a; +—(d, +—(az+..))) es menor que 1.
2 3 7 4 -

(Ver Lema |, Apéndice). Si x = (ag; ay, aa,...,a,,...) estd en forma regular en
1111

la base B : ——,—,—... la parte entera de x es gy mientras que
2345

(0; a,, ay,....a, ,...) < 1 es su parte fraccionaria. Para obtener digitos de e

tenemos que truncar la serie que lo define. Es decir, tenemos que partir de una

aproximacidn de e, digamos de e* y no dc e mismo.

El proceso de célculo de digitos de la expansion decimal de e*, ya estd
expuesta en su esencia, en el ejemplo 5.1. En realidad, con este proceso
podemos obtener tantos digitos como querramos de e*, el asunto consiste en
saber cudntos de éstos digitos de ¢* son los digitos correctos de e. Se pruecba
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{en el lema 2 del Apéndice) que una expansion encajada finita de ¢* en la
base B con n + 2 términos, permite obtener n digitos correctos para e.

5.3 Algoritmo para calcular la expansion decimal de e

1. Inicializar: Sea 2 el primer digito e inicialice un arreglo A de longitud
n+ 1 como (1,1.1,...,1).

2. Repetirn— 1 veces:
2.1 Multiplicar por 10: Multiplique cada entrada de A por 10.

2.2 Tomar la parte fraccionaria: Partiendo de la derecha, reducir la
i-ésima entrada de A médulo i + I, acarreando el cociente un lugar
a la izquierda.

2.3 Salida del siguiente digito: El ultimo cociente es el siguiente
digito de e.

6. Representacion radical mixta de

it 112 123
n=2 2 —=2(l+—+—+
= (2i+D! 3 35 357

+ )
| 2 3 4

=2 (l+—+{+—(1+— A +—(+...)))))
3 5 7 9

1 2 3 4
T=2+—-2+—2+—=2+—(12+..))
3 5 7 9

1234 5
Esdecir m=(2;2,2,2,..) respecto de labase C: —,—,—,—

357911

6.1 Para obtener digitos de ® tenemos que, al igual que para e, truncar la

serie que lo define. Es decir, tenemos que partir de una aproximacién nt* de 7.

10.n
Se prueba (en el Lema 3 del Apéndice) que bastan la parte entera de —+1

3
de elementos en el arreglo inicial A = (2;2,2,2,...) para oblener ® con n
digitos correctos.
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2 3
Por otro lado si x =ag+ —(a;+—(a; +—(as..))) con a; €eZ", estd
3 s 7

representado en forma regular, es decir a; < 2i, se prueba (en el Lema 4 del
Apéndice) que (0; a, , a; ,...) estd entre 0 y 2, ademas que (0; 4, 6, 8,...) =2.
Esto complica ligeramente el algoritmo de expansién decimal de . A fin de
explicar con claridad dicho algoritmo trabajemos el siguiente ejemplo:

6.2 Ejemplo: Hallar la expansién decimal de

1. Inicializar: Sea A un arreglo de longitud [[

12 3 4 5
a= —Q2+=@+=(6+—(T+—.7))
35 7 9 I

Solucién: Ver tabla | de Apéndice.

Algoritmo para la expansion decimal de &t

10-n
3

1N+1

2. Repetir n veces:

Multiplicar por 10: Multiplique cada entrada de A por 10.

Poner A en forma regular: Partiendo de la derecha, reducir el

o . i—1

i-ésimo _elemento de A (correspondiente a la entrada ((7, l))
2i~

mddulo 2 — 1, a fin de obtener un cociente ¢ y un residuo r . Dejar r

en su lugar y acarrear g({ ~ 1) un lugar hacia la izquierda.

Obtencion del siguiente predigito: Reducir la entrada inicial de A
(que estd en el extremo izquierdo) médulo 10. El cociente ¢ es el
nuevo predigito (digito “‘rentativo” o por confirmarse de ),
quedando el residuo en su lugar.

Ajuste de los predigitos: Si ¢ no es 9 ni 10, liberar los digitos
marcados de m y marcar ¢q. Si ¢ es 9, agregar ¢ a la cola de
predigitos marcados. Si ¢ es 10 entonces:
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- sustituir g por O y marcarlo (pasa a la cola de predigitos);

- incrementar todos los otros predigitos marcados en | (9 se
convierte en 10);

- liberar como digitos verdaderos de ® todos los predigitos
marcados excepto el dltimo marcado.

8. Apéndice

Antes dc enunciar y demostrar los lemas quc siguen a continuacién,
cabe aclarar que siempre nos referiremos a representaciones regulares
respecto de cualquier base y ademds eliminaremos de nuestro discurso todas
las representaciones regulares que terminan con coeficientes maximales, salvo
mencién explicita.

8.1 Lemal
1
(a)y Siiz1,(0:00,..0,a;ay ,...)g<—; en particular:
!
(0;ay, a2, a3, a4,..)5<1.
(b) Las representaciones usando la base radical mixta B son tinicas.

(c) La parte cntera de (ag;, a;, @2, ai, a4...)p €S ap Yy la partc
fraccionaria es (0; ay, 4z, a3, A4,... )5 .

Prueba
, A 1 T
(a) Basta considerar —= 2 [——-—]=———, luego
keivl KU iy =D KD i om!
3 . k=1 1
tomando limite cuando n — oo, se tiene que —_—=—
k! i!

k=i+1
1
LUCgO (O;0,0,...,[l,' y Qs ,...)B <.
i!

(b) Basta probar que: E 'a,- = E _ci =Vie N,a; =c;. Por
- (+1) 4 - i+
= 1=

. ., . .. a; C;
induccion sobre i. Luego, si =0 q +Z =cy +2
iy i+ D) o D!
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¢;—a; lc; —a;l
luego Iao—c0|=|2 I< <1. Luego lag- ¢cpl < 1,
=y (E+ D! (i+D!
porlotanto lag-col=0 y ap=co. Sl ag=Co, Ay =Cy yeersllyy = Cpy
probaremos que @, 41 =Cp st :

i=1

oo oo
(li C,-
= =

SN D)

oo oo

(li Ci
= =

m+l (i+n! i=m+1 G@+1)!

oo oo

D+l + z q; . Cintl + Ci N
(m+2)! P G+ (m+2)! i=ma2 i+
Dl ™ Cmit |Ci —ail I
—i< < .
(m+2)! izma2 DD (m+2)!

Luego, lag—col< 1. Porlotanto a, .y =cCps-

(¢) Sigue inmediatamente de (a).

Lema 2. Un ndmero real positivo es racional si y solamente si todos sus
digitos en la base B son ceros, salvo un niimero finito.

Prueba. Es claro que si todos los digitos de un nimero en la basc B son
ceros, salvo un nimero finito, entonces dicho nimero es racional. Probaremos
a continuacién el otro lado. Para ello, necesitamos de la siguiente asercién:

Asercion: Para ty n cualesquiera, con 0 < n < t!, existen enteros d; en [0, /]
tales que

n=d t(t-1)(£2)..43 +drt (+-1) (t-2)..54 +. .+ d3t (t-1) +d.p t + d,.).

Prueba de la Asercion: Por induccién sobre ¢. Para r=2 entonces es claro
que n=d, con dyen [0, 1]. Seantalque 0 <n<r!. Luego n=gqgt+r con
0<r<t y 0<gqg<(t+1). Como por hipétesis inductiva, la asercién se
cumple para todo m 0 < m <t, entonces aplicamos la asercidn para ¢ con
m = t-1; por lo tanto, existen d|, d,...,d,3, d,» cond; en [0, {] tales que
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g=d, (t-1)(+-2)..43 +d> (t-1) (+-2)...5.4 + .. d.4 (1-1) (+-2) + d,3 (+-1) + d,.».
Luego, n=gt+r=q=d t(t-1) (+-2)..43 + d> 1 (t-1) (+-2)..5.4..+
dat (t-1) (-2 +di st (t-1)+dirt+d., cond=r en|0,t-1].

Regresando al lema, supongamos dado un nimero racional positivo s/t.
Aplicamos la asercién a s (t— 1)! y luego dividimos entre 1!.

Lema 3. EI algoritmo para la expansién decimal de e es correcto.

n

Prueba: Consideremos e, = (2;1,1,1,...,1) = z —. Por lo tanto tenemos:
al
=0 b

oo n

1 1 1
e—e,= Z _—<---—<(-]—6) para n>28. Porlotanto e~e,<5.10".

! !
I=nt+l b h:

Si 1 £ 28, se prueba por célculo directo que n + 2 digitos en la base radical

mixta B bastan para obtener n digitos correctos de e.

Lema 4. EIl nimero en la base radical mixta C con digitos maximales,
(0;2,4,6,8,..) es 2; luego las representaciones regulares de la forma
(05 ay, ay, as,...) estdn entre 0 y 2.

Prueba. Se prueba facilmente por induccién que

5 2 N2y 2n+|
=0 @i+ [2n+1Y
n
o0 i1(2i) 2n+l
Dado que (0;2,4,6,8,...) = Z Y 7ani converge a 0, el lema 4
io (2i+ DN ( n ]
n

queda probado.

Lema 5. El algoritmo para la expansién decimal de wt es correcto.
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(”)2 2i+l
Prueba. De 2.5.2.1, n—m, = 2 — puesto que T, = (2;2,2,....2)c.
e i1
Como cada término de esta suma es menor que la mitad del anterior se tiene
que:

i+l m+2

2
mi2- 1

< -3
(2-4...2m) 3-2™

2
m~ 2

o0 2 2
(in~2 m2°
TC—T[,,,= Z

2
v = <—.
Qi+ Cm+1) (3-5.2m+1) 3

i=m

Haciendo <5.10" y tomando logaritmos en base 10 se tiene que:

2 m=3

18
n 8

+
log2 log2

<m

y como

basta hacer
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TABLA 1

0 2 4 6 7 7
0 20 40 60 70 70
T | 2 | 2 | @ | 2 | =
17 52 82 104 100 70
7 1 2 6 1 4
70 10 20 60 10 40
o | B8 | 2] 8|5 |=
79 8 47 68 25 40
9 1 2 5 7 7
90 10 20 50 70 70
0| 2 | » | & | 2 | =
100 32 59 94 100 70
0 2 4 3 1 4
0 20 40 30 10 40
|2 | 5] 3|5 |=
14 42 55 38 25 40
4 0 0 3 7 7
40 0 0 30 70 70
4 | 12 | 0 | & | 20 | =
44 12 30 74 100 70
4 0 0 4 1 4
40 0 0 40 10 40
2 6 18 8 15 --
42 6 18 48 25 40
2 0 3 6 7 7
20 0 30 60 ~70 70
9 | 2= | 4 | 4 | 30 | =
29 28 72 104 100 70
9 1 2 6 I 4
90 10 20 60 10 40




ACARREO'| 90 | <o | I8 | 22 | 8 | LB | —

99 28 47 68 25 40

- RESIDUOS - 9 1 2 5 7

oxio 90 10 20 50 70 70
10 22 39 44 30 --
100 32 59 94 100 | 70
0 2 4 3 I 4
0 20 40 30 10 40
14 22 15 8 15 -
14 42 55 38 25 40
4 0 0 3 7 7
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TABLA 1I

Digitos |
cdem oo

201 20 | 20 | 20 | 20 )] 20 1 20| 20| 20| 20] 20 ] 20 ] 20

10 12 12 12 10 12 1 8 9 0 0 0 -

301 32 | 32 | 3230 | 32 | 27| 28| 29| 201 2 | 2012

10 1 13 12 1 20 | 20 | 20

0 20 | 20 | 40 | 30 [ 100 | 10 | 130 | 120 | 10 | 200 | 200 |20

0

13 20 33 40 65 48 | 98 | 88 | 72 | 150 | 132 | 96 | -

13| 40 | 53 | 80 | 95 | 148 | 108 | 218 | 192 | 160 | 332 | 296 | 20

0

3 1 3 3 5 5 4 8 5 8 17 {2010

30 | 10 | 30 ]3| 50| 50| 40| 8 | 50 | 8 | 170 | 200 ]| 0

11 24 30 40 40 42 63 | 64 1 90 [ 120 | 88 0 1 -

41 | 34 | 60 { 70 | 90 | 92 | 103 | 144 | 140 | 200 | 258 | 200 | ©

1 ! 0 0 0 4 12 .9 4 10 6 16 | 0

10 | 10 0 0 40 | 120 90 | 40 | 100 | 60 | 160 | O

4 2 9 24 35 84 | 63 | 48 | 712 | 60 | 66 0 --

. - 14 | 12 9 24 | 55 | 124 | 183 { 138 | 112 | 160 | 126 { 160
“RESIDUOS 4 0 4 3 1 3 ] 3 10 8 0 22
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TABLA III

 Digitos | 1 4
dee |
2
10 10 10 10 10 10 10 10 10 10 10 10 10
al 3 {222 2 lalalolo]|lolo]-
14 13 12 11 11 11 11 11 10 10 10 10 10
0 1 0 1 5 4 3 2 0 10 10 10 10
0 10 0 10 50 40 30 20 0 100 100 100 100
3lol 3l el s] al2lolo|lo|s| 2]
3 10 3 19 56 44 32 20 9 109 | -108 107 100
1 1 3 4 2 2 0 2 9 10 0 3 2
10 10 30 40 20 20 0 20 90 100 0 30 20
6|l 9| 8|3l 21 0 3lsls|ofz2]|a]-
16 19 38 43 22 20 3 29 99 100 2 31 20
0 1 2 3 4 6 3 2 9 1 2 5 6
0 10 20 30 40 60 30 20 90 10 20 50 60
s| e | 2] 81 9| a 39|12 2]|a]-
5 16 27 38 49 64 33 29 91 12 24 54 60
1 1 3 ] 1 1 2 | 1 0 2 4




