
Pro Matlzematica Vol. XIV, Nos. 27-28, 2000 

ESTUDIO ASINTÓTICO DE UN 
IMPULSO MET AESTABLE PARA 

UNA ECUACIÓN CON UN 
TÉRMINO NO LOCAL 

(Asymptotic Study of a Metastable Spike 
for an Equation with a non-Local Term) 

Jacques Laforgue 

Resumen 

Se considera una ecuación de 
e.volución singulannente perturbada 
del tipo reacción-d(fúsión, donde la 

no-linealidad depende de la densidad 
espacialmente normalizada, es decir incluye 

un funcional. El dominio es acotado y 
se impone en su frontera la 

condición de .fltúo nulo. 
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La ecuación estacionaria en el dominio no acotado admite una órbita 
homoclínica, la cual suministra en el dominio acotado, módulo invarianza 
traslacional, una solución aproximada (cuya apariencia puede describirse 
como un impulso localizado), con errores exponencialmente pcquei'ios para 
satisfacer las condiciones de borde. 

Esta solución conesponclc a un autovalor inestable pero exponencialmente 
cercano a cero. Ahora bien, bajo la influencia del término no local. dicho 
autovalor resulta ser entonces dominante, y este hecho implica metacstabilidad. 
Esto significa que la estructura, aunque oficialmente inestable, se va a 
preservar por tiempos exponencialmente largos. 

El objetivo del trabajo es la determinación ele la dinámica del impulso 
despaciosamente viajero, por un método asintótico sencillo que no desarrolla 
el intrincado análisis espectral relacionado. 

El resultado es la expresión explícita del movimiento del centro del 
impulso, el cual partiendo de una posición interior arbitraria. se dirige con 
exponencial lentitud hacia la frontera más cercana. 

Palabras claves: Ecuación diferencial-funcional, Perturbaciones singulares. 
Metaestabilidad. 

l. Introducción 

Consideremos la ecuación de evolución singularmente perturbada 

( 1 ) 

para t 2 O y x E [- 1, 1 ], donde E es un parámetro positivo pequeño, y el 
término no lineal depende globalmente de la función buscada u(.r, t) a través 
de la norma 

de{ ~f-~---~-~~ 

!1

1

' u 11. = , 
1
,. ~ u 2 (x. t) dx. 

1 1 ·~ 2 -1 
(2) 

La ecuación de reacción y difusión ( 1) con las condiciones ele riujo 
nulo por las fronteras 
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ur(±l,t)=O (3) 

es un caso particular pero prototípico de un modelo estudiado en [ 1 ], donde 
se demuestra la metaestabilidad de una solución en forma de impulso, 
mediante un estudio espectral sobre el problema linealizado. Dicho resultado 
es importante porque es bien sabido [ 4] que para las ecuaciones como ( 1) 
pero sin término no local, las soluciones tipo impulso son perfectamente 
inestables (ya que el autovalor exponencialmente pequeño asociado no es el 
principal) y la estructura queda destruida en seguida. El fenómeno de meta­
estabilidad (conservación de la estructura, con un movimiento imperceptible) 
ocurre cuando el único autovalor inestable es exponencialmente pequeño 

(medido respecto del ancho E de la estructura). 

Ecuaciones de reacción y difusión, como la de Allen y Cahn, sin 
término no local, sí admiten soluciones con una capa de transición viajando 
metaestablemente; se han desarrollado varios enfoques para su análisis 13]. 
Por eso, en el trabajo desarrollado a continuación, se utiliza un método 
asintótico empleado anteriormente en [2] para el estudio ele la metaestabilidacl 
de una interfase (solución tipo ''frente"). Este método, sin análisis espectral, 
permite obtener muy sencillamente la ley de desplazamiento del impulso. 

2. Estados Estacionarios y Casi Estacionarios 

La única solución ele ( 1) estacionaria homogénea es u(x, t) =E. Además, si 
consideramos la masa total. 

def' 1 
M (t) = J u( x, t) dx 

-1 
(4) 

de cualquier solución e integramos la ecuación en derivadas parciales ( 1) 
sobre el dominio -1 ~ x ~ l. usando (3) obtenemos la ecuación diferencial 

M = 2E -M, de donde M(t) = 2E + [M(O)- 2E] e-'. Así 

M(oo) = 2E (5) 

y la masa de toda solución estable debe tener dicho valor. La solución u = E 

cumple con esta condición; ele hecho, dicha solución es estable por lo 
menos con respecto a cualquier perturbación homogénea puesto que toda 
solución espacialmente homogénea satisface Ji =E- u, es decir es del tipo 

u(t) =E+ [u(O)- E] e-' con u(oo) =E. 
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Busquemos posibles soluciones estacionarias no homogéneas. Al introducir 
la variable espacial estirada 

de( 

y =x/E, (6) 

el dominio de estudio adquiere una extensión de orden 0( 1 /E), luego es natural 

considerar el problema estacionario en el dominio inf'inito -oo <y< oo: 

1
u"" +E(A~]

2

- u 
. . i! lt 11 

U Y (±oo) =O. 

=0 
(7) 

El problema (7) admite la solución centrada en y= O 

1 ? 
u(y)= ----1 sech- (y/2) (Figura 1). 

3T0 - T0 
(X) 

donde T0 th! L = 1 + O(e-I/E), así como soluciones con la rmsma 
de/ , ) 

\ 2f 
estructura pero centradas en cualquier y= y0 E (-oo, oo), debido a la invarianza 
por traslación. 

Regresemos a la variable x original y consideremos entonces la 
familia de funciones independientes del tiempo 

(9) 

. . . () -(1-' f. de( ( 1- \' l , 
paracualqurer x0 E(-I,I), donde T+ =th 2 E- =I+O(e ·ul/) y 

. o -(1+.\ ) f. . . . . . . • 
T_ = th -iÉ = 1 +O( e 11 1 ) . Las 1uncrones de esta larmha satisfacen 

def ( 1+ \' ·1 . . 

exactamente la ecuación diterencial ( 1 ), y en forma exponencialmente 
aproximada las condiciones de frontera (3) puesto que 
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IMPULSO ESTIRADO EN EL DOMINIO INFINITO 
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Figura l. Solución (8) del problema (7) con E= 0,05 
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-:¡:-~e -(!+.rol/E 

E 
( 10) 

Además, tienen una masa exponencialmente cercana a la masa estacionaria. 
puesto que 

Cualquiera de estas funciones constituye un estado casi estacionario: Tomada 
como dato inicial del problema ( 1) (3), evolucionan) pero solamente de 
manera tenue y lenta, conservando su estructura y trasladándose con 
velocidad exponencialmente pequeña. Se quiere determinar asintóticamente 
tal dinámica metaestablc. 

3. Estudio Asintótico 

Consideramos el problema ( 1) (3) con la condición inicial 
u(x, 0) = u(x; x0) dada en (9). Para capturar el desplazamiento del impulso, 

necesitamos abarcar un período de tiempo muy largo. Sea T >> 1 una tal 
escala de tiempo, en base a la cual comprimimos la variable temporal 

de( 

7 = t 1 T ( 12) 

Sea x ( 7) el centro del impulso, a saber el punto donde la solución u 

alcanza su valor máximo; en particular .~(0) = x0 . Luego definimos una 

variable espacial estirada que acompaña el impulso en su traslación 

( 13) 

def 
y denotamos sus valores extremos 11± ~ 1(±1- x(7))/(2E). En términos 

de las variables 11 y 7, el problema se convierte en 
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h" +e[ll~l r -u=(Te¡-'("•r-~,~"" l 
tt

11
(T]±,T)=0, u

11
(0,T)=0, (14) 

u (T], 0) =- 2 
1 1 

sec h 211 
3(T+ + T_)- (T+ +T:_) 

sobre el intervalo espacial 11- ~ 11 ~ 11+ que depende del tiempo T y se 

expande algebraicamente cuando E ~ O. La norma utilizada, equivalente a 
(2), es 

( 15) 

Previendo que ( T Ef 1 es pequeño, podemos despreciar el lado derecho de la 
ecuación diferencial en ( 14) y tomar como primera aproximación la solución 
con autosimilitud en el tiempo 

def 
2 donde a ( T, E) = --~ --------- , con 

3(T+ + T_)- (T: + T!) 

del . _, 
T = thlll i=l-2e-(l+x(TJ)/ E+ .. ·. 

± 1 ±¡ 

( 16) 

( 17) 

Como u no satisface exactamente las condiciones de borde, buscaremos 
un ténnino correctivo tal que se pueda escribir. 

u (T]. T; E) = u(11, T; E)+ (T E)-l v(T], T; E)+.... (1 R) 

Despreciando términos de orden mayor, pedimos que v satisfaga el problema 
lineal izado 

{

1 2 d.~ 2 2 4 ¡1•1111 +. (3sech T]-l)v=a dr-thT] sech T]+Ea 1 sech 11+hsech T], 

1'¡1 (11±. T) = ± 2a TE (T±- rl_ ), v11 (0, T) =O, 

( 19) 

donde 

19 



def 9 f 11+ 1 
h ( T, E) = -

2 
a ( T, E) V ( 11, T ; E) se e h - 11 d11 , 

11_ 
(20) 

que no depende de T], se determinará cuando se conozca la solución v. Como 
antes, el tiempo T puede ser considerado como un parámetro de una 

ecuación diferencial ordinaria en 11· Como~. (scch 2 T]) satisface la ecuación 
dTj 

diferencial homogénea, se obtiene, por reducción del orden, que la solución 

general tal que v11 (0, T) =O es 

v(fl, 7) = 2 d\· . ' 1 2 
~a·- (shfl chT]- thT] + 4t/r 11) + ···- Ea (2sh fl+ 7) 
15 dí 15 T (21) 
7 ') ') . ') 

+ -Jhsec h- 11 + k[2sh -, + 7 + 15(flthT]- l)sec h- 111. 

donde k= k(T, E) es una constante de integración. Como 

2 cLI: 2 2 4 ---a--- (2sh 11 +13th 11 -12th ll) 
15 dT 

+.!.ea 
7 

shT] eh 11- .<1-bthll scc h 211 
15 . 3 

(22) 
') , 

+ k{4shll chT] + 15sech-lllll(l-3t/z-fl)+3thll]}. 

la evaluación asintótica de las condiciones de frontera suministra el par de 
ecuaciones 

Ahora bien el segundo término es despreciable con respecto al primero. 

puesto que Ect 7 - 3 c¡lx_ (e-411+- e411-) y a- 1/2. Si además prevemos que 
cT 

h << TE, las incógnitas (!/.\: y k deben satisfacer 
~ G T 

_!__ d.\:_ +k - +4T +411 ± 
30 dT - - Ee ' (24) 

de donde 
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1 
cL't -r: -2/c ~ --- -l20tEe sh(2.r/E) 
dT 
k - 4 T Ee - 2110 ch(2i!E). 

(25) 

Aquí, la expresión asintótica de la ley de desplazamiento del impulso es 
consistente con lo obtenido en [ 1]. Los resultados (25) permiten verificar que 

b 18(1. '¡ ~' -1 -2(1-j.\-/J/E 1 . L , . ---- - x i )E e · << , como prev1mos. o mas 1mportantc 
TE ' 

. .• ., -1 -(2-i.r+.t/)/E 
es que penmten venl!car tamh1en que (TE) v - 4e ' << 1, es 

decir que (T Ef 1 ves efectivamente un término correctivo y la linealización 

en ( 19) est<:1 justificada. 

La velocidad di/ dt de traslación del impulso es exponencialmente 

-2(1-/.1·[>¡1 ~~ • • 
lenta, del orden O(E e · ) , y llene el s1gno de .t: El impulso se 

aleja del centro x = O. 

Integrando la ecuación diferencial ordinaria en (25), obtenemos que el 
movimiento del impulso está dado por 

[ 

· t/ T] ~. E l+th(x0 jE)e 
r(t)=-ln 
. 2 l-th(x

0
jE)e 1/T ' 

(26) 

donde, por conveniencia, se ha seleccionado la escala de tiempo exponencialmente 
larga 

de/ , 
T (E) = e 2 1 E/ 240 . (27) 

El impulso se desplaza hacia la frontera más cercana, cuya vecindad alcanza 
al cabo del tiempo 

[ 

i.roJI 1 2(1-i.rol>h 
t=::: Tlncoth--EJ-

12
6e 1

• (28) 

En la figura 2 (grafo de .\·( t) dada por (26) para varios x0) se puede 

apreciar los tiempos exponenciales (ubicados en una escala logarítmica) al 
cabo de los cuales el impulso se aleja de su posición inicial dirigiéndose a 

± 1 según el caso. Los trozos horizontales confirman la estimación (28 ). 
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15 TRAYECTORIA DEL IMPULSO PARA VARIAS POSICIONES INICIALES 
10 ~--------- ---,--------------r-------------r---
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Figura 2. Desplazamiento del impulso para E= 0,05 y 
x0 = ± 0.05, ±O. 1, ... , ± 0.5. 
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La interacción del impulso con la frontera tendría que ser estudiach1 
por otros métodos: Aquí todas las estimaciones asintóticas han asumido que 

1-¡_\-i:t:-O(E). El desenlace más probable es la absorción del impulso por la 

frontera, seguida por la convergencia de la solución homogénea resultante 

hacia u = E (sección 2). Tal desenlace podría ser verificado mediante una 
integración numérica con suficiente perseverancia. usando para E algún valor 
apenas pequeño. 
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