Pro Mathematica Vol. X1V, Nos. 27-28, 2000

ESTUDIO ASINTOTICO DE UN
IMPULSO METAESTABLE PARA
UNA ECUACION CON UN
TERMINO NO LOCAL

(Asymptotic Study of a Metastable Spike
for an Equation with a non-Local Term)

Jacques Laforgue

Resumen

Se considera una ecuacion de

evolucion singularmente perturbada

del tipo reaccion-difusion, donde la
no-linealidad depende de la densidad

espacialmente normalizada, es decir incluye
un funcional. El dominio es acotado y
se impone en su frontera la
condicion de flujo nulo.
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La ecuacién estacionaria en el dominio no acotado admite una drbita
homoclinica, la cual suministra en ¢l dominio acotado, mddulo invarianza
traslacional, una solucidn aproximada (cuya apariencia puede describirse
como un impulso localizado), con errores exponencialmente pequeiios para
satisfacer las condiciones de borde.

Esta solucién corresponde a un autovalor inestable pero exponencialmente
cercano a cero. Ahora bien, bajo la influencia del término no local, dicho
autovalor resulta ser entonces dominante, y este hecho implica metacstabilidad.
Esto significa que la estructura, aunque oficialmente inestable, se va a
preservar por tiempos exponencialmente iargos.

El objetivo del trabajo es la determinacion de la dindmica del impulso
despaciosamente viajero, por un método asintético sencillo que no desarrolla
el intrincado andlisis espectral relacionado.

El resultado es la expresion explicita del movimiento del centro del
impulso, el cual partiendo de una posicion interior arbitraria. sc dirige con
cxponencial lentitud hacia la frontera mds cercana.

Palabras claves: Ecuacion diferencial-funcional, Perturbaciones singulares,
Metaestabilidad.

1. Introduccion

Consideremos la ecuacion de evolucion singularmente perturbada
2
Uy =€ U +E€|—=| —u hH

para t 2 0 y x € [-1, 1], donde € es un pardmetro positivo pequciio, y cl
término no lineal depende globalmente de la funcién buscada u(x, 1) a través
de la norma

(. t)dx. (2)
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La ecuacidn de reaccion y difusion (1) con las condiciones de flujo
nulo por las {ronteras



u, (24 =0 (3)

es un caso particular pero prototipico de un modelo estudiado en [1]. donde
se demuestra la metaestabilidad de una solucién en forma de impulso,
mediante un estudio espectral sobre el problema linealizado. Dicho resultado
es importante porque es bien sabido [4] que para las ccuaciones como (1)
pero sin término no local, las soluciones tipo impulso son perfectamenic
inestables (ya que el autovalor exponenciaimente pequefio asociado no cs ¢l
principal) y la estructura queda destruida en scguida. El fendmeno de meta-
cstabilidad (conservacién de la estructura, con un movimiento imperceptible)
ocurre cuando el dnico autovalor inestable es exponenciaimente pequeiio
(medido respecto del ancho € de la estructura).

Ecuaciones de reaccién y difusion, como la de Allen y Cahn, sin
término no local, si admiten soluciones con una capa de transicién viajando
metaestablemente; se han desarrollado varios enfoques para su andlisis [3].
Por cso, en el trabajo desarrollado a continuacidn, se utiliza un mdétodo
asintético empleado anteriormente en [2] para el estudio de la metaestabilidad
de una interfase (solucidn tipo “frente’”). Este método, sin andlisis espectral,
permite obtener muy sencillamente la ley de desplazamiento del impulso.

2. Estados Estacionarios y Casi Estacionarios

La unica solucidn de (1) estacionaria homogénea es u(x, £) = €. Ademds, si
consideramos la masa total.

l/(’f |
M(t) =j | u(x,1) dx 4)

de cualquier solucidn e integramos la ccuacion en derivadas parciales (1)
sobre ¢l dominio -1 £ x £ [, usando (3) obtenemos la ecuacion diferencial
M =2e — M, dedonde M(t)=2¢e+[MO)-2¢e] e . Asi

M(o0) = 2¢ (5)

y la masa de toda solucién estable debe tener dicho valor. La solucién 1 = €
cumple con esta condicién; de hecho, dicha soluctén es estable por lo
menos con respecto a cualquier perturbacion homogénea puesto que toda
solucién espacialmente homogénea satisface =€ —u, cs decir es del tipo

u(ty =€+ {u(0) - €] € "con u(eo) = €.



Busquemos posibles soluciones estacionarias no homogénecas. Al introducir
la variable espacial estirada
def
y =x/€, (6)
¢l dominio de estudio adquiere una extensién de orden O(1/¢€), lucgo es natural
considerar el problema estacionario en el dominio infinito —eo < y < 00!
2

u
Uy € | —u=90
e @™

iy (£o0)=0.
El problema (7) admite la solucién centradacn y =0

| , .
u{y)= — sech? (y/2) (Figura 1), (8)
3T0 -T5
def )
donde T, = f/'zL—i~)=l+()(e_|/£), asi como solucioncs con la misma
£

estructura pero centradas en cualquier y = yy € (—oo, o0), debido a la invarianza
por traslacion.

Regresemos a la variable x original y consideremos entonces la
familia de funciones independientes del tiempo

u{xxg)= 2 7 T sechz(f;—Jri? 9)
AT, +T )= (T +T7) -€
def —-x ,
; 0 =(l-x,)/ ¢
para cualquier xpe (=1, 1), donde T, = th| — =1+ 0(e “Ty y

def 1+ Xy ’

—(+x,)/ ¢ I BT of
T_=1h =1+ 0(e )/ ) . Las funciones de csta familia satisfacen

exactamente la ecuacion diferencial (1), y en forma cxponencialmente
aproximada las condiciones de frontera (3) puesto que
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u(y)

IMPULSO ESTIRADO EN EL DOMINIO INFINITO
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Figura [. Solucién (8) del problema (7) con £ = 0,05



—_— 3 |
T2e 1(’/"i - 72, UFx)/e .

iy (£l xg) = ——— E TR
! AT, +T_) — (T3 +T3) 3

(10)

Ademds, tienen una masa exponencialmente cercana a la masa estacionaria,
puesto que

B de
M = 2 2
3+T,.T_ (T +T2)

~ep+oe e

Cualquiera de estas funciones constituye un estado casi estacionario: Tomada
como dato inicial del problema (1) (3). evolucionard pero solamente de
manera tenue y lenta, conservando su estructura y trasladandose con
velocidad exponencialmente pequefia. Se quiere determinar asintélicamente
tal dindmica metaestable.

3. Estudio Asintotico

Consideramos ¢l problema (1) (3) con la condicién inicial
u(x, 0) = u(x; xo) dada en (9). Para capturar el desplazamiento del impulso,

necesitamos abarcar un periodo de tiempo muy largo. Seca T >> | una tal
cscala de tiempo, en basc a la cual comprimimos la variable temporal

def
7 =1t]T (12)
Sea x(7) el centro del impulso, a saber el punto donde la solucién w

alcanza su valor mdximo; en particular x(0)=.xy. Luego dclinimos una
variable espacial estirada que acompafia el impulso en su traslacion

R 13
n 5% (13)

def
y denotamos sus valores extremos 1, = /(£l- £(7))/(2e). En términos

de las variables m vy 7, el problema se conviertc en



2
| u o - Cldy
4m +8( } u—u ] u=(Te) (EUT 5 47 ]
J “n(ﬂi»7')=0, i 0, 7)=0, (14)

u(n, 0= 2 ——
T, +T_ )~ (T +T2)

2
sech™n

sobre ¢l intervalo espacial n_<n<mn, quc depende del tiempo 7y se

cxpande algebraicamente cuando € — 0. La norma utilizada, equivalente a
(2), cs

def |
I [ _ i
juj =

I L)
\/E-fn_ u-(n, 7)ydn. (15)

Previendo que (T€)™ es pequeiio, podemos despreciar el lado derecho de la
ccuacion diferencial en (14) y tomar como primera aproximacion la solucion
con autosimilitud en el tiempo

u (m, T;E)=a(7‘.€)scch21] (16)

def 2
donde «(7.8) = —  — ey Ty, con
T, +T_H)— (T, +T2)

def )
c Ty =thngl=1-2

e—(lxj-(r))x €

+ e (17

Como u no satisface exactamente las condiciones de borde, buscaremos
un término correctivo tal que se pueda escribir.

uM.738) =i, 758+ (Te) ™ v, 718) ++--. (18)

Despreciando términos de orden mayor, pedimos que v satisfaga el probiema
linealizado

lvn + (3 sechzn—l)v:aLl'L thn sech2n+€aT secl12n+bsech4n,
4 M dr (19
(e 7)=22a T e(Te - T3), vy (0.7)=0,

donde

19



def

b(7,¢e) = 9

n,
5 a(7,¢) I v(n, 7;€) Scchz‘qdl], (20)
n_

que no depende de 1, se determinard cuando se conozea la solucion v. Como
antes, ¢l tiempo 7 puede ser considerado como un pardmetro de una

ccuacion diferencial ordinaria en 1. Coimo ;i (sech®m) satisface la ecuacién
an

diferencial homogénea, sc obtiene, por reduccién del orden, que la solucién
general tal que vy (0. 7)=0 c¢s

v(N, 7) = ]25 a-* (vhn chm —tim + 4} n) + ------ aaT (2sh? n+7) an
+ ?bsechzn + k[2sh >+ 7+ 15(qthn = Dsech? 1),
donde k& =k(7,€) es una constante de integracién. Como
vaM7) = 1:5 z»—‘i‘~ (2sh>n + 13th>n = 12th* 1)
+ %eaT shm chm - »gl)rlm sech 2n (22)

+ k{4shn chn +15sech nn( - 3th’n) +3thn)}.

la evaluacién asintética de las condiciones de frontera suministra ¢l par de
ccuaciones

+8aTee Nx (23)

I+
[

n

\+

Ahora bien el segundo término es despreciable con respecto al primero.

dx ( 4,

A} e  ademis brevermos
e ¢ ) y a~ 1/2. §i ademds prevemos que

pucsto que €a,~ 3==

~

b <« Te, las incognitas % y k deben satistacer
4

(24)

'
o
a

)

de donde

20)



AX . 120Tee™2"E sh(2i/e) .
dr (25)

k ~4Tee ¢ ch(23/e).

Aqui, la cxpresion asintdtica de la ley de desplazamiento del impulso cs
consistente con lo obtenido en [1]. Los resultados (25) permiten verificar que

Ciaie =] =20-=[x])/e
b ga-iiheT e i/
Te '

< [, como previmos. Lo mas importante

. . .. - —(2-ix+ F])/e
es que permiten verificar también que (T &) v~ de ‘ B < 1, es
decir que (T'&)™' v es efectivamente un término correctivo y la linealizacién

en (19) estd justificada.

La velocidad di/dt de traslacion del impulso ¢s exponencialmente

21| ¥p/ e

lenta, del orden O(g e ), y tiene ¢l signo de v : El impulso se

aleja del centro x = 0.

Integrando la ecuacién diferencial ordinaria en (25), obtenemos que el
movimiento del impulso cstd dado por

L+th (xy/e)e’ T

(26)
L=thix,/e)e’ T

donde, por conveniencia, s¢ ha seleccionado la escala de tiempo exponencialmente
larga
def
T() =e

2/ /
<1t 240 . (27)
El impulso se desplaza hacia la frontera mds cercana, cuya vecindad alcanza
al cabo del tiempo

1_\4()77! l 7€2(I—i.\‘”{)/£

=~ TI th- ~ 28
! et T 120 (28)

En la figura 2 (grafo de x(¢) dada por (26) para varios xp) se pucde
apreciar los tiempos cxponenciales (ubicados en una escala logaritmica) al
cabo dc los cuales ¢l impulso se aleja de su posicién inicial dirigiéndose a
* 1 segdn ¢l caso. Los trozos horizontales confirman la estimacion (28).



15 TRAYECTORIA DEL IMPULSO PARA VARIAS POSICIONES INICIALES
10 ¢ - oo S R

-

O \

P T TR TN S
1010 N ‘

t
i

w

—
o

T S B A A R
; ! P
i

|
| H
S T A T SN N AN SR RN EDUON SO SO

04 02 0
x(t)

Figura 2. Desplazamiento del impulso para £ = 0,05y
x=%005%0.1,...,+05.
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La intcraccion del impulso con la frontera tendria que ser estudiada
por otros métodos: Aqui todas las estimaciones asintéticas han asumido que

I-i ¥# O(¢). El desenlace mds probable es la absorcién del impulso por la

frontera. seguida por la convergencia de la soluciéon homogénea resullante
hacia « = € (scccién 2). Tal desenlace podria ser verificado mediante una
integracidon numérica con suficiente perseverancia. usando para € alain valor
apenas pequefio.
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