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GRUPOS DE TRANSFORMACIONES
EN LA GEOMETRIA
RIEMANNIANA

Christian Figueroa

Resumen

Clasificamos las superficies minimas del grupo
de Heisenberg, ¢, que son invariantes con
respecto a un subgrupo unidimensional
de isometrias de ( 73, g), haciendo uso
de las técnicas de los grupos de
transformaciones.

1. Introduccion

En topologfa estudiamos ciertos objetos como espacios topoldgicos, variedades
topologicas y variedades diferenciables. En Ja teoria de grupos de transformaciones
estudiaremos las simetrias de tales objetos. Es decir, los grupos de simetria (o
automorfismos) que preservan las estructuras de un modelo matemdtico dado.
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En el contexto en cl que estamos interesados, estudiaremos algunas
aplicaciones de las técnicas ¢ ideas de grupos de simetria al cstudio de las
variedades riemannianas en donde estos grupos actdan por isometrias.

Necesitaremos algunos conceptos de grupos de transformaciones. Sea
G un subgrupo cerrado (no necesariamentc compacto) del grupo dc
isometrias de una variedad riemanniana M. Sea x € M, entonces

G (v)={gx; ge G}

es llamada la érbita de x (mediante G). Note que G(x) cs una subvaricdad
encajadade M. Y

G, ={g gr=x}

es el subgrupo de isotropia de G en x, llamado también el cstabilizador de x.
G, sicmpre es cerrado, lucgo es un subgrupo de Lie, por tanto G/G, ¢s una
variedad homogénea difeomorfa a G(x) y en este caso ditemos que la drbita
G(x) cs del tipo G,. Es claro que si dos 6rbitas son del mismo tipo entonces
estas son difcomorfas. Esto, también nos permite introducir un orden cn ¢l
conjunto de las drbitas. Una 6rbita G(y) es menor que G(x) si G, conticne un
conjugado de G, como subgrupo algebraico y cscribiremos G(y) < G(x).

Teorema 1.1 Sea G un grupo de Lie actuando propiamente en una variedad
M mediante difeomorfismos y supongamos que M/G es conexo. Entonces

1. Existe un unico tipo de orbita principal, (H), que es mdxima con
respecto a <, 1.e., para cada x € M, H es conjugado a algiin subgrupo
de G..

2. Sea M, el conjunto de drbitas principales, entonces M, es abierro v

denso en M.

3. El espacio cociente M* = M ./G es una variedad diferenciable
conexa y la aplicacién cociente es una submersion.

Proof. Ver|T]

Sea M y N dos variedades riemannianas y G un subgrupo cerrado del
grupo de isometrias de M y N. Sea ¢ : N — M una inmersion isométrica G-
invariante, cs decir @ (gx) = g(@x), y supongamos que cl tipo de drbita
principal es la misma para ambas acciones. Esto garantiza que la aplicacién
inducida por ¢, @ : N /G — M /G . sca también una inmersion. Ahora

introducimos en los espacios dc 6rbitas N, /Gy M /G las métricas
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ricmannianas de tal forma que la aplicaciones cocientes seca submersioncs
ricmannianas. Vamos a presentar un procedimiento que nos permitira calcular la
curvatura media de la inmersion ¢ en términos de la curvatura de @.

Como cstamos interesados en hacer un andlisis local podemos
considerar N como una subvariedad encajada en M, identificando N con @(N).
Scaxe N.cM, y H= G, Escogemos, cn ¢l dlgebra de Lic n, un producto
interno que sca Adg — invariante, es dccir invariante por la representacidn
adjunta de G, y consideramos la descomposicién ortogonal i§ @ b de g con
respecto a esta métrica. Esto nos genera una métrica G — invariante en {a
érbita G/H. Es decir, el grupo G actia por isometrias en G/H. Es claro que
b* genera ¢ = dim G - dim H campos de Killing, V,, ..., V... tangentes a las
drbitas pertenccientes a una vecindad de x. Sea A(y) la matriz dada por
a; = <Vi. V; >, el producto interno calculado en M y w(y) = (det A(y))”2 la
forma de volumen de la drbita G(v). Entonces el veclor curvatura media de @
pucde ser calculada en términos de la curvatura media de la inmersién @ .

Teorema 1.2 Sea H y H los vectores curvaturas de N.cM, yN,JG < M, /G,
respectivamente. Entonces H = H - grad (Inw).

Proof. Ver[3]

Para terminar csta seccion daremos un método para calcular la métrica
riemanniana en ¢l espacio de érbitas M,/G. Es conocido que ¢l espacio de
drbitas puede ser, localmente, parametrizado por funciones invariantes por G
(estas funciones son obtenidas analizando el dlgebra de Lic del grupo G).
Sean {fi, fo, ... ,ﬁ}. con d = dim M - dim G, un conjunto de funciones
invariantes quc parametrizan U/G < M,/G. donde U es un abierto G-
invariante de M,. Denotando por g ta métrica cociente en M,/G 'y definiendo
hi; = < Vf,, Vf; >, donde el producto interno es de M y V cs el operador gradiente
con respecto a la métrica riemanniana de M, tenemos ¢l siguiente tcorema.

Teorema 1.3 La métrica riemanniana g en el espacio cociente estd dada por

o B
ds? = z B df, ® df/'-
ij=1 ’
es decir, g’i/' =hi

Proof. Ver |4]



2.  El grupo de Heisenberg

El grupo de Heisenberg cs un grupo de Lie nilpotente de orden 2 que

tiene la siguiente representacion en GL; (R)

Il » 1t
0! s
001

conr,s te R.

Provista de una métrica invariantc a izquierda, tiene una rica
estructura geométrica reflejada por el hecho que su grupo de isometria Jsn
(H;, g) cs de dimensidon 4. En otro contexto la compactificacion del grupo de
Heinsenberg cs la frontcra del espacio hiperbélico Hg representado por la

bola unitaria en C" con la métrica de Bergman.

Para describir la métrica invariante a izquicrda en H; notemos que cl
dlgebra de Lic iy de #yes dada por la matrices
0 ac
A = 10065
000

con ¢, b, ¢ € R. Mediantc la férmula de Campbell-Hausdorfl se puede
demostrar que la aplicacién exponencial exp : 1y — H; dada por

[ 1 ¢+

2 2
exp(A) = 1+A+-/-*2w =016
001

es un difeomorfismo global. Usando la aplicacién exponcncial como una

. .. . o < 3 :
parametrizacién global e identificando el dlgebra hy con R’ mediante la
siguiente correspondencia
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0ac
(a.b,¢) >{0 0D
000

tenemos que la operacion del grupo 5 estd representada por

Fta oy,
i I
2 2

(o33 ) (50 ¥9:230) =) X+ X0y + 30,5 + 5y -

. . 3.

Entonces podemos considerar al grupo de Heisenberg como R” junto con la

operacioén *. El corchete del dlgebra de Lie en términos de la base candnica
3 ‘

{¢j.¢y,e5} de R~ estd dada por

lej.eq] = ey

[(‘i,e3] =0, i=123.

Aprovechando, (ambién, la base candnica {¢|.e,,c4} como una base
ortonormal ¢n la identidad, obtencmos una base ortonormal para los campos
invariantes a izquierda, expresado en funcién dc los campos coordenados

| =Q__~\"‘.a_, E i+

dx 29z 27 9y

x 0 = 0
2dz° E3_8;

y la métrica invariante a izquierda estd dada por:
2 2 2 2
ds™ =dx™ +dy” + (% vy — %xd)' +dz ] .

La siguiente proposicion nos da informacién sobre el grupo de isometria de

H;.

Teorema 2.1 Sea g una métrica invariante a izquicrda en Hs. Entonces 3sn

(s, g) es isomorfa al producto semidirecto de 1+ con SO (2), donde H;
actia por translaciones a izquierda.

Proof. Ver [5]

Cabe schalar que en las coordenadas exponenciales el grupo de
isomeltrfas estd representado por las rotaciones alrededor del eje z. Por otro
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lado, cn todo grupo de Lic con una métrica invariante a izquierda todo campo
invariante a derecha ¢s un campo de Killing. Entonces. en base a lo anterior.
obtenemos la siguiente base de campos de Killing con sus respectivas
isometrias generadas:

Isometria Campo de Killing
L 0.0 « F o= 55); %;)a:
Lio.io) © F, = 5(7—\—5 §j
Lwo.n © Fy = 'aa;_: }

Po o Fy, = -y 5{7\4”58‘

Lucgo, los grupos unidimensionales de isometrias estdn determinados cn el
siguiente teorema.

Teorema 2.2 Los subgrupos unidimensionales de ¥svng (Hy, g). son los
siguientes:
1. Los subgrupos a Y-pardmetro generados por las combinaciones de

a F| + a,Fy + azFy + bF,

de campos de Killing donde b # 0.

o

Los subgrupos a 1-pardmetro generados por las combinaciones
lineales de Fy, Fry F;.

3.  Superficies Helicoidales

Estudiaremos las superficies de #; que son invariantes por los grupos
de isometrias dadas en el teorema (2.2), que son una combinacién de rotacion
y traslacion. Tales superficies las lamaremos de superficies helicoidales. Sc
puede probar que toda superficie invariante por un subgrupo de la forma.

{L r e R}

(a1 aqtaayt) o py -~

es isométrica a una superficie invariante por un grupo de la forma



G = (L g oP :te R}

para algtin « € R . Por 1anto consideraremos sélo superficics invariantes por
G. Y en este caso el dlgebra de Lie del grupo G estd gencrado por el campo
de Killing Fy + aFs.

Como hemos visto, el grupo SO(2) actila por rotaciones alrededor del ¢je z,
entonces serd muy Util parametrizar el grupo de Heisenberg mediante las
coordenadas cilindricas

X = rcos0

rsen©

-
I

,
I

con r20 y 0e R.En este caso, la métrica invariante a izquierda tiene la
siguientc forma:

4
ds? = dr? + [ r? + ’7 de? + (l:2 - 1'2(19([:.

Ahora consideremos el espacio cociente. Tomando las funciones invariantes
por G,

u=r, v=z:-ab
tenemos que ¢l espacio de drbitas estd dado por
B={(u v) : uz2 0}

y la métrica orbital, (1.3),

2
du”

dv?
4u? + (u2 + Zu)2

~? 2
ds” = du” +

Sea y(s) = (u(s), v(s)) una curva en el espacio de érbitas que gencra a la
superficie S <« H;, mediante la accién del grupo G, parametrizada por la
longitud de arco. Los invariantes geométricos de la superficie invariante
{como curvaturas principales, curvatura media, ctc.) depende de la curvatura
geodésica de 7. Sea o el dngulo que hace ¥ con la direccion @/du. Entonces la
curvatura geodésica de v, [ 1], esta dada por

k.Q’ = *-*,———E*- (G“‘b' - E‘,l.l)



donde el punto significa la derivada con respecto a s y E, G son los
cocficientes de la métrica orbital. Reemplazando los cocficientes de la

L. ~2 ., .
métrica d s < en la férmula anterior, obtenemos
2
) 2[114 - (2(!)“] )
k, =6 - T, (3.1
& 2 2 2 7’;
4u”+(u” +2(1)'] =

Ahora calculamos la curvatura media de la superficie S. Los campos
tangentes y normal a lo largo de y estdn dadas por

t = (COSG,(ZU)_] \/41,12+(1.c2+2a)zsen o)
(3.2)

b = (-sen (5.(211)_l \/4112 + (u2 ~l—2a)2 COsO) .

Como G es generado por ¢l campo de Killing Fy + aF3, ¢l cual es tangente a
la 6rbita, la forma de volumen ® (§) de la 6rbita principal & estd dada por

-
«/4112

o) = <F, +afy, Fy + aF, >5 = =4 +u+2a) .

™o

Luego, el teorema de reduccion, 1.2), toma la siguiente forma: la curvatura
media H de la superficie de S a lo largo de la drbita principal § estd dada por
H=k,-09,log (0(&)), usando (3.1) obtenemos

H = do + l—sc:ncs,

ds i

csto. junto a la térmula del campo tangente (3.2) obtenemos el siguiente
sistema de E.D.O. que debe ser satistecha por y

it = cossC

b= @) 4+ +24) seno. (3.3)

G=H -u'senc

Proposicion 3.1 La funcion

”
Hu~

N —

J(s) =usenc -

es constante a lo largo de una solucion y de (3.3).



Segun la proposicién anterior las soluciones de (3.3) estdn caracterizadas

por J (s) = k, para algin & € R. Esto nos permitird determinar las soluciones de la
misma.

Para terminar estudiaremos ¢l caso de las superficies minimas por G.
Es decir cuando H = 0, que seglin la proposicién anterior, podemos
subdividirlo en dos casos.

i, Si k=0. Tenemosque =0y ‘IL = 0, entonces v = cte. Entonces la
(44
superficie estd representada por la ecuacion z = a8, para todo a € R.
Esta superficiec minima es un helicoide, como en el espacio euclideano
tridimensional.

Figura 1.



3]

—

B ( - T4 2
Si k> 0. En este caso tenemos que seng =X , COSO=1u ! AT =k
14
entonces
2 2 2
dv k ,{4u“+(u‘+2(1)' ok
_ = — | 43 .
! 35 ,
du 2u \! us —k*
Notemos que si a = 0 oblenemos cxactamente un catenoide
euclideano. Si a = —1/2 la ecuacién anterior se puede integrar
explicitamente
1 1 g0 k ey
v(u) = —56 - Earcscn (ku )+5\/u“—k‘ ,

Figura 2.



[1]

{21
[3]

(61

(7]

con u = k. Sustituyendo las Funciones invariantes obtcnemos una
superficic minima del tipo helicoidal (en coordenadas cilindricas).

2(r.0) = ——%9 - %arcscn(kr_') + %\;,*,,2 —kz .
con r 2 k.
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