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ESPACIOS o-SEMI T; PARA
1=0,1/2,1,2

L. Rosas, J. Vielma, C.Carpintero y M. Salas

Resumen

En este articulo, estudiamos la o semi
separacion de los espacios topologicos
en los niveles 0, 172, 1 y 2. Y caracterizamos
estos espacios en términos de sus
conjuntos unitarios.

Palabras Claves: o semi abicrto, o semi cerrado, o semi clausura generalizada.

1. Introduccion

Los conjuntos semi abiertos fueron introducidos por N. Levine en
1963 y en 1979, S. Kasahara, cstudia los conjuntos o-abiertos. En la misma
perspectiva, C. Carpintero, E. Rosas y J. Vielma introducen, en 1998, la
nocion de conjuntos o-semi abiertos como una generalizacidon de los
conjuntos semi-abiertos. En este trabajo se introducen y se estudian nuevos
axiomas de separacién llamados espactos o-semi-7; para (=0, 1/2,1,2 y se
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cstudian las relaciones entre éstos. En el caso que ¢l operador o considerado
sea mondtono, caracterizamos cada uno de estos espacios en términos dc sus
conjuntos unitarios. Para 1al fin necesitamos introducir en primer (érmino,
cierta terminologia y algunos resultados bdsicos los cuales se exponen a continuacion.

Definicion 1. Sea (X.T) unespacio topoldgico. Una fiuncion oz P(X) — P(X)
donde P(X) denota el conjunto de partes de X, se dice que es un operador asociado
a una topologia T sobre X, si se cumple que paratodo Ue T, U g o (U).

Una tripleta (X, T, &) denotard en lo sucesivo que o P(X) = P(X) cs
un operador asociado a la topologia T sobre ¢l espacio X. A” denotard cl
complemento de A en X. ‘

Ejemplo 1. Sea. (X,T) un espacio topoldgico cualquiera y definamos
o, B.v: P(X)—> P(X) segin las formnulas:

a(A) = cl(A); B(A)Y=X-FrA) Y(A) = A
cualquiera sea A X, donde cl(A) y Fr(A) denotan la clausura y frontera
topolégica de A, respectivamente. o, B,y son operadores asociados a T en

el sentido de la definicion anterior, oo 'y 7y son denominados operador
clausura y operador identidad respectivamente.

Definicién 2. Sea (X, T, o). Un subconjunto A de X se dice a-semi abierto
st existe un conjunto abierto Ue T tal que Uc A co(U). El complemento
de un conjunto a-semi abierto es llamado o-semi cerrado.

La familia de todos los conjuntos a-semi abiertos (resp. o-semi cerrados) de

X se denotard por o —SO(X) (resp. oo — SC(X)).

Observe que cuando . o es ¢l operador clausura descrito en ¢l ejemplo 1, la
definicidon anterior coincide con la definicién de conjunto semi abierto dada
por Levine en {1]. Ademds cuando el operador o es el operador identidad
descrito en el ejempo 1, la definicion de conjunto  a-semi abierto coincide
con la definicién de conjunto abierto. Notemos también que dada cualquier
tripleta (X, T, o) siempre ocurre que T < o= SO(X ) y, en general. la familia
a—SO0(X) no es cerrada respecto a la unién de conjuntos. De manera similar,
la familia o0 = SC(X ) no es. en general, cerrada con respecto a la interseccion
de conjuntos.

Definicion 3. Sea (X, T, o). Un subconjunto A de X se dice a-abierto, si
para cada x € A existe un conjunto abierto U tal que xe U y o (U) c A.
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Observemos que dada una tripleta (X, I, o) tendremos que todo subconjunto
A de X que sca o- abierto es abierto. El recfproco del aserto anterior es, en
gencral, falso.

A continuacion describiremos una clase de operadores cuyas caracteristicas
tienen importancia cn este trabajo.

Definicion 4. Sea (X, T, o). o se dice un operador mondtono si para cada par
de conjuntos abiertos U, V de X tales que U C 'V, se tiene que a (U) c a (V).

Ejemplo 2. De los operadores descritos en el ejemplo 1, el operador
clausura y el operador identidad son obviamente mondtonos, mientras que el
operador B dado por B (A) = X — Fr (A) no es mondétono. Pues si X = R,
donde R es la recta real con la topologia usual, rendremos que (0,1) < (0,2),
pero B ((0,1)) no estd contenido en 3 ((0,2)).

Observe que dada la tripleta (X, I', o), con o un operador mondtono, si
{U;};c; es una coleccion de conjuntos o semi abiertos de X. entonces para

cada i e [ existe un conjunto abierto V; tal que V; ¢ U, < o (V)), luego
usando la monotonia de a, obtenemos que

Uer VicUie U c Uy aV) c Ui, Vi)

de donde se concluye que U U,. e oa—-SO0(X).

iel
Lo discutido en el pdrrafo anterior, permite introducir las nociones de o-semi
interior y o-semi ¢lausura que daremos a continuacion.

Definicion 5. Sea (X, T, o), con o un operador mondtono y A un
subconjunto de X. La unién de todos los conjuntos a-semi abiertos de X que
estdn contenidos en A se denomina el a-semi interior de A y se denota por
o-Sint(A).

Definicion 6. Sea (X, T, o), con o un operador mondtono v A un
subconjunto de X. La interseccion de todos los conjuntos o- semi cerrados de
X que contienen a A se denomina la a-semi clausura de A y se denota por

o - SCI(A).

Las nociones introducidas en las dos definiciones anteriores, constituyen
generalizaciones de las nocioncs de interior y clausura usuales, ademds éstas
conservan muchas de las propiedades de aquéllas. Asi tendremos que para
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una tripleta (X, T, o,) con o un operador mondtono, se tiene que si A € B
entonces o — Sint(A) ¢ o — Sint(B) (resp. a — SCI(A) c o — SCI(B)).
Ademas, A € o — SO(X) (resp. A € a— SC(X)) si y s6lo si A = o — Slnr(A)
(resp. A = a.— SCI(A)).

Ahora introduciremos los espacios o-Semi-T; y Espacios o — T, para (=0, 1, 2.
Para ello es necesario dar las definiciones correspondientes.

Definicion 7. Sea (X, T, ®). Decimos que (X,T') es un espacio o-semi-Tg

(resp. 0-Ty) si para cada par de puntos distintos x, y en X, existe un conjunto
a-semi abierto U (resp. un conjunto abierto U) tal que x € Uy ye U (resp.
xelUyyeoaWU))6éyelUyxeU(esp.ye Uyxe o(U)).

Definicion 8. Sea (X, T, ). Decimos que (X,T) es un espacio o-semi-T

(resp. o-T\) si para cada par de puntos distintos x, y en X, existen conjuntos
a-semi abiertos (resp. conjuntos abiertos) U, V en X conteniendo a «x, y
respectivamente, tales que ye U y xe V, (resp. x e a(V) y ye& a(U)).

Definicion 9. Sea (X. T, o). Decimos que (X,T) es un espacio o-semi-Ts

(resp. a-T») si para cada par de puntos distintos x, y en X, existen conjuntos
a-semi abiertos (resp. conjuntos abiertos)y U, Ven X tales que x€ U, ye V

yo)noV)=9.

Observe que si en las definiciones anteriores, tomamos el operador 0. como
el operador clausura, se obtienen en forma respectiva las definiciones de
espacios semi-T; para i =0,1 y 2. En cambio si tomamos 0. como el operador
identidad, obtenemos las definiciones usuales de espacios T; para i =0,1 y 2.
Ademas, de las definiciones anteriores ficilmente se obtienen las siguientes
rclaciones entre los diversos axiomas de o-semi separacion y -separacion.

o-seni Ty &~ o-T, > Ty = semi Ty, para i=0.1 y?2.

Nota 1. Seguidamente enunciaremos y demostraremos algunas propiedades
y caracterizaciones relativas a los espacios que satisfacen las propiedades de
a-semi separacion 'y O-separacion introducidas anteriormente cuando el
operador O es mondtono; asi como también ilustramos con algunos ejemplos la
necesidad de exigir tal propiedad al operador o para la validez de las
proposiciones en cuestion.
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En el siguiente teorcma se¢ caracterizan los cspacios a-semi Ty, cuando cl
operador & es mondtono. '

Teorema 1. Sea (X, T, &) con o un operador mondtono. (X ,T") es un espacio

a-senti Ty si v sélo si para cada par de puntos x, y de X tales que x # y,
ocurre que o — sCI({x}) # a—sCl({y}).

Prueba. (Suficiencia) Supongamos que X es o-semi 7y, entonces para
cualquier par de puntos x, y de X existe un conjunto a-semi abierto U tal
quexe Uyye Ubye U y xe U seglin esto, cualquiera sea el caso
ocurre que o — sCl({x}) # a—sCl({y}).

(Necesidad). St o — sCl({x}) # o — sCl({y}), existe un conjunto ¢-semi

R . « .
cerrado Vtal que V contiene a x y no contiene a y, luego V© ¢s un conjunto
a-semi abierto que contienc al punto y y no contienc al punto x. Por lo
tanto, X es o-semi Ty,

El siguiente teorema nos da una relacién entre los cspacios o-semi T
y a-semi Ty,
Teorema 2. Sea (X, Ty o). Si (X,T) es o-semi-Ty entonces (X.T) es o-
senmi-Tg.
Prueba. Sigue directamente de las definiciones anteriores.
Ejemplo 3. Sea X = {a, b, ¢} y dotemos al conjunto X de lus siguientes
topologias: I = {@ {a}, {b}, {a, b}, X}, ¥ = {@ {a}, {b}, {a, b}, {b. ¢}, X}.
Definamos o, B: P(X) — P(X) segtin las férmulas:

o) = (Fryy.
U sibe U

BW) = .
Cl(U) sibeU

cualquicra sea el subconjunto U de X. Observe que (X,T) noes Ty, pero si
es o-semi Tp. mientras que (X, W) es B-semi Ty, pero no es B-semi 7.

En el siguiente teorema se caracterizan los espacios o-semi T, cuando el
operador o es mondtono. en funcién de sus subconjuntos unitarios.
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Teorema 3. Sea (X, T, o), con o un operador mondétono. Si (X.T)es un

espacio o-semi Ty, entonces cada conjunto unitario {x}, x € X es O-semi
cerrado.

Prueba. Si X es un espacio a-semi T, y x € X, entonces cada y # x tiene un
conjunto o-semi abierto Uy disjunto de {x}, asi X \x} c¢s un conjunto a-semt
abierto y en consccuencia, {x} es o-semi cerrado.

Teorema 4. Sea (X, T, o). Si cada subconjunto unitario de X o-semi
cerrado, entonces cada subconjunto de X es la interseccion de todos los
conjuntos o-semi abiertos contenidos en éste.

Prueba. Si A c X. cntonces A es la interseccién de todos los conjuntos de la
forma X'\ {x} parax ¢ A, por hipdtesis cada uno de estos conjuntos son o-
semi abiertos ya que cada conjunto unitario cs o-semi cerrado.

Teorema 5. Sea (X, T, o). Si cada subconjunto de X es la interseccion de
todos los conjuntos o-semi abiertos que lo contienen, entonces X es un
espucio o-semi T.

Prueba. Por hipétesis {x} es la interseccion de todos los conjuntos a-semi
abiertos que lo contienen y por lo tanto, para cualquier y # x. existe un
conjunto o-semi abierto que contiene a X y noa y, asi X es un espacio o-
semi T7.

El siguiente corolario caracteriza los espacios o-semi 7, cvando o cs un
operador mondtono.

Corolario 1. Sea (X. T, o), conr o un operador mondtono. Entonces los
siguientes enunciados son equivalentes:

1. Xesun espacio a-senii-T,.

Cada subconjunto unitario de X es o-semi cerrado.

w N

Cada subconjunto de X es la interseccion de subconjuntos o-semi
abiertos de X que lo contienen.

Observe que si o no ¢s un operador mondtono, entonces en el corolario
anterior solamente son vdlidas 1+ 2+ 3.

Ejemplo 4. Sca X={a. b ¢}, T={8, (a}, (b}, {a. b}, X} ¥
W =A{0d, {a), {b}, {a b}, {a ¢}, X}.
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Definamos o, B : P(X) = P(X) segin las férmulas:
aU) = (Fruy*

U si beU
BW)y ={ClUy si belU.

{(‘}. si U=¢

Observemos que (X, T ) no cs ni Ty, ni a-semi Ty, tampoco (X, T) es T,
pero si es o-semi 7). (X, W) es B-semi T, pero no es B-semi 7.

A continuacién estudiaremos los espacios o-semi 7y, para ello es necesario
introducir la nocién de: o-clausura, conjuntos o-cerrado generalizado y
conjunto o semi cerrado gencralizado.

Definicion 10. Sean (X, T, o), A S X y x € X. Se dice que x es un punto
de o-clausura del conjunto A si oo (U) N A # @ para cualquier conjunto
abierto U de X que contiene al punto x . La o-clausura de A es denotadea por

Clo (A).

Definicion 11. Sea (X, T, o). Un subconjunto A de X se dice que es un
conjunto o cerrado generalizado (o . g-cerrado) si Cly, (A) < U siempre que
Ac U yU sea a-abierto en X.

Definicion 12. Sea (X, T, o), con o un operador monétono. Un sub-
conjunto B de X sé dice que es un conjunto a-semi cerrado generalizado (0~
sg. cerrado) si 0-sCI(B) < O, donde B < O y O es un conjunto d-semi
abierto.

Observe que cuando o en la definicion anterior es el operador clausura.

obtencmos la definicion de conjunto sg-cerradoen (X .T) dadacn [2].

Definicion 13. Sea (X. T, o). Decimos que X es un espacio =Ty si todo
conjunto o-cerrado generalizado en X es un conjunto o-cerrado.

Nota 2. Si en la definicién anterior o. es el operador identidad, entonces
estamos en presencia de la definicion de espacios T\ dada en |2).



Nétese ademds que en la definicién de espacios -7y~ no existe
restriccion sobre el operador o, sin embargo para introducir la nocion de
espacios o-semi Ty, es necesario imponer la condicidén de monotonia sobre el
operador asociado de forma tal dc garantizar que para cualquicr subconjunto
B de X, el conjunto a-sCI(B) sea a- semi cerrado.

Definicion 14. Sea (X, T, o). con a un operador mondétono. Decimos que X
es un espacio o-senti-Typ st todo conjunto o-semi cerrado generalizado en X
es un conjunto o-semi cerrado.

Nota 3. Es ficil observar que las relaciones entre los espacios: o-semi T,
o-T\p, Ty y semi Ty son las siguientes:

o-semi T”: — (X-T]/z e TI/Z — semi T|/3 .
A continuacién investigaremos cuidles son las relaciones entre los distintos

espacios y ademis caracterizaremos a los espacios o-semi Ty .

Teorema 6. Sea (X, T, @), con o un operador monétono. Entonces todo
espacio a-senmi-Ty; es O-semi-Ty .

Prueba. Supongamos que (X, T7) es un espacio o-semi-Tya, pero que no ¢s
a-semi Ty, Entonces existen puntos x, y en X, x# y, con
a-sCl({x)})) = a-sCl({ y}).

Sea A = o-sCi({x}) N {x}°. Afirmamos que A es un conjunto o-sg-cerrado,
pero que no ¢s o-semi cerrado.

Consideremos O, cualquier conjunto a-semi abierto de X que contenga al
punto x; como a-sCl({y}), {y} N O, #9 yxe o-sCl({y}). {y} N O,.
entonces y € O,. Pero a-sCl({y}) N O, > {y}, por lo tanto,

a-sCl({x}) N O, o {y}.
Asi a-sCI({x1) N O, N {x} D {y} N {x} ¥y
o-sCI({x})) N O, N {x} "> {y},

por lo tanto, A N O, D {y} # @, esto implica que x € a-sCI(A), pero x & A.
por lo tanto, A no ¢cs o-semi cerrado.
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Ahora supongamos que A < G, donde G € o — SO (X ,T") . Necesitamos probar

que a-sCI(A) < G. Para ello es suficiente mostrar, que o-sCI({x}) < G. Pero
o-sCl({x}) N{x} = A < G. como A no es a-semi cerrado, necesitamos

mostrar que x € G. Asumamos que x € G, entonces y e o-sCl({x})) c G*.

Asf ye a-sCl({x}) N {x}'=A < G.enconsecuencia, ye G N G, lo cual
es una contradiccidn, asi, a-sCI{({A}) c G y A cs un conjunto a-sg-cerrado.

Teorema 7. Sea (X, T, ) con o un operador mondtono. Entonces todo
espacio o-semi-T) es un espacio Q-semi-T\p.

Prueba. Supongamos que X es un espacio a-semi-T). Es suficiente mostrar
que si A es un subconjunto de X que no es a-semi cerrado, entonces A no ¢s
un conjunto o-sg-cerrado.

Sea A < X. tal que A no cs un conjunto ¢- semi cerrado y v € a-sCI(A) \ A.
Como X es un espacio o-semi T, obtenemos que {x} es un conjunto o- semi
cerrado, por lo tanto, o-sCl({x}) < o-sCI(A) \ A y concluimos que A no es
un conjunto o-sg-cerrado.

Teorema 8. Sea (X, T, a), con a un operador mondtono. X es un espacio
oa-semi T\p si y sélo si para todo x € X, {x} es un conjunto a-semi abierto o
o-semi cerrado.

Prueba. Supongamos que X es un espacio o-semi-7» y que existe unx € X
tal que {x} no es un conjunto a-semi cerrado, como X es el tnico conjunto o-
semi abicrto que contiene {x}, {x} es un conjunto a-sg-cerrado y por fo
tanto es un conjunto c-semi cerrado, de esta forma {x} es un conjunto o-semi
abicerto.

Ahora considercmos A < X un conjunto o-sg-cerrado y sea x € a-sCI(A). Si
{x} es un conjunto a-semi abierto, entonces {x} N A # @ de lo contrario, {x}
¢s un conjunto a-semi cerrado y o-sCl({x}) N A={x} N A= @ . Porlo.
tanto, A es un conjunto o-semi cerrado.

A continuacién daremos tres cjemplos donde se indica que las implicaciones
anteriores no son reversibles.

Ejemplo 5. ScaX={a b ¢} y T=(6, {a), (b}, {a b}, X}.
Consideremos o cualquicr operador monétono asociado a la topologia T.
Entonces (X,T)es un espacio o-semi 7Typ, debido a que cada subconjunto



unitario del espacio X es un conjunto o-semi abierto o o-semi cerrado. Pero,
{X,I') no es un espacio o-semi 7| ya que los conjuntos unitarios {a}, {#} no

son conjuntos o-semi cerrados.

Ejemplo 6. Sca X={a. b, ¢, d} y T=1{8,{a}. {h}, {«. b}, {a, b, ¢}, X ).
Consideremos o ¢l operador identidad o el operador clausura asociado a la
topologia T". Entonces (X,T") es un espacio a-semi T, debido a que los

conjuntos {a}, {b}, {a, b, ¢} son g-semi abiertos. Observe que {¢} no es un
conjunto o- semi ahierto ni o-semi cerrado, en consecuencia, (X,I7) no ¢s

un espacio a-semi Typ.

Ejemplo 7. Sea X = {a, b, ¢} y T = {86, {a}. {b}. {a. b}, {b. c}. X}.
Definamos o como sigue:

A sibe A
cl(A) sibeg A

Observe que X es un espacio o-semi Ty pero no es un espacio a-semi T,
también X es o-semi T)p.

Corolario 2. Sea (X, T, o), con o un operador mondétono. X es un espacio
a-semi Ty siy solo si cada subconjunto de X es la interseccion de todos los
conjuntos a-semi abiertos y t-semi cerrados que lo contienen.

Prueba. Sea X un espacio o-semi Ty, y B X, entonces B= N ({x})/xg B)
es la interseccién de conjuntos a-semi abiertos o o-scmi cerrados.

Reciprocamente, supongamos que para cada x € X, {x}* cs la interseccién de
todos los conjuntos o-semi abicrtos o o-semi cerrados que lo conticnen.
Entonces {x}° es un conjunto a-semi abicrto o o-semi cerrado. Por lo tanto,
X es un espacio a-semi T p.

Ahora desarrollaremos algunas propiedades relativas a los espacios descritos
anteriormente, es decir trataremos de darle respuesta a cudles subespacios de

los espacios: o-Tp, semi-Tip y a-semi- Tip, son o- Tp, semi Ty y O-semi-
T|/7.

Teorema 9. Sea (X.T) un espacio topolégico y oL un operador asociado a

", entonces tenemos las siguientes propiedades:
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I.  Todo subespacio de un espacio 0-Tp es un espacio o- Typ.

2. Todo subespacio de un espacio semi- Ty, es un espacio semi- T)p.

3. Todo subespacio de un espacio o-semi- Typ es un espacio o-seni- T)p.
Prueba. Probaremos solamente 3, las otras siguen inmediatamente como una
consecuencia de 3.

Supongamos que X es un espacio o-semi- 71p, y A € X. Sea a € A, entonces
{a} es un conjunto a-semi abierto o o-semi cerrado, luego {a} un conjunto
a-semi abierto en A o a-semi cerrado en A. Luego se concluye que. A es un
espacio a-semi- T 5.

Definicion 15. Sean (X, ', o), (Y, ¥, B) dos tripletas. Una funcion
[i(X,T) > (Y, W) se dice que es o B-resoluble si para cada conjuinto

B- semi abierto U en Y, se tiene que f~' (U) es un conjunto o-semi abierto

en X.

Nota 4. Es de observar que cuando los operadores o, B son las identidades,
entonces la nocion de funcion o B-resoluble coincide con la nocién de
Sfuncion continua.

Definicion 16. Sean (X, T, o), (Y, ¥, B) dos tripletas. Una funcién
Fux.Ty—= (Y, W) se dice gue es pre-o-semi abierta (respectivamente o-sem!
cerrada) st para cada Ae o — SO(X.T) (respectivamente Ae o.—SC(X.T).
f(A) € B—SOY, W) (respectivamente f (A) € B - SC(Y, ¥)).

Teorema 10. Sean (X, T, o), (Y, W, B) dos tripletas, a, B dos operadores
mondtonos v f: (X.T) = (Y, ¥) una funcién que es: o B-resoluble, pre-o-

semi cerrada y sobreyectiva: Si (X,U) es un espacio o-semi T\ entonces
(Y, V) es un espacio B-semi Typ.
Prueba. Primeramente mostraremos que si B < Y es un conjunto P-sg-
~1 .
cerrado, probaremos que f~ (B) es un conjunto o-sg-cerrado.
-1 . -
Sca f7(B) < O, donde O es un conjunto a-semt abierto en (X,I"), como

fla=sCIF™ (B N O°) cf(o—sCIF (B)) N F(O°) < f (o — sCI(F T (B)Y))
N B cB-sCIF(FBY)Y N B <P ~sCIB) N B
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Ahora si B es un conjunto B-sg-cerrado, entonces B — sCiB) N B = @, lucgo,
flo-sClF By N O)=0,asi, oo—sCl(f'(B) N O = @ concluimos
entonces que, £'(B) es un conjunto o-sg-cerrado, debido a que

oa-sCI(f ' (B) c 0.

Ahora retornando al teorema. Usando el hecho que (X,I") es un espacio o-

semi T, obtenemos que f"(B) es un conjunto a-semi cerrado y por lo tanto
f(f7'(B)) = B ¢s un conjunto B-semi cerrado, asi (¥, W) cs un espacio
B-semi 7).
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