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ESPACIOS a-SEMI T¡ PARA 
i = o' 1 /2, 1 ' 2 

E. Rosas, J. Vielma. C.Carpintero y M. Salas 

Resumen 

En este artículo, estudiamos la a semi 
separación de los espacios topológicos 

en los niveles O, 1/2, 1 y 2. Y caracterizamos 
estos espacios en términos de sus 

cm~juntos unitarios. 

Palabras Claves: a semi abierto, a semi cerrado, a semi clausura generalizada. 

l. Introducción 

Los conjuntos semi abiertos fueron introducidos por N. Lcvine en 
1963 y en 1979, S. Kasahara, estudia los conjuntos a-abiertos. En la misma 
perspectiva, C. Carpintero, E. Rosas y J. Vielma introducen, en 1998, la 
noción de conjuntos a-semi abiertos como una generalización de los 
conjuntos semi-abiertos. En este trabajo se introducen y se estudian nuevos 
axiomas de separación llamados espacios a-serni-T¡ para i =O, 1/2, 1, 2 y se 
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estudian las relaciones entre éstos. En el caso que el operador a considerado 
sea monótono, caracterizamos cada uno de estos espacios en términos de sus 
conjuntos unitarios. Para tal fin necesitamos introducir en primer término. 
cie11a tenninología y algunos resultados básicos los cuales se exponen a continuación. 

Definición l. Sea (X, r) un e.\pocio topológico. Uno.fimcióH a: P(X) ~ P(X) 

donde P(X) denota el conjunto de partes de X. se dice que es un operador asociado 
a una topología í sobre X, si se cumple que para todo U E í. U~ a (U). 

Una tripleta (X, í, a) denotará en lo sucesivo que a: P(X) ~ P(X) es 
un operador asociado a la topología í sobre el espacio X. A" denotará el 
complemento de A en X. 

Ejemplo l. Sea. (X, í) UH espacio topológico cualquiera y defi"nomos 

a, ~.y: P(X) ~ P(X) según losfónnulas: 

a(A) = cl(A); ~(A)=X-Fr(A); y(A) =A; 

cualquiera sea A ~X. donde cl(A) y F r(A) denotan la clausuro y .fámtera 
topológica de A. respectivamente. a, ~. y son operadores asociados a r en 
el sentido de la definición anterior, a y y so11 denominados opemdor 
clausura y operador identidad respectivamente. 

Definición 2. Seo (X, í, a). Un subconjunto A de X se dice a-semi ahierto 
si existe U/1 co1~jttnto abierto U E í tal que U e A e a( U). El complemento 
de un conjunto a-semi abierto es llamado a-semi cerrado. 

La familia de todos los co11juntos a-semi abiertos (resp. a-semi cerrados) de 
X se denotará por a- SO( X ) (resp. a- SC(X )). 

Observe que cuando a es el operador clausura descrito en el ejemplo 1, la 
definición anterior coincide con la definición de conjunto semi abierto dada 
por Le vine en [ 1 ]. Ademt\s cuando el operador a es el operador identidad 
descrito en el ejempo 1, la definición de conjunto a-semi abierto coincide 
con la derinición de conjunto abierto. Notemos también que dada cualquier 
tripleta (X. í, a) siempre ocurre que í ~a- SO(X) y, en general. la familia 
a-SO( X) no es cerrada respecto a la unión de conjuntos. De manera similar. 
la familia a- SC(X) no es, en general, cerrada con respecto a la intersección 
de conjuntos. 

Definición 3. Sea (X, í, a). Un subconjunto A de X se dice a-abierto, si 
para cada x E A existe un conjunto abierto U tal que .r E U y a (U) e A. 
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Observemos que dada una tripleta (X, r, a) tendremos que todo subconjunto 
A de X que sea a- abierto es abierto. El recíproco del aserto anterior es, en 
general, falso. 

A continuación describiremos una clase de operadores cuyas características 
tienen importancia en este trabajo. 

Definición 4. Sea (X, r, a). a se dice un op'erador monótono si para cada par 
de cm¡juntos abiertos U, V de X tales que U e V. se tiene que a (U) k a (V). 

Ejemplo 2. De los operadores descritos en el ejemplo 1, el operador 
clausura y el operador identidad son obviamente monótonos, mientras que el 
operador ~ dado por~ (A)= X- Fr (A) no es monótono. Pues si X= R. 
donde R es la recta real con la topología usual, telldremos que (0, 1) e (0,2), 

pero ~ ((0, 1)) no está contenido en ~ ((0,2)). 

Observe que dada la tripleta (X, r, a), con a un operador monótono, si 
{U¡ ) ie 1 es una colección de conjuntos a semi abiertos de X. entonces para 

cada i E 1 existe un conjunto abierto V¡ tal que V¡ k U¡ k a (V¡), luego 
usando la monotonía de a, obtenemos que 

de donde se concluye que U ie 1 U¡ E a - SO( X). 

Lo discutido en el párrafo anterior, permite introducir las nociones de a-semi 
interior y a-semi dausura que daremos a continuación. 

Definición 5. Sea (X, r, a), con a un operador monótono y A un 
subconjunto de X. La unión de todos los conjuntos a-semi abiertos de X que 
están contenidos en A se denomina el a-semi interior de A y se denota por 
a-Sint(A). 

Definición 6. Sea (X, r, a), con a un operador monótono y A un 
subconjunto de X. La intersección de todos los conjuntos a- semi cerrados de 
X que contienen a A se denomina la a-semi clausura de A y se denota por 
a- SCI(A). 

Las nociones introducidas en las dos definiciones anteriores, constituyen 
generalizaciones de las nociones de interior y clausura usuales, además éstas 
conservan muchas de las propiedades de aquéllas. Así tendremos que para 
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una tripleta (X, í, a.,) con a. un operador monótono, se tiene que si A ~ B 
entonces a.- S/nt(A) ~a.- S/nt(B) (resp. a.- SCl(A) ~a.- SCl(B)). 
Ademas, A E a. - SO( X) (resp. A E a.- SC(X)) si y sólo si A = a. - Slnt(A) 

(resp. A =a.- SC/(A)). 

Ahora introduciremos los espacios a-Semi-T; y Espacios a.- T;, para i = O, 1, 2. 
Para ello es necesario dar las definiciones correspondientes. 

Definición 7. Sea (X, r, a.). Decimos que (X, r) es un espacio a.-semi-T0 

(resp. a.-T0 ) si para cada par de puntos distintos x, y en X, existe un conjunto 
a-semi abierto U (resp. ttn conjunto abierto U) tal que x E U y y é U (resp. 
xE U yyé a.(U))ó yE U y xé U(resp. yE Uyxé a.(U)). 

Definición 8. Sea (X, r, a.). Decimos que (X, n es U/1 espacio a-semi-Tl 

(resp. a.-T1) si para cada par de puntos distintos x. y en X. existen conjuntos 
a-semi abiertos (resp. conjuntos abiertos) U, V en X conteniendo a x, y 
respectivamente. tales que y é U y x é V, (resp. x é a.(V) y y é a. (U)). 

Definición 9. Sea (X, r, a.). Decimos que (X, r) es un espacio a.-semi-T2 

(res p. a.-T2) si para cada par de puntos distintos x. y en X. existen conjuntos 
a-semi abiertos (resp. conjuntos abiertos) U, V e11 X tales que x E U, y E V 

Y a. e u) n a. e V) = 0. 

Observe que si en las definiciones anteriores, tomamos el operador a. como 
el operador clausura, se obtienen en forma respectiva las definiciones ele 
espacios semi-T; para i = O, 1 y 2. En cambio si tomamos a. como el operador 
iclenticlad, obtenemos las definiciones usuales ele espacios T; para i = O, 1 y 2. 
Aclemas, ele las definiciones anteriores fácilmente se obtienen las siguientes 
relaciones entre Jos diversos axiomas de a-semi separación y a-separación. 

Nota l. Seguidamente enunciaremos y demostraremos algunas propiedades 
y caracterizaciones relativas a los espacios que sati.~facen las propiedades de 

ex-semi separación y a.-separació11 introducidas anteriormente cua11do el 
operador a. es monótono; así como también ilustramos con algunos ejemplos la 
necesidad de exigir tal propiedad al operador a. para la validez de las 
proposiciones e11 cuestión. 

40 



En el siguiente teorema se caracterizan los espacios a-semi T0, cuando el 
operador a es monótono. 

Teorema l. Sea (X, í, a) con a un operador monótono. (X, í) es un espacio 

a-semi T0 si y sólo si para cada par de puntos x. y de X tales que x -:;:. y, 
ocurreque a-sCI({x))-:;:. a-sCI((y)). 

Prueba. (St~ficieHcia) Supongamos que X es a-semi T0, entonces para 
cualquier par de puntos x, y de X existe un conjunto a-semi abierto U tal 
que x E U y y e U ó y E U y x e U; según esto, cualquiera sea el caso 
ocurreque a-sCI({x))-:;:. a-sCI({y)). 

(Necesidad). Si a - sCI( {x)) -:;:. a - sCl( {y)), existe un conjunto a-semi 

cerrado V tal que V contiene a x y no contiene a y, luego V e es un conjunto 
a-semi abierto que contiene al punto y y no contiene al punto x. Por lo 
tanto, X es a-semi T0. 

El siguiente teorema nos da una relación entre los espacios a-semi T1 

y a-semi T0• 

Teorema 2. Sea ( X, í, a). Si (X, í) es a-semi- T1 entonces (X, í) es a­

se mi-To. 

Prueba. Sigue directamente de las definiciones anteriores. 

Ejemplo 3. Sea X = {a, b, e} y dotemos al conju11to X de las siguientes 

topologias: r = { ~ {a), { b), {a, b), X}, o/ = { ~ {a}, { h), {o. b}, { b, e}, X } . 

Definamos a, ~: P(X) ~ P(X) según las fórmulas: 

a (U) = (Fr (U))". 

{:(U) 
si bE U 

~(U) = 
si be U 

cualquiera sea el subconjunto U de X. Observe que (X, í) no es T0, pero si 

es a-semi T0, mientras que (X, o/) es ~-semi T0, pero no es ~-semi T1• 

En el siguiente teorema se caracterizan los espacios a-semi T~o cuando el 
operador a es monótono. en función de sus subconjuntos unitarios. 
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Teorema 3. Sea (X, r, a), con a 111/ operador monótono. Si (X' r) es 1111 

espacio a-semi T¡, entonces cada c01úunto unitario {x}, x E X es a-semi 
cerrado. 

Prueba. Si X es un espacio a-semi T1 y x E X, entonces cada y -t:. x tiene un 
conjunto a-semi abierto Uv disjunto de {x}, asi X\ x} es un conjunto a-semi 
abierto y en consecuencia, {x} es a-semi cerrado. 

Teorema 4. Sea (X, r, a). Si cada subcm~junto unitario de X a-semi 
cerrado, entonces cada subconjunto de X es la intersección de todos los 
conjuntos a-semi abiertos contenidos en éste. 

Prueba. Si A e X, entonces A es la intersección de todos los conjuntos de la 
forma X\ {x} para .1: ~ A, por hipótesis cada uno de estos conjuntos son a­
semi abiertos ya que cada conjunto unitario es a-semi cerrado. 

Teorema 5. Sea (X, r, a). Si cada subconjunto de X es la illtersección de 
todos los conjuntos a-semi abiertos que lo contienen, entonces X es un 
espacio a-semi T1• 

Prueba. Por hipótesis {x) es la intersección de todos los conjuntos a-semi 
abiertos que lo contienen y por lo tanto, para cualquier y -t:. x, existe un 
conjunto a-semi abierto que contiene a x y no a y, así X es un espacio a­
semi T1• 

El siguiente corolario caracteriza los espacios a-semi T1 , cuando a es un 
operador monótono. 

Corolario l. Sea (X, r, a), C0/1 a Ull operador monótono. Entonces los 
siguientes enunciados son equivalentes: 

l. X es un espacio a-semi-T1 • 

2. Cada subconjunto unitario de X es a-semi cerrado. 

3. Cada subconjunto de X es la intersección de subconjuntos a-semi 
abiertos de X que lo contienen. 

Observe que si a no es un operador monótono, entonces en el corolario 
anterior solamente son válidas 1 H 2 H 3. 

Ejemplo4. Sea X= {a, b. e), r= {0, {a), {b), {a, h},X) y 

tp = { 0. {a}, { b), {a, b}, {a, e}, X). 
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Definamos a,~ : P(X) ~ P(X) según las fórmulas: 

a (U ) = ( Fr (U) ( 

~(U)=~~~((]) 
{e) 

si bE U 

SI !J e; U . 

SI U= 0 

Observemos que (X. í ) no es ni T2, ni a-semi T2, tampoco (X, í) es T1 

pero sí es a-semi T1• (X, \fl) es ~-semi T1, pero no es ~-semi T2• 

A continuación estudiaremos los espacios a-semi T112 , para ello es necesario 
introducir la noción de: a-clausura, conjuntos a-cerrado generalizado y 
conjunto a semi cerrado generalizado. 

Definición 1 O. Sean (X, í, a), A ~ X y x E X. Se dice que x es un pullfo 

de a-clausura del conjunto A si a (U) n A -:;:. 0 para cualquier conjunto 
abierto U de X que contiene al pu11to x . La a-clausura de A es denotada por 
Cla (A). 

Definición 11. Sea (X, í, a). Un sttbconjwrto A de X se dice que es 1111 

conjunto a cerrado generalizado (a. g-cerrado) si Clu (A)~ U siempre que 
A e U y U sea a-abierto en X. 

Definición 12. Sea (X, í, a), con a un operador monótono. Un sub­
conjunto B de X se' dice que es un cm(jul1fo a-semi cerrado generalizado (a­

sg. cerrado) si a-sCl(B) e O, donde B e O y O es un conjunto a-semi 
abierto. 

Observe que cuando a en la definición anterior es el operador clausura. 
obtenemos la definición de conjunto sg-cerrado en (X, í) dada en [21. 

Definición 13. Sea (X. í, a). Decimos que X es un espacio a-T 112 si todo 
conjunto a-cerrado generalizado en X es un COI(junto a-cerrado. 

Nota 2. Si en la definición allferior a es el operador identidad, entonces 
estamos en presencia de la definición de espacios T112 dada en [2). 
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Nótese ademús que en la definición de espacios a-T112 no existe 
restricción sobre el operador a, sin embargo para introducir la noción de 
espacios a-semi T112 es necesario imponer la condición de monotonía sobre el 
operador asociado de forma tal de garantizar que para cualquier subconjunto 
B de X, el conjunto a-sC/(8) sea a- semi cerrado. 

Definición 14. Sea (X, r, a), con a un operador monótono. Decimos que X 
es un espacio a-semi-T112 si todo conjunto a-semi cerrado generalizado en X 
es un conjunto a-semi cerrado. 

Nota 3. Es fácil observar que las relaciones entre los espacios: a-semi T112 , 

a-T 112 , T 112 y semi T 112 son las siguiellfes: 

a-semi T112 f.- a-T112 ~ T112 ~semi T112 • 

A continuación investigaremos cuáles son las relaciones entre los distintos 
espacios y además caracterizaremos a los espacios a-semi T112 • 

Teorema 6. Sea (X, r. a), COl/. a ll/1 operador 17101/Ótono. Entonces todo 
espacio a-semi-Tw es a-semi-T0 . 

Prueba. Supongamos que (X, r) es un espacio a-semi-T 112 , pero que no es 

a-semi T0. Entonces existen puntos x. y en X, x :t: y, con 

a-sC!( ( x}) = a-sCI( (y}). 

Sea A= a-sCI( (x}) n (x)'". Afirmamos que A es un conjunto a-sg-cerrado, 
pero que no es a-semi cerrado. 

Consideremos O, cualquier conjunto a-semi abierto de X que contenga al 

punto x; como a-sC/((y}), (y} n o, * 0 y X E a-sCI((y}), (y} n 0,. 
entonces y E 0,. Pero a-sC/( (y}) n o,:::> (y}' por lo tanto, 

a-sC/({x}) n o,:::> {y}. 

Así a-sCI({x}) nO, n (x)''=> (y} n (.r)' y 

a-sC/((.r}) nO, n (x}'":::> (y}, 

por lo tanto, A n o, :::>(y}* 0. esto implica que.\' E a-sC{(A), pero X lif A. 

por lo tanto, A no es a-semi cerrado. 

44 



Ahora supongamos que A e G, donde G E a- SO (X, r) . Necesitamos probar 

que a-sCI(A) e C. Para ello es suficiente mostrar, que a-sCI({x)) e C. Pero 
a-sC!({xj) n {x}" = A e C. como A no es a-semi cerrado, necesitamos 

mostrar que X E C. Asumamos que X E ce' entonces y E a-sCl( {x}) e e(" o 

Así y E a-sC/(.{x}) n {x)' =A e G, en consecuencia, y E e n ce' lo cual 
es una contradicción, así, a-sCI({A)) e G y A es un conjunto a-sg-cerrado. 

Teorema 7 o Sea (X, r. a) CO/l a U/l operador 11/0/lÓtono. Entonces todo 

espacio a-semi-T1 es 1111 espacio a-semi-T112• 

Prueba. Supongamos que X es un espacio a-semi-T1 • Es suficiente mostrar 
que si A es un subconjunto de X que no es a-semi cerrado, entonces A no es 
un conjunto a-sg-cerrado. 

Sea A e X. tal que A no es un conjunto a- semi cerrado y x E a-sCI(A) \A. 

Como X es un espacio a-semi T¡, obtenemos que {x} es un conjunto a- semi 
cerrado, por lo tanto, a-sCl({x)) e a-sCI(A) \A y concluimos que A no es 
un conjunto a-sg-cerrado. 

Teorema 8. Sea (X, r, a), con a un operador 1110/IÓtono. X es ll/1 espacio 
a-semi T 112 si y sólo si para todo x E X, {x} es UII conjunto a-semi abierto o 

a-semi cerrado. 

Prueba. Supongamos que X es un espacio a-semi-T112 y que existe un x E X 
tal que {x} no es un conjunto a-semi cerrado, como X es el único conjunto a­
semi abierto que cóntiene {x)', (x}'" es un conjunto a-sg-cerrado y por lo 
tanto es un conjunto a-semi cerrado, de esta forma {x} es un conjunto a-semi 
abierto. 

Ahora consideremos A e X un conjunto a-sg-cerrado y sea x E a-sCI(A). Si 

{.r} es un conjunto a-semi abierto, entonces {x} n A"# 0 de lo contrario, {x} 

es un conjunto a-semi cerrado y a-sC/( {X}) n A = {X} n A "# 0 o Por lo . 
tanto, A es un conjunto a-semi cerrado. 

A continuación daremos tres ejemplos donde se indica que las implicaciones 
anteriores no son reversibles. 

Ejemplo 5. Sea X= {a, b, e} y r = (O, (a}, ( b}, (a, b}, X}. 
Consideremos a cualquier operador monótono asociado a la topología r. 
Entonces (X, r) es un espacio a-semi T112 , debido a que cada subconjunto 
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unitario del espacio X es un conjunto a-semi abierto o a-semi cerrado. Pero. 
(X, r) no es un espacio a-semi T1 ya que los conjuntos unitarios {a}, { b} no 

son conjuntos a-semi cerrados. 

Ejemplo6. SeoX={a.b,c,dj y f={8,{a}.{h},{a.b},{tl,h,c},X). 

Consideremos a el operador identidad o el operador clausura asociado a la 
topología í. Entonces (X, f) es un espacio a-semi T0, debido a que los 

conjuntos {a), { b}, {a, b, e) son a-semi abiertos. Observe que {e} no es un 
conjunto a- semi abierto ni a-semi cerrado, en consecuencia, (X, r) no es 

un espacio a-semi T112· 

Ejemplo 7. Sea X= {tl, b, cj y í = {8, {a), {b), !.a. bj, {b. e), X). 
Definamos a como sigue: 

a(A)={A 
el (A) 

si bE A 

si be A 

Observe que X es un espacio a-semi T0 pero no es un espacio a-semi T~o 

también X es a-semi T 112• 

Corolario 2. Sea (X, r, a), con a un opemdor monótono. X es un espacio 
a-semi T112 si y sólo sí cada subconjunto de X es lo intersección de todos los 
conjumos a-semi abiertos y a-semi cerrados que lo contienen. 

Prueba. Sea X un espacio a-semi Tl/2 y B e X, entonces B = n ( {X)' 1 X e m 
es la intersección de conjuntos a-semi abiertos o a-semi cerrados. 

Recíprocamente, supongamos que para cada x E X, {x)' es la intersección de 
todos los conjuntos a-semi abiertos o a-semi cerrados que lo contienen. 
Entonces {x}'" es un conjunto a-semi abierto o a-semi cerrado. Por lo tanto, 
X es un espacio a-semi T 112 . 

Ahora desarrollaremos algunas propiedades relativas a los espacios descritos 
anteriormente, es decir trataremos de darle respuesta a cuáles subcspacios de 
los espacios: a-T1 12 , semi-T112 y a-semi- T 112 , son a- T 112o semi T 112 y a-semi­
TI/2· 

Teorema 9. Sea (X, r) un espacio topológico y a un operador asociado o 

r, entonces tenemos las siguientes propiedades: 
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l. Todo subespacio de un espacio a-T112 es un espacio a- T112· 

2. Todo subespacio de un espacio semi- T112 es un espacio semi- T 112• 

3. Todo subespacio de un espacio a-semi- T112 es un espacio a-semi- T112 • 

Prueba. Probaremos solamente 3. las otras siguen inmediatamente como una 
consecuencia de 3. 

Supongamos que X es un espacio a-semi- T112 , y A e X. Sea a E A, entonces 
{a} es un conjunto a-semi abierto o a-semi cerrado, luego {a} un conjunto 
a-semi abierto en A o a-semi cerrado en A. Luego se concluye que. A es un 
espacio a-semi- Tl/2· 

Definición 15. Sean (X, r. a), (Y, \f', ~) dos triple ras. Una fúnción 
f:(X,í) ~(Y, 'Jl) se dice que es a ~-resoluble si para cada conjunto 

~- semi abierto U en Y, se tiene que f -i (U) es un co11;junto a-semi abierto 
en X. 

Nota 4. Es de observar que cuando los operadores a, ~ son las identidades, 
entonces la noción de .fimción a ~-resoluble coincide con la noción de 
función continua. 

Definición 16. Sean (X, í, a), (Y, 'l', ~)dos triplews. Una función 
f: (X. r J ~ (Y, \f') se dice que es ¡JI·e-a-semi abierta (respectiwunellfe a-semi 

cerrada) si para cada A E a - SO(X. f) (respectivamellfe A E a -SC(X. f)l. 

f(A) E ~-SO( Y, 'JI) (respectivamentef(A) E ~- SC(Y, \f')). 

Teorema 10. Sean (X. í, a), (Y, \f', ~)dos tripletas, a, ~dos operadores 
monótonos y f: (X, í) ~ (Y, \f') una fimción que es: a ~-resoluble, pre-a-

semi cerrada y sohreyectiva: Si (X, í) es un espacio a-semi T112 ellfonces 

(Y, \f' ) es un espacio ~-semi T 112 • 

Prueba. Primeramente mostraremos que si B e Y es un conjunto ~-sg­

cerrado, probaremos que .f-1(B) es un conjunto a-sg-ccrrado. 

Scaf-\B) e O, donde O es un conjunto a-semi abierto en (X, í), corno 

.f(a- sCl(.f- 1 (B)) n 0,.) e.f(a- sCI(r 1(B))) n f(O') e.f(a- sC/(¡-1(B))) 

n B'c ~- sCI(f(.f- 1(B)))) n B' e~- sCI(B) n B'". 
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Ahora si B es un conjunto ~-sg-cerrado, entonces ~ - sCI(B) n B" = yj, luego. 

f (a- sCL<.r'<B) n a·) = yj, así, a - sCI( f -1(8) n a· = yj concluimos 
entonces que, .r'(B) es un conjunto a-sg-cerrado, debido a que 

a- sCI( f - 1(8) e O. 

Ahora retornando al teorema. Usando el hecho que (X, r) es un espacio a­

semi T112 , obtenemos que .r'(B) es un conjunto a-semi cerrado y por lo tanto 
f ( f -l (8)) = B es un conjunto ~-semi cerrado, así (Y, I.JI) es un espacio 
~-semi T112· 
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