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TRENES DE ONDAS EN HABITATS
PERIODICOS EN UN MODELO DEL
TIPO KOLMOGOROV

Mario Cavani

Resumen

En el presente trabajo se considera un
sistema de reaccion y difusion que representa
un modelo depredador-presa de tipo Kolmogorov,
y se supone que las especies difunden, de acuerdo
a la Ley de Fick, en un espacio unidimensional.
Utilizando el método de Liapunov-Schmidt
se demuestra que, bajo ciertas condiciones
sobre los pardmetros, el sistema presenta
soluciones en la forma de trenes de
ondas cuando el punto de equilibrio
de coordenadas positivas
pierde estabilidad.
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Abstract

In this paper a reaction-diffusion system modelling a predator-prey of
Kolmogorov type system is considered, and is supossed that the species
diffuse trough the one-dimensional space according to the Fick Law. By
mean of the Lyapunov-Schmidt method it is shown that under certain
conditions imposed on the parameters, the system exhibit wave train
solutions when the equilibrium of positive coordinates lost its stability.

1. Introduccion

En el presente trabajo sc considera un sistema de ecuaciones
diferenciales parciales introducidas por el autor y Miklds Farkas en (2], el
cual representa un modelo depredador-presa plantcado en términos del
siguiente sistema de ecuaciones diferenciales de reaccion y difusion:

JIN ’N N BN P
Oiv. — g, CdY | AR
ot “ dx2 +EN( K) B+N
(1.1)
P _ %P _ B_Nf)
i dr o2 PM(P)+B+N’

donde t > 0 representa al tiempo y x € Q = [0, 2n] el espacio unidimensional
en el cual las cspecics se encuentran continuamente distribuidas y donde
difunden siguiendo la Ley de Fick [9]. Las variables N = N(r, x) y P = P(1, x)
represcntan las densidades de las poblaciones presa y depredadora en ¢l
tiempo ¢ y lugar x del espacio unidimensional 2. Los pardmetros del sistema
son considerados positivos y con los siguientes significados biologicos: d, y
d, representan las difusividades respectivas de la poblacidon presa y de la
poblacion depredadora; € es la tasa especifica de crecimiento de la presa en
ausencias de depredacion y sin limitaciones ambientales. En ausencia de
depredadores la poblacién presa crece logisticamente con capacidad de carga
(o constante de saturacién ambiental) K. La respuesta de funcionamiento del
depredador se asume en la forma conocida como disco de Holling [7], [5],
[13]. Por medio de este tipo de respuestas de funcionamiento se modela a las
especies depredadoras que se sacian en ¢l proceso de devoramiento de la
presa, y en este caso se define por medio de la funcién
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vivy= N

l+B

donde el pardametro 8 mide el efecto de la saciedad. La Tuncion M(P) modela
la mortalidad del depredador en ausencia de ta poblacidn presa y viene dada
por
Y+ 8°~P
MPy=*+ """
I+P

donde ¥ > 0 es la mortalidad inicial o mortalidad minima y 8§ > 0 es Ia
mortalidad limitc o maxima mortalidad. Como pucde observarse. cn cste
caso, se considera que la mortalidad depende de la cantidad de depredadores.
Esta caracteristica diferencia al presente modelo depredador-presa de los
modelos cldsicos donde a menudo se considera la mortalidad del depredador
como una constante. Un estudio de este modcelo sin la difusion puede
encontrarse en [1].

El resultado principal de este trabajo consiste en mostrar la existencia
de soluctones en forma de trenes de ondas bajo condiciones de borde
periodicas dcl tipo:

N, 0) = N(¢t. 2m).  P(t, 0) = P(¢, 2m), (1.2)

aN(t‘()v) _ aN(t,Z‘ng aP(r,O)_DP(t,2n)__

- 3
ax a_\' ’ a_\- a_\. 0. ( 1.3)

La demostracidon dg la existencia de las soluciones en la forma de trenes de
ondas sc¢ basa en el uso del Teorema de la Bifurcacion de Hopf, [8],
combinado con ¢l método de Liapunov-Schmidt, [11], y nuestra demostracion se
fundamenta en ideas similares a las descritas en [4].

Es importante sefalar que ¢l problema descrito por (1.1) estd bicn
planteado tanto matemdtica como biolégicamente. Para esto considérese el
sistema (1.1) con condiciones iniciales

N(o,x) = x)., xe QU IQ
(0,x) = fi(x). xe QU (L4)

PO,x)=f,(x), xe QU 9Q

y con condiciones de frontera
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o 0= 5 nh=0 (1.5)
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2w = S an=o.

El siguiente teorema es una particularizacion de un teorema general dado en
[14], que es aplicable al presente sistema bajo las condiciones 1.4 — 1.5.

Teorema 1. Sea Q = (0, 1), con {>0. Sean f,, f, funciones no negativas y «

2 ; .
valores en H=+* (Q U 9Q), 0 < s <1, con derivadas normales nulas en 9S.
Entonces

1)  Para cada 1 > 0, el sistema con condiciones iniciales (1.4) y
condiciones de frontera (1.5) tiene una tinica solucién

s+2

245, ——
NGO PEeH 2 (0.0xQ U aQ).
)N P (020,05 e 0.0 X (Q U Q).

iil)  Si ninguna de las f; (en las condiciones iniciales) es idénticamente

nula, entonces N(t, x)>0 y P(t x)>0, xe [0, /], t>0.

Como puede verse, la interpretacion desde el punto de vista biolégico
se traduce en afirmar que el modelo descrito por (1.1)-(1.4)-(1.5), cstd
bioldgicamente bien plantcado en el sentido que datos iniciales positivos
producen soluciones positivas. El siguiente teorema expresa otra condicién
importante que deben cumplir los modelos bioldgicos como lo es el
acotamiento de las soluciones.

Teorema 2. Supongamos gite tenemos las condiciones del tearema anterior,
v que ninguna de las f; (i = 1, 2} es idénticamente nula. Entonces la tinica

solucion (N (t, x), P (1, x)) que provee el tecorema anterior es acotada para
todo (t, x) € [0, o) X (Q U dQ). Es decir existen constantes K >0K,>0
definidas por

K, > max {K, sup f, (x)}

K, > max { K, sup f,(x},
tal que
O<N(@tx)<K, 0<P(rx)<K,)} (1.6)

para (t, x) € [0.0) X (Q U dQ).
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Demostracion: Supongamos que (1.6) no se cumple para todo
(. x) € [0,00) X (2 U 3Q).

Definamos los conjuntos A y B por:
A={(N.P):OSNZK . 0SPLK, |,
B={r>0:(N(,x) P (1, x) e A, para todo (T, x) € [0, )} x (2 U IQ)}.

Si B ¢s no acotado entonces el teorema estd demostrado. Si B es
acolado. sea £* = sup B. Entonces debe cxistir un x* e (Q U dQ) tal que
(N (% x*), P (% x*)) € dA. Por el teorema anterior las soluciones (N (¢, x)),
P(r, x)) son cstrictamente positivas y al menos una- de las siguientes
igualdades se cumple

N x®)= K, 6 P(r¥, x*¥) =K, (1.7

Supongamos que N(r*, x*) = K| {los argumentos son similares si se cumple
una cualquiera o ambas igualdades en (1.7)], en tal caso N (¥, x*) es un
mdximo de N (1% x) para todo x € Q U J€. Supongamos que 1* € Q;
entonces

X

en cl punto (r*, x*) debido a que

K P
N(t* x*¥) >0 y 8(1 - 7‘] B < 0,

por lo tanto

%L:' (%, x¥) < 0,

fo que implica que
N(t. x*) < K|, paraalgin r<*

eslo contradice la definicion de * y no puede existir tal £*. Supongamos que
x* e 9L, aseguramos que

TN
— (1%, x%) £ 0,
ox~
de no ser asf
2N
0 >0,
dx~



para x perteneciente a algin intervalo con x* como frontera y N(r*, x*) sicndo
¢l mdximo. Utilizando ahora ¢l Teorema 7 de la pagina 65 de {10], obtenemos que

oN

— (*, %) >0

on
fo que contradice la condicidn de frontera dada para N. Por lo tanto el
conjunto B es no acotado y de aquf la solucion (N(t, x), P(t, x)) del Teorema |
sc mantiene acotada para todo ¢ = 0. Esto completa la prucba. =

2.  El Sistema de Reaccion
Para continuar es neccsario fijar algunas condiciones sobre ¢l sistema

de reaccién asoctado al sistema (1.1). Es decir, el sistema de ecuaciones
diferenciales ordinarias dado por

N o= eNdl K) B+ N

Q.1
b _ M
P = ~PM(P) + B N

donde e! punto denota a la derivada con respecto al tiempo ¢. N es fa densidad
de Ja poblacién presa y P es la densidad de la poblacién depredadora en el
tiempo ¢ y los demds pardmetros tienen, desde luego, el mismo significado
dado antes. Tal como sc ha sefialado, la tasa dc mortalidad M(P) del
depredador es una funcidn creciente que se incrementa con la cantidad de
depredadores. Esta caracteristica, biol6gicamente razonable, se expresa por
medio de la desigualdad

Y < 8.

Los aspectos generales del sistema (2.1) relacionados con la estabilidad de
los puntos de cquilibrio y existencia de 6rbitas periddicas pueden verse en [ 1]
y un resultado sobre existencia de érbitas homoclinicas puede verse en [6].
En las condiciones dadas en el siguiente teorema los puntos de equilibrio
(0. 0) y (K. 0) son inestables y existe un unico punto de coordenadas positivas,

(N (K). P(K )) el cual pierde estabilidad al variar K. Las condiciones enunciadas

sobre los pardmetros se mantendran fijas en el resto del trabajo. La demostracion de
este teorema puede encontrase en [ 1].
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Teorema 3. Supdngase que los pardmetros del sistema (2.1) satisfacen las
siguientes condiciones

) 0< —-< K
B-v
y
i) B<§<]—
B B
i) y< B =28

En tal caso, existen niimeros positivos K*, Ky K, tales que si ocurre: K* < K

y K, € J.donde J representa al intervalo (K*, K ). Entonces tomando K
como pardmetro de bifurcacion se tiene que el punto de cquilibrio
(N(K), ﬁ(K)) del sistema (2.1) presenta una bifurcacion de Andronov-
Hopf supercritica en el valor K = K. En otra palabras, a medida que K
aumenta, cuando se alcanza el valor K = K, el punto de equilibrio dc
coordenadas positivas (N(K), IS(K)) pierde estabilidad, y, existe un
nimero i > 0, tal que para valores de K en el intervalo (K, K;, + W) cl

sistema (2.1) posee una Unica solucién periddica de amplitud pequeiia, la cual
es orbital asintdticamente estable.

3. Trenes de Ondas Viajeras

En la presente seccién se considera el efecto de la distribucion
espacial sobre las densidades de las poblaciones. A tal efecto se considera
que las especies viven en un habitat unidimensional de longitud 2r unidades
v se demostrard la existencia de soluciones en la forma de trenes de ondas
viajeras.

Definicion 1. Una solucién (N(t. x), P(t, x)) del sistema (1.1) con las
condiciones de borde (1.2) ¥ (1.3) se dice que tiene la forma de tren de onda
viajera si tiene la forma

(N, x), P(r.x)) = (N(kx + ct), P(kx + ct))

v esta solucion es periodica en la variable 7 =kx + ct. Los mimeros k 'y ¢ son
considerados no nulos y reciben el nombre de mimero de onda y velocidad
de onda respectivamente.
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Cabe observar que para estudiar la estabilidad del punto de
equilibrio de coordenadas positivas N, P:= (N(K), P(K)) se lincaliza
(2.1) en este punto obteniéndose la siguiente matriz jacobiana

(-] o o
K ) @+N)? B+N)

P @-vP
B+N)? (1+ P)?

3.1

Por medio de un cdlculo directo es facil demostrar el siguiente lema.

Lema 4. Sea M una matriz 2x2, I la matriz identidad 2x2, k y d nimeros
reales. Si la matriz M tiene autovalores hy y Ay, entonces la niatriz B = 2dl+M.
tiene autovalores de la forma A 5 =—K'd + Ay 5.

Ahora se estda en condiciones de demostrar la existencia de las
soluciones en forma de tren de ondas viajeras.

Teorema 5. Supdngase que se cumplen las hipétesis del Teorema 2.1, v
supdngase ademds que K € (K, , K}, + W)y que las difusividades de la presa
v del depredador en el sistema (1.1) son iguales, esto es. dy= d, = d. Entonces
el sistema (1.1) con las condiciones de borde descritas por (1.2)-(1.3), posee una
Jamilia de soluciones a dos pardmetros, (N(z, o, k), P(z, o, k), donde 7= kx + ct.
Estas soluciones estdn definidas y son continuas en (o, k) para o v | k — kg

- v(K)
pequeiios, con, kg = | - i

2
) donde V(K) es la parte real de los autovalores

de la matriz A evaluada en el punto de equilibrio (]V R i’) . Ademudis:

i} N o kyy P(z, o, k) son 2r-periddicas como funciones de 7 = kx + ct,

i) ¢ =w* (0, k) = oK), donde W(K) es la parte imaginaria de los

autovalores de la matriz A evaluada en el punto de equilibrio (N, P).

Demostracion: El sistema con difusién (1.1) se representa en forma matricial de la
siguiente manera
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v N pnp
eN(-2y - 2T
EREA R R KT BN
ar | p 01l p Y+8PP NP | T
& —_ + -
1+ P B+N

Si se considera una pequeiia perturbacion
N(t x) = N + oult, x)
Pt x)= P +ou(, x)

del punto dc equilibrio de coordenadas positivas, del cual se hace referencia
en ¢l Teorema 2.1, (N, P), donde x € [0, 2x], > 0. Entonces en términos

de u y v este sistema se transforma en el siguiente:

) - _
(ngf = Ota’Qi +e(N+ou)ll - N+aﬁ - Bplu.v, )
at ox2 K
(3.3)
, 2.
%‘rr = od gv‘z - g(u,v,o) + Bplu,v,o),
donde,

B(N +ow) (P +awv)
(B+N +ow)

plu,v,o0) =

gluv,a) = YHBPHOW) by gy,
1 + (P+ow)

Las expansiones de las funciones p y ¢ de acuerdo a la férmula dc
Taylor hasta términos de tercer orden con respecto a o estan dadas por:

NP [ BPu Nv
+ -+ - o

pl, v, Q) = — -
B+N)2  B+N

B+ N
B _BP2)e?
+((B+N)2 1 (B+}V)2 i ]2

~ 2 o N2 AN p 3 ,
+ 2BG3B +2BN 7N AN w’ + oBP W % +o(at).
B+N)” (B+N)*
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PR - [(B VP v+BP]a
I+ P (+P)? 1+P

=2(y+ 2pP +BP' 2 o’
a+P)y 2

s 3
6B(1+P)° 10(Y+BP) R SR
(1+ Py 6

Sustituyendo ahora estas expresiones en las ecuaciones (3.3) ¢l sistema dc
ccuaciones de reaccidn y difusidn puede representarse de la siguiente mancra

l—-—2—N B P ] BN %
K ([3+N) B+N

it (3.4)
B+N)
h R2 2 2
+ Lﬁi B +2BN N +4N) uv? — o B - +o(at),
3 B+N)* (B+N)>
_a,‘}, = dazv+ [32[3 u- B- Y)P ”(XBE Uy — op? P 2
ot a2 BINR (P BN (BN
L 02 BA+PY =S(r4BP) 5 o2 BPNG-29)+33° as)
3 (1+P)* 5 (B+N)? a
.-
J—xé;- + o(ad).
B+N)*

Lo cual escrito en forma mds simple queda

g (v J I 0Y 52 (u k 4 u 3.6
91 = R R 3.6)
or |y 0 1]ax2 v ‘ v ’

+o fuv)+olg(u,v)+o(a?)
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donde A es la matriz dada por (3.1) y las funciones f y g, tal como pucde
verse de las ecuaciones (3.4) y (3.5), estdn dadas por:

_ B _{ﬁ_ . _@i]

flu,v)y = 2B+ N)? K (BJ-N)} , (3.7)
. _ BZ o BZP “2
(B+N)? B+N)?
B2(3B2+2BN N2 +4N _ BP 4
glu,v) = BN _ By (38)
’ BI+P)?-5(y4BP) 5 BING-2B)+3B*
(1+ P4 3B+N)2 )

Ahora bien, para K € (K. K, + ), sean A > =v(K)xiw(K) los
autovalores de la matriz. A, donde v(K) > 0, w(K) > 0. Considérese K fijo en
el intervalo (K, K, + @) y la matriz H(k*) = —k’di + A. donde I es la matriz
identidad; de acuerdo al lema previo, los autovalores de la matriz H(kz) estan

dados p01'7\.|‘2 =—k2d +V(K)tiw(K). Puede verse claramente que para ¢l

|
ndmero positivo k0=(—~l~~)2. ocurre que la matriz posee un par de
¢

autovalores imaginarios puros dados por * iw(K). Con eslos hechos en
mente, aplicaremos ahora el método de Liapunov-Schmidt por medio de un
autovalor simple ([12], {11], {3]) a la ecuacién (3.6). Para esto delinimos los
siguientes espacios de funciones:

X ={U:0,21] > R> U e C'[0.2r],U(0)=U(2n))
I
Y={U:10,2n]—> R? (Ue c?o, e, U0)=U2n),U'O)=U"'(2n)}.
Consideraremos que X e Y estdn dotados de las normas de [0, 2n) y C0, 2n)
respectivamente, los cuales tienen el significado usual del espacio de funciones
continuas y ¢l espacio de las funciones dos veces continuamente diferenciables.

respectivamente. Ademds, para U/ y V en X se considera el producto escalar
definido por
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or

<U,V>=O U|V|+U2V2(l.\'. (3.9)

Para la busqueda de las soluciones cn la forma de trenes de ondas
introducimos la variable z = kgx + wr, de modo que consideraremos
funciones de la forma U(z) = col{U (kox + wit), Us(kox + wt)). A
sustituir en la ecuacién (3.6) obtenemos

ey +AU+cxf(U)+a gU) +oa®).  (3.10)
e

lo que reescribimos como

2 o d*U dU 2 3
k(;dl(——?»——wc—r+AU+O(f(U)+OL'g(U)+o(a‘)=(). (3.11)
az

de”

Denotando la parte izquierda de esta ecuacién por F(a. U), nuestro
problema se reduce a encontrar las soluciones de la ecuacién Fo, U) = 0.
Como la derivada de Fréchet de un operador lincal ¢s el mismo operador, a la
derivada D, F(0,0), la designamos por medio del operador L: Y — X, definido
por

LU =k2dI "h% —wik)dlau.
p 2

El ndcleo de este operador estd constituido por las soluciones del
sistema bidimensional de ecuaciones dilerenciales ordinarias lincales de
scgundo.orden a cocficientes constantes

u" (K)dU+AU—()
dz dz

Las soluciones dc esta ecuacién, en su forma general, se pucden
representar por Q)e}”—', donde A € C y ¢ cs un vector bidimensional con
componentes en C. Sustituyendo esta forma de las soluciones en la ecuacion
anterior, nos queda

A2 kg dlq)el —Xw(K)Q)c +A(1)e © =0,

lo que es equivalente a
(kg dl +A=Mw(K)Do =0.
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La ecuacidn anterior tiene solucidn no trivial, sty sélo i,

det(kzkgzll + A—d(K)I)y=0.Pero sabemos que det(-k(f dl+ A—iw(K)I)=0,

. - . s . 2
puesto que * iw(K) son los tnicos autovalores de la matriz —k(g dl + A , de
donde se deduce que A =/ y ¢ son, respectivamente, un autovalor y cl
. . 2 .
autovector correspondiente de la matriz —kjdl + A—iw(K)I . Por lo tanto, se
infiere que el espacio nulo del operador L estd formado por funciones de la
forma ¢c'*. Resulta claro que el nicleo de L es bidimensional. Denotando la
parte real y la parte imaginaria de un niimero complejo z, respectivamente
por R(z) e 3(z); tenemos que, como las {unciones linealmente indepen-
dientes, R(Ppe'™) e F(0e'"), satisfacen Ia ecuacion LU = 0, éstas ticnen que
gencrar el niicleo de L. Ademis, no sc pierde generalidad st se supone que
;1(1)“:1 y que las funciones generadoras del niicleo son

iz N k4 dd)]
DO =Rpe™) y P, = =8(pe) == Tk (3.12)
Sea N(L), el nicleo de L, y sea M su complemento ortogonal en Y, de
tal manera que Y = N(L) @ M, donde @ denota Ta suma directa de espacios
vectoriales. y sca L*, el operador adjunto de L con respecto al producto
escalar (3.9), especificamente

2
" 2 ) oy
v = k2d1 Y ok dY 4 ATu =0, (3.13)
0 2 dz
dt z
donde A, es la matriz transpuesta de la matriz A. Claramente, ¢l nicleo de
L*, es bidimensional y st W(z) y Wa(z) generan ¢l niicleo de L*, entonces se
cumplen las siguientes igualdades:
2n J(l sii#
\[s —_— ’ M A | SE—
<q>l.,1_,.>-J'0 DWW de =T
[0 si i=j

Recapitulando, tenemos ue ¢l problema planteado se ha reducido a la
busqueda de soluciones 2r—periédicas de la ecuacion

2
a4y Wl Gay=0 (3.14)
dr- dz

71



en la forma U = col (N. Py+oafd () +n(2)], donde la funcién G denota
los términos de reaccion del sistema, o0 es un pardmetro cscalar de perturbacidn,
®, e N(L) y ne Nt Sustituyendo esta expresién para U en la ecuacion

(3.14) obtenemos
k2do (@] +n"]- wa[®] + 0]+ G (col(N, P)+o[d, +1]=0,
donde los apdstrofes denotan las derivadas con respecto a 2. Ahora, reemplazando
k2 por ko2 +p ywpor w(K) + o, después de agrupar y rcordenar términos y
tomar en cuenta que
ke dod] - w(K)od) + aAD, =0
ki dom" = wol(K)m'+ oA=L
nos quecda
aLn+pd(x|'(D‘|‘ +n’l']~00([d>'l +n']+G(coI(/V. .5) +a[®,+1])-aAl D +n}=0,
que reescribimos como:

n+pd|[ @] +nj]1-ol®| + ]+ ahl®, +1]) = 0. (3.15)

donde. ohl®, +11= L(G(col(N.P)+a[® +n])-cAl®, +1]). Ahora to-
mando en cuenta la ecuacidén (3.15) generamos las siguientes condiciones:
<pd| P+ LY, > —<o[@,+'L Y, >+o<h P+, W >=0 (3.16)
y

<pd{ D[+ ], W) > —<o[@+10'], W, >+a<h[® +n]),¥,>=0. (3.17)

Cuando las ecuaciones (3.16) y (3.17) se cumplen, la solucién de la
ecuacion (3.15) satistace:

N+ L pdi® 41 )= oL @+ +a L e, +11= 0. (3.18)
Las ecuaciones (3.16), (3.17) y (3.18) constituyen ¢l llamado sistema

de ccuaciones de Liapunov-Schmidt para la solucidn de la ecuacion (3.14).
Para la aplicacién del método de Liapunov-Schimidt consideramos la aplicacion



H(n,p.o,o) = c‘()l(Hl,Hz,H3).
donde, H,| esel micmbro izquicrdo de la ecuacién (3.18), H2 es ¢l miembro
izquierdo de la ecuacion (3.16) y H 5 es el miembro izquierdo de la ecuacion

(3.17). Resultaclaroque H: Y x Rx R x R — X x R x R es una funcién
analitica y cumple con ser H(® .0, 0, 0) = (0, 0, 0). La derivada de Fréchet

de Hen (CI;JI ,0, 0, 0) es el operador T dado por la matriz:

(OH, 3H, oH,

T LR e
an  dp do 1 L7do, Lo,
My My OHy =0 d<d), ¥ > <P.W >
an  dp do . ‘

oH, oH, OH, 0 ([<(D],\V2> ([<¢I,‘|’2>
an  9p do

Usando las relaciones definidas en (3.12) puede verse que @ (z) = ®cos(z) y
(1)2 (z) = d>'1 (z). También puede observarse que CI)'I (z)=-— (l)l (z). De modo
que, resulta <P, Wy > =—<d, ¥,>=0,<®), ¥,>=<d,, W,>=1y
< ®,, ¥ >= 1. Dc manera quc, def(T) =— d < CD, W,> < (I)'I Wy >=d
Como d > 0, entonces el operador matricial 7 es invertible y usando el
Teorema de la funcion implicita se puede garantizar la existencia de
funciones n(a), p(a), o(a) tales que H(n(a), p(ar), o(a)) = 0. Por lo tanto,
cstas funciones constituyen la solucién del problema planteado. =
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