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SUPERCONVERGENCIA DEL
GRADIENTE PARA ELEMENTOS
FINITOS RECTANGULARES

Renato Benazic Tomé

Resumen

En el presente trabajo, primeramente
consideramos el Problema de Dirichlet para
un operador eliptico bidimensional de sequndo orden,
luego describimos el espacio de elementos finitos sobre
el cual trabajaremos y consideramos formulas de cuadratura
las cuales son exactas sobre polinomios de grado cuatro en
cada variable. En la seccion 4 enunciamos y demostramos
algunos lemas que sirven para establecer la super-
convergencia del Gradiente la cual se da en la
seccion 5. En las secctones 6 y 7, aplicamos
los resultados de superconvergencia a problemas
de tipo parabdlico e hiperbolico,
respectivamente, usando normas
y seminormas apropiadas.
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El esquema es similar al trabajo de Andreev - Lazarov [1], pero en
nuestro trabajo usamos una forma bilineal mas general y establecemos
la superconvergencia con relacién a problemas hiperbdlicos, la cual no
estd dada en la referencia citada, siendo éste nuestro principal resultado.

1 Preliminares

Sea 2 un dominio en R? tal que su frontera ' es unién de segmentos
de rectas paralelas a los ejes coordenados. Consideremos el siguiente
problema de Dirichlet:

[ (082 @)] - beu@) = f(z), VieQ "

donde z = (z1,z2) y f € L*(Q). El problema (1) estd asociado a la
forma bilineal:

2
a(u,v) =/Q Z ( Ugu gv)+buv dz, Vu,v€ H)(Q) (2)

L,j=1

Asumiremos que se cumplen las siguientes condiciones:
a) a;; son Lipschitzianas sobre 3, V1 <i,j <2
b) a”—a],,‘v’1<z]<2
¢) Jag > 0 tal que Z a;;(x) ‘PH/)J)Z‘!’“VQUEQ (3)

i,j=1

d) 3b>0talque 0<b(z) <b V:rGQ

De (3) deducimos que a(,-) es un operador H}(Q)-eliptico.

En el presente trabajo, usamos las notaciones usuales de los espacios
de Sobolev:

38



H™(Q) {ue L*(Q): D*u e L*(Q),VY]a] <m}, m=0,1,2,...
HP Q) = {ue H'(Q): u| =0}

H™*(Q) = {ueL*®(Q): D*ue L*(N),V]|a|<m},m=0,1,2,...
La nornia en H™(Q), denotada por || - || o se define como
lulzo= Y I Dullgq,
la|<m

el producto interno se denota por (-, -},n.q y la seminorma |- |m,q se definc
como

ula= > 1 D%u§q,
|a]=m

mientras que la norma || + ||in,c0,0 €n H™>®(Q) es definida como

| % {lm,00.0= max || D%u ||e
|a|<m

La solucién débil del problema (1) es una funcién u € Hg (2) la cual
satisface:

a(u,v) = (flv)on, Vv € Hy(Q). (4)

La existencia y unicidad de la solucién de (4) es una consecuencia
del Teorema de Lax-Milgram.

2 El Espacio de Elementos Finitos

Para construir el espacio de elementos finitos My, consideramos
una familia de particiones P = {R¢}ean de 2, regular en cl sentido
de Ciarlet - Raviart [3] tal que cada elemento rectangular R, tiene su
centro en el punto (zf,z%) y lados paralelos a los ejes coordenados X7,
X3, de longitudes he y k¢ respectivamente. Denotemos por h, (resp. h')
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a la mayor (resp. la menor) de tales longitudes. Por regularidad de la
particién P se entiende que:

14
3C; >0 tal que%ZC’l, (5)

Consideremos el recténgulo de referencia R en el plano £1&2, definido
por

R={(t,6) eR?:-1< 6 <1, -1< 6 < 1) (6)

Los vértices y los puntos medios de los lados del rectangulo de refe-
rencia son los ocho nodos de R y seran denotados por B,.. . Con-
sideremos el espacio de pohnomlos P generado por 1, &, &, 61, 5152, £,
£26, y £,62. Si denotamos por P, y P, xn al espacio de los polinomios
de grado n y de grado n en cada variable, respectivamente; entonces se
cumple:

Py CPC Poyo. (7)

Si 4 es una funcién definida en R, entonces existe un tnico polinomio
iy € P el cual lo interpola en los ocho nodos mencionados anteriormente.

A cada elemento rectangular R, le podemos asociar una transfor:
macién afin inversible 7; la cual mapea el rectdngulo de referencia R
sobre R,. Explicitamente:

Ty : R - Ry

(6,6) = Tile, ) = (2! + b6l + kegy) ®)

Si denotamos por J(Ty) a la matriz Jacobiana de T, un sencillo
célculo nos muestra que:

4
detJ(Ty) = ’lfﬁ y detJ(T;Y) = e VeeA (9)

| o

NJ(THll<s v IJ(T7 )||<h,,W€A (10)
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Si ¢ es una funcién real definida en Ry, denotaremos

Pr=poTy, VEEA (11)

Cuando no exista peligro de confusién, suprimiremos el subindice £.
Por la regla de la cadena y (5), tenemos:

% con1128] 1<i<avien (12)
Or; T;

El espacio de elementos finitos M, que usaremos, es definido como:

Mhz{veHg(Q);v|n eﬁ»,weA} (13)

3 Férmulas de Cuadraturas para la Evalua-

cion de Integrales

Definiremos la solucién eprozimada del problema (4} como la fun-

cién up € My la cual satisface

a(uh,v) = (fI’U)O,Q, Yve M,

Desde que los términos de a(-, -) son integrales las cuales no siempre

pueden ser calculadas, vamos a considerar férmulas de cuadratura I con
coeficientes positivos, definidas en el rectdngulo de referencia R. Nece-
sitamos ademas que I interpole exactamente los polinomios de IP’4X4

'\1)

:z @(ar), Ar>0,VEk

k A~
f V@€ Pyxy (14)
A

N)
”

donde los &; son puntos interiores o nodos de R.
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Si ¢ es una funcién real definida sobre Ry, podemos considerar
férmulas de cuadratura I;(y) sobre Ry, usando I:

h[k[I

I(p) = (¢), VEeA. (15)

Denotamos por E(¢) al error de cuadratura sobre R, es decir:

B(9) = [ ede - 1(6). (16)
R
Usamos I para aproximar a(-,-), |- 1o v (})o.q, de la siguiente
manera:
Definicién 3.1
o heke | o~ [, Bu B .
1. ap(u,v) = ;\TI ijzd (a iy aw3> + bt | Vu,v e Hy ()

— 2 —_— 2
heke - ov ov
2. 1“'%,[1, = Z %I (5;) + (a) ; V’U [ Hé (Q)

£eA

3 (Wv)os = ’”’”I[”@] Vu,v e L}(Q).
LeA

La solucién aproximada del problema (4) es un elemento uj, € M,
que satisface

an(un,v) = (flv)oa, YvE M, (17)

La existencia y unicidad del problema aproximado (17) depende del
hecho que ap(:,-) es una forma bilineal, simétrica, continua y coerciva
sobre My, lo cual serd probado en la préxima seccién. Finalmente, ob-
serve que por simplicidad, estamos asumiendo que (f|v)o.q es integrada
exactamente, si esto no ocurriera, podemos considerar (f|v)o p-
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4 Algunos Lemas Previos

Uno de los resultados basicos usados en el preseute trabajo es el
siguiente:

Lema de Bramble-Hilbert. Denotemos por P,, al espacio de poli-
nomios en la variable x = (z;,...,z,) con coeficientes reales de grado
< m. Sea  un subconjunto abierto, acotado, conexo de R"™ y con la
propiedad del cono interior descrito en el Teorema de Calderén [2], [5],
1 < p < oo. Entonces:

1. 3C > 0 tal que si u € W™P(Q) y / DPu =0,Y|3] <m-1,
Q
entonces
lfullm,pe < Clulmpa-

2. De (1), Vw € W™P(Q), Vq € Py, tal que

”w - q”m,P,Q < CIILU‘m,p,Q-

3. lwllmpa < inf  jlw—qllmpe < Clwlnps-
qEPm -1

El lector puede encontrar la demostracion del Lema de Bramble-
Hilbert en [5].

El siguiente Lema serd usado frecuentemente y es una consecuencia
inmediata del Lema de Bramble-Hilbert :

Lema 4.1. Sea {2 un subconjunto abierto, conexo y acotado de R™
tal que su frontera I es regular en el sentido de A. P. Calderén [2]. Si
L : H**'(Q) — R es un funcional lineal acotado sobre H**1(Q) (con
C' > 0 una constante de acotacién), que se anula sobre Py, entonces
3C* =C*(Q) > 0 tal que

IL(u)| < C*Clulirr,o, Yue HH(Q).

Corolario. |E(@)] < Clil, z, Vi € HE(R), donde 2 < k < 5.
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Demostracién. Se sigue del hecho que £ : H*(R) — R es un funcional
lineal acotado que se anula sobre Py y que la férmula de cuadratura /
es exacta sobre Pyyq D Py. O

El siguiente resultado es una consecuencia directa del Lema de
Bramble-Hilbert y del hecho que nuestro operador de interpolacion deja
fijos los polinomios de P».

Lema 4.2. Si 4 € H3(R), entonces
la — ﬁflj,fz < C‘ﬂls,}%; 0<j<3.

Observacién. De ahora en adelante, C' denotard una constante positiva
no necesariamente la misma en cada ocasién.

Lema 4.3. Cada ¢ € P3 satisface:
1. I"A}'j,fi’, < C|ﬁ!iﬁ, 0<i<j<3.

2. max|D%8| < Co,, 4 lal <3.
2 ,

Demostracién. Es una consecuencia directa del Lema de Bramble-
Hilbert y del hecho que P3 es un espacio finito dimensional. ]

Observacién. El Lema 4.3 es vélido para cualquier espacio de poli-
nomios Pr y toda regién de R? que satisface las condiciones de A. P.
Calderén.

El siguiente resultado est4 fuertemente relacionado con la definicién
de T} y sirve para trabajar en el rectdngulo de referencia R en vez de cada
rectangulo R;. Su prueba es una consecuencia del cambio de coordenadas
de una integral doble.

Lema 4.4. Si v € H™(Ry;), con m > 0, entonces

(8l 2t < CH™ Y Jvlm,r,, VE € A

Lema 4.5. [ax(-,-)]*/? es una norma sobre My, equivalente a la norma
|- 110
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Demostracién. Es suficiente probar que ap(-,-) es una forma bilineal,

simétrica, continua y definida positiva sobre My, puesto que de esta

manera, an(-,-) definiria un producto interno el cual a su vez definirfa

una norma [ax(-,-)]'/? equivalente a |- |; o sobre My, puesto que My, es
. - . . 1

un subespacio finito dimensional de H(Q2).

La bilinéalidad y simetria de ax(-,-) son evidentes, mientras que la
continuidad se deduce de la definicién de ax(:, ), (a) - (d) de (3), (12) y

los Lemas 4.3 y 4.4. Por lo tanto, sélo falta probar la coercividad.

Sea u € My, por (c) y (d) de (3) y (14), tenemos
heke | S~ - . Bu du -
ap(u,u) = —_ IV ay——=— |+ I(ba*)
Z 4 Z ( ]a.’ti 6(1,‘J)

lkl " au N du N
= ZTXk:Ak Zaij(a")a_m(ak)%j(ak)-{—

A\

™
|3
z

™

?)

8
-
N
Dl @
|®)
SN
[ M

s

= a0/|Vu|2dm = ao|u|1yg.
Q

O

Observacidon. El Lema 4.5 prueba la existencia y unicidad del problema
aproximado (17).

Los Lemas siguientes, basados en la exactitud de I sobre Pyxq, €s-
tablecen la existencia de otra norma y otro producto interno sobre My,

(ver Definicién 4.1).

Lema 4.6. I’U|1,h = |’U|LQ, Vv e M,
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Lema 4.7. (-,-)o.» es un producto interno sobre My,.

De acuerdo con los Lemas 4.6 y 4.7, podemos definir los espacios de
Hilbert H}(Q) y L2(2) como

H}L(Q) = (Mh’ah('a )) ) L?L(Q) = (Mh’ ('a ')O,h) (18)

Los Lemas siguientes serdn ttiles en el estudio de la superconver-
gencia:

Lema 4.8. Siu € H*(R;) y a;; € H>®(Rl), (1 <4, 3.2), entonces
= du v .
E|> ( ) +but|| < Ch |l ullarlvlig, VoelP

Demostracién. Dado 0 € If”, por la linealidad de E, tenemos:

- (. Bu B
B ‘i._____
(ajaxi 8$J'>|+

+ ]E (buv)| (19)

R 2 éZL % R 2
E Z (a,-j B 5;]‘) + bad < Z

4,j=1

Definimos la funcién L; : HS(R) — R como L;(6) = E ‘&aa—v ,
Zj

J = 1,2. Claramente L; y L, son lineales. Para probar la continuidad
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usamos el tcorema de inmersién de Sobolev y los Lemas 4.3 y 4.4

el = |f &%d&—;ﬁk&wk);—;(dw
R
¢ alZ] oS sty &
’ x; 0.k T R R J
< Ch! [H 5 (;9_::]- 0?Re+ llalls n w'l,f{'
< Ch 'olugr 6 s

De esta manera, por el Lema 4.1

IL;j(6)] < Ch7Moly,r |61, 4 < Chlvly,rl0ls Res

entonces
E (& ﬁ)
aicj
Ju

Haciendo o = Gij € H*(R¢), 1 < 4,57 < 2 en (20) y por la

férmula de Leibnitz:

S Ch|U|I,Rg|OlS,R[9 Voc H?(Rﬂ)a .7 = 112 (20)

- du v ou
Blay; L2 hlag; o
<a]8m 8733) s Ch a’é‘xi s,Re |'U11,Rg
) . 13
a ou
= h a=p (4] Dﬁ
¢ Z Z (ﬁ)D (@) Oz
b\a|:3 BLa 0,R;
'Ivllsz
— 1
5 ou || i
< Ch Z Z”a’ij“&oo,Rz Dﬁ-a—;- lvh’Rl
| lof =3 B<a 10k
Ou
< h
= C tall 3, Re l’UIl,R[
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luego

| Bu v
E(“z:g{@)l < Chliulla,r, v, g, (21)

Para acotar el segundo sumando de (19), definimos L : H3(R) - R

como L(6) = E(b69). Claramente L es lineal y procediendo andloga-
mente que con los L;, se sigue que

IL(6) = | < Ch™ lo,rlI6ll5 2

ysige PP, entonces 69 € Pyxa, se sigue que L(5) = 0. Por el Lema 4.1
y la definicién de L:

|E(b39)| < Chlvlo,r,|ols,R,, Yo € HY(Ry).

Desde que u € H*(R;), tenemos.
|E(b69)| < Chlvlo,r,llulls,z, (22)
Reemplazando (21) y (22) en (19), el resultado se sigue. O

El siguiente resultado es una consecuencia inmediata del Lema an-
terior:

Corolario. Si u € HY(Q) y a;; € H>*(Q), (1 <4,j < 2), entonces
la(u,v) — an(w,v)] < CR® |lullsallv e, Vv e Mp
Lema 4.9. En las condiciones del Corolario anterior, se cumple:
lan(u — ur,v)] < CR® {lullaallv e, Vv e My

Demostracién. Para cada v € My, tenemos

heko |~ | &~ (. Su—ur) B0\ .. . ..
ap(u —ur,v)| < — |E Gij—————— | +b(Gd—4r)d
lan(u —ur )l €3 =7 Z(] 8z, Oz, )

£eA 3,j=1
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2 -
Ly ke /[Z (dﬁﬂ%%l_)%%am-mw} a|  (23)
R

£eA i,j=1

Por el Lema 4.8 y desde que {luf|la,r, < Culls,r,, tenemos:

E

2 e — ——
. Ou-—-wur) ov s
> (aij(_axi—"g:;;) +b(u—u1)v} < Chllulla,r, vk,

1,j=1

Sumando para todo £ € A y aplicando la desigualdad de Poincaré,

tenemos:
heke | ol = . 8(;:\UI) v S e
Z e E I:Z (a,J ——-———aZi 5:—57 + b(a — @)
€A i,j=1

< Ch? |ullaglvle (24)

De los Lemas 4.2 y 4.4, deducimos facilmente que

h .
Y bt / b(a — ar)ode| < OB ullsalviia (25)
feA "

R

Finalmente, usando las ideas introducidas por Zlamal [7], [8], llega-
mos a

2

hok (4 —ay) 0
S oy [ Ho g <O lulaalha 20
e W=l R

Reemplazando (24), (25) y (26) en (23), el Lema se sigue. O

Lema 4.10. Sean u € H*(Q) N H}(N) solucién de (4) y up, € M,
solucién del problema aproximado (17). Si a;; € H*»*(2) para todo
1 <14,7 <2, entonces
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lur —unly; < Ch3 |

Demostracién. Para cada v € M, C H} (), de la hipétesis y por (4)
y (17) se sigue que
a(ua ’U) = ah(Uh,’U),
luego
lan (ur — un,v)| < lap(u = ur,v)| + |a{u,v) — an(u,v)|

por el Lema 4.9 y el Corolario al Lema 4.8, tenemos:

lan(ur — un,v)| < CR¥||ullaalvhie, Vo € Mn
Haciendo v = u—uy € M}, en la desigualdad anterior y por €l Lema
4.5:
aolur —unll g < an(ur —un,ur —up) < CRulls,olur — unlio

De lo anterior y por el Lema 4.6, se sigue la demostracién del Lema
5.10. 0

Observacién. El Lema 4.10 puede ser usado para construir operadores
de recubrimiento tal como se hace en el trabajo de Duran, Muschietti
y Rodriguez [4], los cuales estdn muy relacionados con el estudio de los
estimadores asintoticamente exactos de errores a posteriori.

5 Resultados de Superconvergencia

Lo que sigue es una modificacién del trabajo de Andreev-Lazarov
[1) adaptado a elementos finitos rectangulares como los considerados en
la seccién 2, los cuales son un caso particular de los estudiados por
Lesaint-Zldmal [6]). Consideremos la seminorma | - [} , definida por:

|v|1h—{§n;[(a&) (@) + (%)2(%)]}% 27)
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V3 V3

donde @, = :t—3— + 3 ) Existe una relacién entre |- |7, v |- |1,n

para elementos de My:
Lema 5.1. |v]] , < Cvf1,n, YV € Mp.

Demostracion. Para cualquier v € My, se cumple:

P 2 95\ 2
[vl1 4 é;mz:l l(m}z;.x 6§1> + (mgx 652) }

CZM <C|’U|29—C|U|1h
teA

IN

IN

O

Teorema 5.2. Sean u € H*(2) N H} (1) solucién de (4), up, € My una
solucién del problema aproximado (17) y suponga que a;; € H>*(Q),
V1<i,7 <2 Entonces

Ju — unli p < CRlullag

Demostracién. Por la desigualdad triangular:

lu —unlin < fu—urlip+ fur —unlin (28)

De los Lemas 4.10 y 5.1:

|ui ~ unli p < CRPlullag (29)

Para acotar el primer sumando de (28), definimos las funciones Fy, :
H*(R) - R por Fy, = Q(UT—)(Q,"), dondei=1,2,1<m <4. La
i

linealidad de los Fi,,, es evidente, ademas es facil ver que:

|Fim (@)] < Cllilly 5, Y@ € H(R).

Sélo probaremos la anulacién de Fi,, sobre los polinomios de If”g, la
de Fa, se demuestra de manera andloga. Sid € P 6 4 = £3, el resultado
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o — )
23

3 . A .
cuyas raices son :I:%, son las abscisas de (J,,, entonces Fin, (%) =0y

es trivial. Si @& = £ entonces u; = £, entonces = 3§f -1,

por el Lema 4.1:

a(—ua_é—_l!l(ém) <Clilyp VO E H*(R) con i=1,2,1<m < 4.
Luego:
2 u—u; (i — ar)? , »

lu—unlfn < Z}: (@m) + ————(Qm)

¢eA i=1 96

< CY lalyp < Ch"'llulli,g
leA
es decir

lu —unli p < Chllullag (30)

Reemplazando (28) y (29) en (30), el Teorema se sigue. O

Observacién. El Teorema 6.2 nos muestra que tenemos superconver-
gencia de las derivadas en las direcciones de los ejes coordenados y en
los puntos {T¢(Qm)}eca<m<a-

6 Aplicacién a Problemas Parabélicos

Como en Andreev-Lazarov [1], podemos aplicar los resultados de
la seccién anterior a problemas de Ecuaciones Diferenciales Parciales del
tipo Parabdlico. Sea u : [0, T] — H} () una solucién débil del problema
variacional

(%(t)]v)o’Q +a(u(t),v) = (f®)|v)on Yve Hi(N),0<t<T
(31)
u(z,0) = uo(z)
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Aqui a(-,-) es la forma bilineal de la seccién 1. Sea wuy, la solucién
al problema aproximado:

(%8 ()|v),, + an(un(t),v) = (F(Blv)oa YveE M, 0<t<T

(32)
un(0) = ur(0)

donde up : [0,7] & My. Consideremos los espacios LP(0,T;X) =
L*[X], 1 < p < o0, con normas:

t
iy = [ e 1<p <o

supess{|[u(t)llx : 0 <t < T}

Il oo x)

Ahora consideraremos la norma semidiscreta:

-Wn=1- |l2L°°[L;-:] +1f- ||2m[11;] (33)

donde L? y H} son como en (18). Introducimos también la seminorma:

*2 T *2
| : |1,h,t = o | : ll,h (34)

con |- th como en (27).

Los dos resultados siguientes, cuya prueba es completamente similar
a la dada en el trabajo de Andreev-Lazarov mencionado anteriormente,
establece la superconvergencia del gradiente para este tipo de problemas
usando elementos finitos rectangulares. En realidad, los Lemas de la
seccion 4 sirven para seguir el esquema de [1].

Lema 6.1. Siu € L? [H*(Q2) N Hj()] es la solucién de (31) tal que

du € L’[H 3(0)], uy, es la solucién del problema aproximado (32) y

aij € H>*(Q), V1< i,j <2, entonces
L’[Ha(Q)]>

Ju
lsn =l < OB (HUI|L2[H4(Q)] +|%
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Teorema 6.2. En las condiciones del Lema 6.1, se cumple:
Lﬁ[H"(Q)]>

7 Aplicacién a Problemas Hiperbdlicos

Ju

at

lu—unlipe < CR® (||U||L2[H4(n)] + \

Vamos a aplicar los resultados obtenidos en las secciones anteriores
a problemas hiperbdlicos del tipo mixto.

Sean u : [0,T] — HL(Q) y un : [0,T) = M) soluciones de los
problemas

(ZE@), +a(u®),5) = FOloa YveHYD,0<t<T

)

u(z,0) = up(z) (35)

%%(E’O) = 'UO(];)

(%‘f(tﬂ”)o Hon(un(t),0) = (f(lv)oa YveMu,0<t<T

?

u(0) = ur(0) (36)

52(0) = 5#£(0)

respectivamente.
Introducimos la norma:

M-t =11 llzoopayy + Il - [lzeopzz) (37)

la cual es mas fuerte que la usada por Andreev-Lazarov en el caso
parabdlico, puesto que (37) usa la norma L* para la variable tempo-
ral de funciones valoradas en H, y L%, mientras que (33) usa la norma
L? para funciones valoradas en Hj,.
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El siguiente es el andlogo hiperbdlico del Lema 6.1:

Lema 7.1. Siu € L™ [H*(Q) N Hy ()] es la solucién de (35) tal que

E;l: L [H3(Q)], un es la solucién del problema aproximado (36) y

ai; € H3*(Q), V1 <1,j < 2, entonces
L°°[H3(Q)]>

Demostracién. Para cada t € [0,T], consideremos zx(t) = up(t) —
ur(t) € My. De (35) y (36), para cualquier v € M}, tenemos:

ou

llun = usllh,n < CR? <||u|[L°°[H“(Q Bt

2
(%(t)|v> + an(z(t),v) = [a(u(t),v) — an(u(t),v)] +
0,h

ontutt) w90+ (GO GEOR) + 69

s [(?;Tl(t)l o) - (o) O,J

De los Lemas 4.8 y 4.9 respectivamente, se cumple:

la(u(t),v) — an(u(t),v)| < CR%|lu(t)llsnlvh e (39)

lan(u(t) — ur(t),v)] < CR|lu()llsclvle (40)

R . ou
Desde I es exacta sobre Py, y Ua—tl € Pyy4, tenemos:

‘(Qé?(t"”)o,n - (%(tnv)mh

Con la finalidad de2acotar el tercer sumagdo del lado derecho de

d“u 0*u
62() luego wy = 6t2(t) I: t2 (t)yse

=0 (41)

(38), denctamos w =
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cumple:

82u 82u1
- Fm0l) | < [T [ w-wnuds
(6t2 ot? 0.0 EZA Re
< Ch? Y hb =iy lflo 4
teA
< CRPY bl pldle 4
LeA
< Ch*D Jwlsalvloe
feA
Por la desigualdad de Poincaré:
82%u % o%u .
(G- Gaow) |<ow|Zro| phe w2
Reemplazando (39), (40), (41) y (42) en (38):
822h 3
EOlv)  +an(a(te) < O [lu@llot
0,h
(43)
8*u
—(t \4
” at? ®) 3,le W0, Vo & M

Por la observaciéon del Lema 4.3:

Wia=3 kg <CY 0B g =Clliq, Vve My
LeA e

Reemplazando este resultado en (43):
62
(—Z’l(t)lv) Fan(a(®),0) < CRP[lu(®)llsa+
ot 0.k
(44)

8%u

W(t)

[v|o.@, Vv E M)
3,0
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Haciendo v = Oz (t) en (44) y por el Lema 4.7:

ot
2
(8 zh 8zh ) +ah< azh(t)> < CW'M Oz

h
¢ ()] (45)

0,h

ot? T Ot

2
donde M = ||ul|peo(m4(q)) + % Usando los Lemas 4.5, 4.6
Le=[H3())
y 4.7 en (45):
1d ||0z 2 3 oz,
2= < h°M | —(t
5 7 [ ¢ (¢ ) +ah (Zh(t)yzh(t))jl < C 5 () on

integrando de 0 a t y usando las condiciones iniciales de (36):

1
t 2 2
203 MT/? / ds
0 0,h

ChSM? + / [ Oz, n lzh(s)ﬁ,h:l ds
0

— (s )
Aplicando la desigualdad de Gronwall, se sigue que:

6zh Ozn

ot

IN

+ EAQIW

(s)

A

0,h

Oz 2
)

0,h

+lzn(® s < Ch®M? Vie[0,T) (46)

De (46) se sigue inmediatamente que

Ozn < Ch*M (47)
Ot “ ez
lznllpeory) < CHPM (48)
De aqui el Lema se sigue. a
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Finalmente, para estudiar la superconvergencia del gradiente, defi-
nimos la seminorma:

*2 *
| : |1,h,t = Il,h (49)

sup |-

0<t<T

la cual es mas fuerte que la dada por Andreev-Lazarov para el caso

parabdlico, porque (49) mide la superconvergencia del gradiente de las

iméigenes {Tg(@m)} para cada instante t € [0,T]. Asi el
LeA,1<m<4

siguiente Teorema, cuya prueba es completamente similar a la del Teo-

rema 6.2, mide la superconvergencia en cualquier instante.

Teorema 7.2. En las condiciones del Lema 7.1, se cumple:

L”[Ha(ﬂ)])

1. Podemos extender los resultados obtenidos a transformaciones no
lineales, dando condiciones apropiadas a sus Jacobianos (ver [8]).

ou

lu — uplf . < CRH® (”““L""[H“(Q)] +l 3

Observaciones.

2. La regién Q) puede ser mas general que la considerada aqui, por
ejemplo puede ser un dominio acotado en R? con frontera I' suave
por partes. Para ello, tenemos que dar algunas condiciones adi-
cionales a la particién P (ver [8]).

3. Los resultados de la seccién 8 para ecuaciones hiperbodlicas también
pueden ser obtenidos considerando elementos finitos triangulares y
regiones 2 mas generales (ver [1]).
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