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SUPERCONVERGENCIA DEL 
GRADIENTE PARA ELEMENTOS 

FINITOS RECTANGULARES 

Renato B enazic Tomé 

Resumen 

En el presente trabajo, primeramente 
consideramos el Problema de Dirichlet para 

un operador elíptico bidimensional de segundo orden, 
luego describimos el espacio de elementos finitos sobre 

el cual trabajaremos y consideramos fórmulas de cuadratura 
las cuales son exactas sobre polinomios de grado cuatro en 
cada variable. En la sección 4 enunciamos y demostramos 

algunos lemas que sirven para establecer la super
convergencia del Gradiente la cual se da en la 
sección 5. En las secciones 6 y 7, aplicamos 

los resultados de superconvergencia a problemas 
de tipo parabólico e hiperbólico, 
respectivamente, usando normas 

y seminormas apropiadas. 
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El esquema es similar al trabajo de Andreev - Lazarov [1], pero en 
nuestro trabajo usamos una forma bilineal más general y establecemos 
la superconvergencia con relación a problemas hiperbólicos, la cual no 
está dada en la referencia citada, siendo éste nuestro principal resultado. 

1 Preliminares 

Sea O un dominio en IE.2 tal que su frontera r es unión de segmentos 
de rectas paralelas a los ejes coordenados. Consideremos el siguiente 
problema de Dirichlet: 

-.t [a~,(aijgx~(x))]-b(x)u(x)=f(x), ViEO 
~,J-1 (1) 

ulr =O 

donde x = (x1 , x2 ) y f E L2 (0). El problema (1) está asociado a la 
forma bilineal: 

a( u, v) = { [ t (aiJ ;u :v) + buv] dx, V u, vE HJ (0) (2) 
Jo. i,J=l x~ xJ 

Asumiremos que se cumplen las siguientes condiciones: 

a) aij son Lipschitzianas sobre ñ, V 1:::; i,j:::; 2 
b) aij = aj,i, V1:::; i,j:::; 2 

2 2 
e) 3ao >O tal que ¿ aiJ(x)'l/Ji'l/Jj ~ ¿ '1/Jf, Vx E O 

(3) 

i,j=l i=l 

d) 3 b >o tal que o:::; b(x) :::; b V X En 

De (3) deducimos que a(·,·) es un operador HJ(O)-elíptico. 

En el presente trabajo, usamos las notaciones usuales de los espacios 
de Sobolev: 
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Hm(n) 

Hf:(O) 

Hm,oo(O) 

{u E L 2 (0): Dau E L 2 (0), V /a/ :S m}, m= O, 1, 2, ... 

{u E H 1 (0): uir =O} 

{u E L 00 (0): Dau E L 2 (0), V/a/ :S m}, m= 0,1,2, ... 

La norma en Hrn(n), denotada por // · //m,O se define como 

/1 u ll;,,o= L 11 Dau ll~,o' 
[a[:Sm 

el producto interno se denota por(·, ·)rn,O y la seminorma 1·/m,O se define 
como 

/u/;,,o = L 11 Dau 116,o, 
[a[=rn 

mientras que la norma 11 · llm,oo,o en Hm,oo(O) es definida como 

11 U llm,oo,o= ~~~~ 11 Dau lloo,O 

La solución débil del problema (1) es una función u E HJ (O) la cual 
satisface: 

a(u,v) = (f/v)o,o, \fv E HJ(O). (4) 

La existencia y unicidad de la solución de ( 4) es una consecuencia 
del Teorema de Lax-Milgram. 

2 El Espacio de Elementos Finitos 

Para construir el espacio de elementos finitos Mh, consideramos 
una familia de particiones P = {Re}eEA de n, regular en el sentido 
de Ciarlet - Raviart [3] tal que cada elemento rectangular Re tiene su 
centro en el punto ( xf, x~) y lados paralelos a los ejes coordenados X 1 , 

X2, de longitudes he y ke respectivamente. Denotemos por h, (resp. h') 
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a la mayor (resp. la menor) de tales longitudes. Por regularidad de la 
partición P se entiende que: 

h' 
3 el > o tal que h ::::: e 1· (5) 

Consideremos el rectángulo de referencia R en el plano 6 6, definido 
por 

R = {(6,6) E IR2
: -1:::; 6:::; 1, -1:::; 6:::; 1} (6) 

Los vértices y los puntos medios de los lados del rectángulo de refe
rencia son los ocho nodos de R y serán denotados por F1 , ... , P8 • Con
sideremos el espacio de polinomios JP> generado por 1' 6 ' .6' a' 6 6' ~~' a 6 y 6 ~~. Si denotamos por JP> n y JP> n X n al espacio de los polinomios 
de grado n y de grado n en cada variable, respectivamente; entonces se 
cumple: 

(7) 

Si u es una función definida en R, entonces existe un único polinomio 
u¡ E JP> el cual lo interpola en los ocho nodos mencionados anteriormente. 

A cada elemento rectangular Re le podemos asociar una transfor
mación afín inversible Te la cual mapea el rectángulo de referencia R 
sobre Re. Explícitamente: 

Te : --+ Re 
1----t Te(6,6) = (xf + ~6,x~ + ~6) 

(8) 

Si denotamos por J(Tt) a la matriz Jacobiana de T¡_, un sencillo 
cálculo nos muestra que: 

40 

detJ(Tt) = heke 
4 

-1 4 
y detJ(Te ) = htkt, V 1! E A 

11 J(Tt) 11:::; ~ Y 11 J(T¡_- 1
) 11:::; ~',V 1! E A 

(9) 

(10) 



Si r.p es una función real definida en Rt, denotaremos 

rp¿ = r.p o Tt, V fE A (11) 

Cuando no exista peligro de confusión, suprimiremos el subíndice f. 
Por la regla de la cadena y (5), tenemos: 

(12) 

El espacio de elementos finitos Mh que usaremos, es definido como: 

(13) 

3 Fórmulas de Cuadraturas para la Evalua
ción de Integrales 

Definiremos la solución aproximada del problema (4) como la fun
ción Uh E Mh la cual satisface 

a(uh,v) = (flv)o,n, Vv E Mh 

Desde que los términos de a(·,·) son integrales las cuales no siempre 
pueden ser calculadas, vamos a considerar fórmulas de cuadratura i con 
coeficientes positivos, definidas en el rectángulo de referencia k Nece
sitamos además que i interpole exactamente los polinomios de IP4 x4 : 

i(rp) = ¿: Akrp(&k), A.k >o, V k 
k 

f(rp) = J rp(~)d~, V rp E IP4x4 
(14) 

il 

donde los &k son puntos interiores o nodos de k 
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Si cp es una función real definida sobre Re, podemos considerar 
fórmulas de cuadratura Ie(cp) sobre Re, usando i: 

heke ~ ~ 
Ie(cp) = -

4
-I(cp), V e E A. 

Denotamos por É(rp) al error de cuadratura sobre R, es decir: 

É(rp) = 1 rpd~- i(rp). 

k 

(15) 

(16) 

U samas i para aproximar a(-, ·), \ · h,o y ( ·\· )o,o, de la siguiente 
manera: 

Definición 3.1 

l. ah(u,v) = L h~ke i [ t (aii ::. ::.) + buv] Vu,v E HJ(O) 
fEA i,j=l t J 

2. lvll,h = ~ h~kt j [ (::J + (::,)'] , \i v E HJ ((]) 

3. (u\v)o,h = L h~ke i [uv], V u, vE L 2 (0). 
fEA 

La solución aproximada del problema (4) es un elemento uh E Mh 
que satisface 

(17) 

La existencia y unicidad del problema aproximado (17) depende del 
hecho que ah(·,·) es una forma bilineal, simétrica, continua y coerciva 
sobre Mh, lo cual será probado en la próxima sección. Finalmente, ob
serve que por simplicidad, estamos asumiendo que (!\ v)o,o es integrada 
exactamente, si esto no ocurriera, podemos considerar (!\ v)o,h· 
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4 Algunos Lemas Previos 

Uno de los resultados básicos usados en el presente trabajo es el 
siguiente: 

Lema de Bramble-Hilbert. Denotemos por lP' m al espacio de poli
nomios en la variable x = (x 1 , ... , xn) con coeficientes reales de grado 
:S m. Sea O un subconjunto abierto, acotado, conexo de ffi.n y con la 
propiedad del cono interior descrito en el Teorema de Calderón [2], [5], 
1 :S p < oo. Entonces: 

l. 3 e > O tal que si u E wm,P(f!) y In Df3u = O, V 1,81 :S m- 1, 

entonces 

llullm,p,O :S elulm,p,O· 

2. De (1), V w E wm,p(O), V q E Pm-1 tal que 

llw- qllm,p,O :S elwlm,p,O· 

3. llwllm,p,O :S i'Pnf llw- qllm,p,O :S elwlm,p,O· 
qE m-1 

El lector puede encontrar la demostración del Lema de Bramble
Hilbert en [5] .. 

El siguiente Lema será usado frecuentemente y es una consecuencia 
inmediata del Lema de Bramble-Hilbert : 

Lema 4.1. Sea O un subconjunto abierto, conexo y acotado de ffi-711 

tal que su frontera r es regular en el sentido de A. P. Calderón [2]. Si 
L : H k+ 1 (O) -+ ffi. es un funcional lineal acotado sobre H k+ 1 (O) (con 
e > O una constante de acotación), que se anula sobre IP'k, entonces 
:Je* = e*(O) >O tal que 

IL(u)l :S e*elulk+l,O, \fu E Hk+l(O). 

Corolario. IE(u)l :S e lulk,R' \fu E Hk(R), donde 2 :S k :S 5. 
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Demostración. Se sigue del hecho que E: Hk(fl)-+ IR es un funcional 
lineal acotado que se anula sobre JP> k y que la fórmula de cuadratura i 
es exacta sobre lP4x4 :J JP4. O 

El siguiente resultado es una consecuencia directa del Lema de 
Bramble-Hilbert y del hecho que nuestro operador de interpolación deja 
fijos los polinomios de lP2. 

Lema 4.2. Si u E H 3 (R), entonces 

!u- u¡ij,.R ~e lul3,_n, o~ i ~ 3. 

Observación. De ahora en adelante, e denotará una constante positiva 
no necesariamente la misma en cada ocasión. 

Lema 4.3. Cada v E JP>3 satisface: 

1. lvlj,.R ~e lvli,.R• o~ i < i ~ 3. 

2. m?-X !Dav¡ ~e lvllai,R' lal ~ 3. 
R 

Demostración. Es una consecuencia directa del Lema de Bramble
Hilbert y del hecho que JP>3 es un espacio finito dimensional. O 

Observación. El Lema 4.3 es válido para cualquier espacio de poli
nomios JP>k y toda región de IR2 que satisface las condiciones de A. P. 
Calderón. 

El siguiente resultado está fuertemente relacionado con la definición 
de Te y sirve para trabajar en el rectángulo de referencia R en vez de cada 
rectángulo Re. Su prueba es una consecuencia del cambio de coordenadas 
de una integral doble. 

Lema 4.4. Si vE Hm(Re), con m;:::: O, entonces 

lvlm,.R ~ ehm-1 iv!m,Ro V fE A. 

Lema 4.5. [ah(·, ·)F/2 es una norma sobre Mh, equivalente a la norma 
1· h,o. 
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Demostración. Es suficiente probar que ah(-, ·) es una forma bilineal, 
simétrica, continua y definida positiva sobre Mh, puesto que de esta 
manera, ah(·,·) definiría un producto interno el cual a su vez definiría 
una norma [ah(·, ·)F/2 equivalente a 1· II,n sobre Mh puesto que Mh es 
un subespacio finito dimensional de HJ (O). 

La bilinealidad y simetría de ah(·,·) son evidentes, mientras que la 
continuidad se deduce de la definición de ah(·,·), (a) - (d) de (3), (12) y 
los Lemas 4.3 y 4.4. Por lo tanto, sólo falta probar la coercividad. 

Sea u E Mh, por (e) y (d) de (3) y (14), tenemos 

= ao J IY'ul2
dx = aolu!I,n. 

n 

o 

Observación. El Lema 4.5 prueba la existencia y unicidad del problema 
aproximado ( 1 7). 

Los Lemas siguientes, basados en la exactitud de i sobre 1P'4 x 4 , es
tablecen la existencia de otra norma y otro producto interno sobre Mh 
(ver Definición 4.1). 

Lema 4.6. lvll,h = lv!I,n, V vE M h. 
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Lema 4. 7. ( ·, · )o,h es un producto interno sobre lvt h. 

De acuerdo con los Lemas 4.6 y 4. 7, podemos definir los espacios de 
Hilbert Hk (D) y L~ (D) como 

Los Lemas siguientes serán útiles en el estudio de la superconver
gencia: 

Lema 4.8. Si u E H 4 (Re) y aij E H 3 •00 (Rf), (1::::; i,j::::; 2), entonces 

[ 
2 ( - -) l A au 8v A 

E '"""" aij-- + buv 
~ 8x· 8x· 

i,j=l " J 

< Ch 11 U lkRell V lh,Re' 

Demostración. Dado v E JP, por la linealidad de E, tenemos: 

[ 
2 ( - -) l A A au av A A A 

E '"""" aij-- + buv ~ 8x· 8x· 
i,j=l t J 

2 

E (a,, Ju Dv ) < ¿ + 
i,j=l 

8xi 8xj 

+IE(buv)l (19) 

Definimos la función Lj ' H 3 (R) --> IR como Lj(&) =E (a::,), 
j = 1, 2. Claramente L1 y L2 son lineales. Para probar la continuidad 
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usamos el teorema de inmersión de Sobolev y los Lemas 4.3 y 4.4: 

ILj(G-)1 = j a-::. df.- L Aka-(&k) ::.(&k) 
• J k J 

R 

< IG-Io,.R 1:: 1 . + Ch-
1 L Ak m¡x IG-1 m¡x 1::.1 

J O,R k J 

< Ch-
1 

[11 iT lls,.R 1:: 1 + 11 iT lls,A lvi1,.R] 
J O,Rc 

< Ch-llvll,Rc 11 Q- lls,R 

De esta manera, por el Lema 4.1 

entonces 

1 

A (A 8v) 1 3 > E 17 axi ~ Ch lvll,Rcll7ls,Rc, V 17 E H (Re), J = 1, 2. (20) 

. au 
Hac1endo 17 = aij- E H 3 (Re), 1 ~ i, j < 2 en (20) y por la 

axi 
fórmula de Leibnitz: 

Ch r L: L: (~)v"-P(a;;)DB ::. 

2 l ~ 
lal =3 f3~a O,Rc 

·lvll,Rc 

< Ch [ L L llaij ll~,oo,Rc IID/3 ::i 11

2 

] ~ lvh,Rc 
lal =3 f3~a O,Rc 

< Ch 11 ::i II3,Rc . lvll,Rc 

47 



luego 

Para acotar el segundo sumando de (19), definimos L: H 3 (R) --t lR 
como L(fr) = E(bfrv). Claramente L es lineal y procediendo análoga
mente que con los Lj, se sigue que 

y si fr E JP>2 entonces frv E IP4x 4, se sigue que L(fr) =O. Por el Lema 4.1 
y la definición de L: 

Desde que u E H 4 (Re), tenemos. 

IE(bfrv)l :::; Chlvlo,RtllulkRt (22) 

Reemplazando (21) y (22) en (19), el resultado se sigue. O 

El siguiente resultado es una consecuencia inmediata del Lema an
terior: 

Corolario. Si u E H 4 (0) y aij E H 3 •00 (0), (1:::; i,j:::; 2), entonces 

la( u, v)- ah( u, v)l :::; Ch3 
11 u lkn 11 v ll1,n, Vv E Mh 

Lema 4.9. En las condiciones del Corolario anterior, se cumple: 

Demostración. Para cada vE Mh tenemos 

[ 
2 ( -- ----) l heke ~ ~ 8(u-u¡) 8v ~ ~ 

lah(u- U¡,v)l:::; L -4- E L aij 8x· 8x. + b(u- u¡)v 
lEA i,j=l t J 
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Por el Lema 4.8 y desde que llu¡ lkRt :::; e lluii4,Rt' tenemos: 

E [ t (aii a(~¡) f) + b(u- u¡)v] :::; Ch llulkRcllvlh.Rc 
i,j=1 Xt XJ 

Sumando para todo /!. E A y aplicando la desigualdad de Poincaré, 
tenemos: 

"'heke E~¡~ (~ __ a(~¡) 8v) b~(~ _ ~ )~] 
L._¿ 4 L._¿ atJ a a + U U¡ V 
lEA i,j=1 Xi Xj 

:::; Ch3 llulkolvh,o (24) 

De los Lemas 4.2 y 4.4, deducimos fácilmente que 

(25) 

Finalmente, usando las ideas introducidas por Zlámal [7], [8], llega
mos a 

"'heke ~ .. J a( u- u¡) av de Ch311 11 1 1 
L._¿ 4 L._¿ atJ ac. ac. <, :::; U 4,0 V 1,0 
l A . . 1 <,t <,J E t,J= R 

(26) 

Reemplazando (24), (25) y (26) en (23), el Lema se sigue. D 

Lema 4.10. Sean u E H 4 (0) n HJ(O) solución de (4) y uh E Mh 
solución del problema aproximado (17). Si aij E H 3 •00 (0) para todo 
1 :::; i, j :::; 2, entonces 
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Demostración. Para cada vE Mh ~ HJ(D), de la hipótesis y por (4) 
y (17) se sigue que 

luego 

por el Lema 4.9 y el Corolario al Lema 4.8, tenemos: 

iah(u¡- uh, v)i :S Ch3 llulknlv!I,n, Vv E Mh 

Haciendo v = u- u¡ E Mh en la desigualdad anterior y por el Lema 
4.5: 

De lo anterior y por el Lema 4.6, se sigue la demostración del Lema 
5.10. o 

Observación. El Lema 4.10 puede ser usado para construir operadores 
de recubrimiento tal como se hace en el trabajo de Durán, Muschietti 
y Rodríguez [4], los cuales están muy relacionados con el estudio de los 
estimadores asintóticamente exactos de errores a posteriori. 

5 Resultados de Superconvergencia 

Lo que sigue es una modificación del trabajo de Andreev-Lazarov 
[1] adaptado a elementos finitos rectangulares como los considerados en 
la sección 2, los cuales son un caso particular de los estudiados por 
Lesaint-Zlámal [6]. Consideremos la seminorma 1 · lr,h definida por: 
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donde O m = (±V:, ±V:). Existe una relación entre 1 · 1; ,h y 1 · h,l• 

para elementos de M h: 

Demostración. Para cualquier vE Mh, se cumple: 

4 

[ ( 
8

v ) 
2 

( 8v ) 
2

] lvli~h < ~~1 m¡x 86 + m¡x 86 

< eL ivi~,R :::; e lvli,n = e ivii,h 
lEA 

o 
Teorema 5.2. Sean u E H 4 (0) n HJ(O) solución de (4), uh E Mh una 
solución del problema aproximado (17) y suponga que aii E H 3

•00 (0), 
\11 :::; i, j :::; 2. Entonces 

Demostración. Por la desigualdad triangular: 

(28) 

De los Lemas 4.10 y 5.1: 

luí- uhii,h :S eh3 llulkn (29) 

Para acotar el primer sumando de (28), definimos las funciones Fim : 
4 ~ 8( u- u¡) ~ . 

H (R) ~ IR por Fim = 8~i (Qm), donde~ = 1, 2, 1 :S m :S 4. La 

linealidad de los Fim es evidente, además es fácil ver que: 

Sólo probaremos la anulación de F1m sobre los polinomios de JP3 , la 
de F2 m se demuestra de manera análoga. Si u E lP ó u = ~5, el resultado 
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t .. l s· ~ ¡::3 C 8(u- u¡) 3C2 1 es nvm . 1 u = .,1 entonces u¡ = <,1, entonces 
86 

= ':.1 - , 

cuyas raíces son ±V:, son las abscisas de Om, entonces F1m(u) = O y 

por el Lema 4.1: 

·¡ 8( u -u¡) ~ 1 ~ ~ 4 ~ 
8~i (Qm) :::; Clul 4 ,n, \fu EH (R) con i = 1,2, 1:::; m:::; 4. 

Luego: 

< L t [8(u- u1 )
2 

(Qm) + 8(u; u1 )
2 

(Qm)] 
lEA i=l 86 6 

< eL lu14,R :::; Ch6 llull~,n 
lEA 

es decir 

Reemplazando (28) y (29) en (30), el Teorema se sigue. O 

Observación. El Teorema 6.2 nos muestra que tenemos superconver
gencia de las derivadas en las direcciones de los ejes coordenados y en 
los puntos {Tl(Qm)}lEA;l:Sm:S4· 

6 Aplicación a Problemas Parabólicos 

Como en Andreev-Lazarov [1], podemos aplicar los resultados de 
la sección anterior a problemas de Ecuaciones Diferenciales. Parciales del 
tipo Parabólico. Sea u : [0, T] -+ HJ (O) una solución débil del problema 
variacional 
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(~~(t)lv) 0 ,0 +a(u(t),v) = (f(t)lv)o,n Vv E HJ(O), O< t < T 

u(x, O) = uo(x) 
(31) 



Aquí a(·,·) es la forma bilineal de la sección l. Sea u¡, la solución 
al problema aproximado: 

(~(t)lv) 0,h + ah(uh(t),v) = (f(t)lv)o,\1 \fv E Mh, O< t < T 
(32) 

donde uh : [0, T] -+ Mh. Consideremos los espacios LP(O, T; X) _ 
LP[X], 1 ~ p ~ oo, con normas: 

lluii~P[X) = ht llu(t)lli:dt, 1 ~ p < oo 

lluiiL=[XJ supess{llu(t)llx : O< t < T} 

Ahora consideraremos la norma semidiscreta: 

111 . IIII,h = 11 . lli=[L~) + 11 . lli=[H~) (33) 

donde L~ y Hk son como en (18). Introducimos también la seminorma: 

(34) 

2 

con 1 · lr,h como en (27). 

Los dos resultados siguientes, cuya prueba es completamente similar 
a la dada en el trabajo de Andreev-Lazarov mencionado anteriormente, 
establece la superconvergencia del gradiente para este tipo de problemas 
usando elementos finitos rectangulares. En realidad, los Lemas de la 
sección 4 sirven para seguir el esquema de [1]. 

Lema 6.1. Si u E L 2 [H4 (0) n HJ(O)] es la solución de (31) tal que 

~~ E L2 [H3 (0)], uh es la solución del problema aproximado (32) y 

aij E H 3 ,=(n), V1 ~ i,j ~ 2, entonces 
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Teorema 6.2. En las condiciones del Lema 6.1, se cumple: 

7 Aplicación a Problemas Hiperbólicos 

Vamos a aplicar los resultados obtenidos en las secciones anteriores 
a problemas hiperbólicos del tipo mixto. 

Sean u : [O, T] -+ HJ (O) y uh : [0, T] -+ Mh soluciones de los 
problemas 

(~(t)lv)o,n +a(u(t),v) = (f(t)lv)o,n Vv E HJ(n),O < t < T 

u(x, O) = uo(x) 

~~ (x, O) = vo(x) 

~(O)= W(O) 

respectivamente. 

Introducimos la norma: 

111 · lh,h = 11 · IIL 00 [H~) + 11 • IIL 00 [L~) 

(35) 

(36) 

(37) 

la cual es más fuerte que la usada por Andreev-Lazarov en el caso 
parabólico, puesto que (37) usa la norma L00 para la variable tempo
ral de funciones valoradas en H~ y L~, mientras que (33) usa la norma 
L 2 para funciones valoradas en H1~. 
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El siguiente es el análogo hiperbólico del Lema 6.1: 

Lema 7.1. Si u E L00 [H4 (0) n HJ (O)] es la solución de (35) tal que 

~~ E L00 [H3 (0)], uh es la solución del problema aproximado (36) y 

aiJ E H 3'00 (0), 'v'1 ~ i,j ~ 2, entonces 

Demostración. Para cada t E [O, T], consideremos zh(t) = uh(t) -
u¡(t) E Mh· De (35) y (36), para cualquier v E Mh tenemos: 

(38) 

De los Lemas 4.8 y 4.9 respectivamente, se cumple: 

ia(u(t), v)- ah(u(t), v)i ~ Ch3 llu(t)lknlvh,n (39) 

A A 8u1 
Desde I es exacta sobre lP'4x4 y va¡ E lP'4x4, tenemos: 

(41) 

Con la finalidad de acotar el tercer sumando del lado derecho de 
[J2u ([)2u ) [J2u¡ 

(38), denotamos w = {)t2 (t), luego W¡ = {)t2 (t) 
1 

= {)t2 (t) y se 
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cumple: 
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1 ( ~>)- a;~I (t)lv ti < 
I
L 1 (w- W¡ )vdxl 
lEA Rt 

Por la desigualdad de Poincaré: 

< Ch
2 L lw- w¡lo,klvlo,k 

lEA 

< Ch
2 L lw13,klvlo,k 

lEA 

< Ch3 L lwl3,n lvlo,n 
lEA 

1 

(

f:Pu éPu¡ ) 1 11 éPu 11 · éJt2 (t)- éJt2 (t)jv o,n ::; Ch3 éJt2 (t) 3,n jv!I,n 

Reemplazando (39), (40), (41) y (42) en (38): 

( a;~h (t)i V) O,h + ah(zh(t), v) ::; Ch3 [iju(t)lkn+ 

(42) 

(43) 

~~~~(tt.n] lvl,,n, Vv E Mh 

Por la observación del Lema 4.3: 

lvli,n = L lvli,Rt::; e¿ lvi~,Rt = Clvl5,n, Vv E Mh 
lEA lEA 

Reemplazando este resultado en (43): 

( a;~h (t)i V) O,h + ah(zh(t), v) ::; Ch
3 [iiu(t)lkn+ 

(44) 

ll~>t)ll,,n] lvlo,n, Vv E Mh 



Haciendo V= o;t (t) en (44) y por el Lema 4.7: 

::; Ch3 M lo;t (t) lo(~5) 
, 

donde M= lluiiL=[H4(fl)] + 11 ~
2

~ 11 Usando los Lemas 4.5, 4.6 
ut L= [H3 (O)] 

y 4.7 en (45): 

integrando de O a t y usando las condiciones iniciales de (36): 

1 

1 a;; (t{. + iz•(t)il,. S 2Ch
3 
MT''' (J.' 1 

8;¡' (s{,h ds)' 

< Ch
6
M

2 + 1' ¡¡a;;•(s{h + izh(s)ii,h] ds 

Aplicando la desigualdad de Gronwall, se sigue que: 

l
o;t(t)l

2 

+lzh(t)ii,h ::; Ch6 M 2 ,VtE[O,T] (46) 
O,h 

De ( 46) se sigue inmediatamente que 

lla;tct)IIL=[L~J < Ch3M 

llzhiiL=[H~] < Ch
3 
M 

De aquí el Lema se sigue. 

(47) 

(48) 

o 
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Finalmente, para estudiar la superconvergencia del gradiente, defi
nimos la seminorma: 

1 · li~h,t = sup 1· li,h 
O~t~T 

(49) 

la cual es más fuerte que la dada por Andreev-Lazarov para el caso 
parabólico, porque ( 49) mide la superconvergencia del gradiente de las 

imágenes {re(Qm)} para cada instante t E [O, T]. Así el 
lEA,l<m<4 

siguiente Teorema, cuya prueba es completamente similar a la del Teo-
rema 6.2, mide la superconvergencia en cualquier instante. 

Teorema 7.2. En las condiciones del Lema 7.1, se cumple: 

Observaciones. 

l. Podemos extender los resultados obtenidos a transformaciones no 
lineales, dando condiciones apropiadas a sus Jacobianos (ver [8]). 

2. La región n puede ser más general que la considerada aquí, por 
ejemplo puede ser un dominio acotado en JR2 con frontera r suave 
por partes. Para ello, tenemos que dar algunas condiciones adi
cionales a la partición P (ver [8]). 

3. Los resultados de la sección 8 para ecuaciones hiperbólicas también 
pueden ser obtenidos considerando elementos finitos triangulares y 
regiones n más generales (ver [1]). 
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