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LA MENOR SUMA DE GRADOS 
QUE CONDUCE A SUCESIONES 

POTENCIALMENTE PK
BIPARTITAS GRÁFICAS 

Daniel Brito, Gladys Lárez y Pedro Mago 

Resumen 

Un grafo bipartito balanceado tiene la propiedad Pk 
si contiene un subgrafo bipartito balanceado completo 

de orden 2k, y una sucesión II = (IIx, ITy) es potencialmente 
Pk - bipartita gráfica si tiene una realización con la 

propiedad Pk· Sea CJ(k, 2n) la menor suma de grados tal que 
toda sucesión bipartita gráfica II de 2n términos sin ceros y 

con suma de grados CJ(IT) ~ CJ(k, 2n) es potencialmente 
Pk - bipartita gráfica. En este artículo se conjetura 

que CJ(k, 2n) = 2(k- 1)(2n- k)+ 2k, y se 
prueba que esto es cierto para k = 2 y 3. 
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1 Introducción 

Sea G = (X, Y, E) un grafo bipartito balanceado de orden 2n, 
con X = {x1,x2, ... , Xn} y Y = {y1,y2, ... ,yn} y sean ai = da(xi) 
y bi = da(yi) para i = 1, 2, ... , n. Una sucesión de enteros no nega-
tivos II = (d1, d2, ... , dn, dn+l, ... , d2n) se llama una sucesión de grados 
bipartita si ai = di y bi = dn+i para i = 1, 2, ... , n. En este caso usa
remos la notación II( G) = (IIx, II y), donde Ilx = ( a1, a2, ... , an) y 
Ily = (bl, b2, ... , bn)· 

Una sucesión S = (S1 , S2) es bipartita gráfica si existe un grafo 
bipartito G para el cual II(G) = S. El grafo resultante G, el cual en 
general no es único, se llama una realización de S. 

Sea II = (IIx, Ily) una sucesión bipartita gráfica, c~n 

n n 

Denotamos cr(IIx) = í:::ai, cr(Ily) = Lbi· Y cr(II) = cr(IIx) + cr(ITy) 
i=l i=l 

se llama la suma de grados de la sucesión. 

Decimos que un grafo bipartito balanceado tiene la propiedad PK 
si tiene un subgrafo bipartito balanceado completo de orden 2k, y una 
sucesión bipartita gráfica II = (IIx, Ily ), con a1 ~ a 2 ~ •.• ~ an ~ 1 y 
b1 ~ b2 ~ ... ~ bn ~ 1, es potencialmente PK - bipartita gráfica si tiene 
una realización con la propiedad PK. 

En [1), Erdos, Jacobson y Lehel propusieron el siguiente problema: 
Determinar la menor suma de grados cr(k, n) tal que toda sucesión gráfica 
II = (d1,d2, ... ,dn) con d1 ~ d2 2: ... ~ dn ~ 1 y cr(II) ~ cr(k,n) es 
potencialmente PK - gráfica. Donde, potencialmente PK . - gráfica en 
grafos significa que II tiene una realización que contiene un subgrafo 
completo de orden k + l. Ellos conjeturaron que 

cr(k, n) = (k- 1)(2n- k)+ 2, 

y la probaron para k= 2. 
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En [2], J. S. Li y Z. X. Song probaron la conjetura para k = 3 y los 
mismos autores la probaron en [3] para k = 4. 

En este artículo, nosotros conjeturamos que la menor suma de gra
dos a( k, 2n) tal que toda sucesión bipartita gráfica II = (Ilx, Ily) con 
a¡ 2: a2 2: ... 2: an 2: 1 y b1 2: b2 2: ... 2: bn 2: 1 y a(II) 2: a(k,2n) es 
potencialmehte Pk - bipartita gráfica satisface 

a(k, 2n) = 2(k- 1)(2n- k)+ 2k 

y la probamos para k = 2 y 3. 

2 Resultados Principales 

Lema. Sea II = (Ilx, Ily) una sucesión bipartita gráfica. Si 

a(II) 2: 2(k- 1)(2n- k)+ 2k 

entonces en Ilx y en Ily hay al menos k términos mayores o iguales a 
k. 

Prueba. Puesto que cualquier realización de II es un grafo bipartito 
balanceado, a(Ilx) = a(Ily ). Sin pérdida de generalidad, supongamos 
que en Ilx hay k - 1 términos iguales a n y los n - k + 1 términos 
restantes son iguales a k - l. Entonces, 

a(IIx) (k- 1)n +(n-k+ 1)(k -1) 
= (k- 1)(2n- k)+ (k- 1). 

Por lo tanto, 

a(II) = a(Ilx) + a(Ily) 2(k- 1)(2n- k)+ 2(k- 1) 
< 2(k- 1)(2n- k)+ 2k, 

lo cual contradice la hipótesis. 

Este lema garantiza que si la conjetura es cierta, es la mejor cota 
puesto que si a(k, 2n) = 2(k -1)(2n- k)+ 2(k -1), entonces la sucesión 
II = (Ilx, Ily) con Ilx = (n, n, ... , n, k - 1, k - 1, ... , k - 1) y Ily 
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cualquier sucesión tal que a(Ily) = (k- 1)(2n- k) +k- 1 no tiene 
ninguna realización que contenga a Kk,k· (Ver Figura 1, en anexo). O 

Teorema l. Si n 2':: 2, entonces a(2, 2n) = 4n, excepto cuando 
Ilx = Ily = (2, 2, 2). 

Prueba. Si n = 2, la única posibilidad para II es Ilx = Ily = (2, 2), y 
la única realización de esta sucesión es K 2,2 • 

Si n = 3 y IIx = Ily = (2, 2, 2) entonces la única realización de II 
es C6 que no contiene a K 2,2,. Las otras posibilidades para II son 

IIx 
Ilx = 

(3,2,1) 
(3, 2, 1) 

y Ily 
y Ily = 

(2,2,2) 
(3,2,1) 

Las realizaciones de estas sucesiones que contienen a K 2,2 , se muestran 
en la Figura 2 (Anexo). 

Para n 2':: 4, usamos inducción sobre n. Si 

n = 4, a(IIx) = a(Ily) 2':: 8. 

Consideramos sólo la igualdad puesto que si hay más lados se garanti
zará con mayor rapidez la existencia de K 2 ,2 . Supongamos entonces que 
a(IIx) = a(IIy) = 8. Las posibilidades de distribuir 8 en 4 términos 
mayores o iguales a 1 son (2,2,2,2), (3,3,1,1), (3,2,2,1) y (4,2,1,1). Com
binando estas posibilidades para Ilx y Ily se tienen 10 combinaciones 
no simétricas. En las Figuras 3 - 6 del anexo se muestran las realiza
ciones correspondientes que contienen a K 2,2 . Además, en la Figura 7 
del anexo se muestra una realización de una de estas combinaciones que 
no contiene a K 2,2· 

Supongamos ahora que el Teorema es cierto para n = p. Esto es, 
para cualquier sucesión bipartita gráfica II = (Ilx, Ily) con 

Ilx = (a1,a2, ... ,ap) y Ily = (b1,b2, ... ,bp) 

tal que a 1 2':: a 2 2':: ... 2':: ap 2':: 1 y b1 2':: b2 2':: ... 2':: bp 2':: 1 y a(II) 2':: 4p, II 
tiene una realización que contiene a K 2 ,2 . 
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Probamos ahora que es cierto para n = p + l. Sean 

Ilx = (ai,az, ... ,ap,ap+I) y Ily = (bi,bz, ... ,bp,bp+I) 

tal que o-(Ilx) = a(Ily) = 2p + 2. Al distribuir 2p + 2 en p + 1 términos 
decrecientes tal que a 1 , b1 :::; p + 1, se tiene que ap+l, bp+l :::; 2. En 

p p 

consecuencia, L ai + L bi ~ 4p y la hipótesis inductiva garantiza la 
i=l i=l 

existencia de K2 ,2 en alguna realización de II 

Claramente, si a(II) ~ 4(p + 1) se tendrán más lados y por lo tanto 
se garantizará la existencia de K 2 ,2 en alguna realización de II. O 

Teorema 2. Si n ~ 3, entonces 0'(3, 2n) 
Ilx = Ily = (4,3,3,3). 

8n - 6, excepto cuando 

Prueba. Si n = 3, entonces a(3, 6) = 18 y la única posibilidad para II 
es Ilx = Ily = (3, 3, 3), cuya única realización es K 3 ,3 . 

Sin= 4 y IIx = Ily = (4, 3, 3, 3), ninguna realización de II contiene 
a K 3 ,3 . (Figura 8). Las otras combinaciones no simétricas para II son: 

Ilx (4,3,3,3) 
IIx = (4,3,3,3) 
IIx Ily 

y Ily = (4,4,3,2) 
y Ily=(4,4,1,1) 
= (4,4,3,2). 

En la Figura 9 se muestran las realizaciones correspondientes que 
contienen a K3,3· 

Paran ~ 5, la prueba se hace por inducción sobre n. 

Si n = 5, a(3, 10) = 34, de manera que a(Ilx) = a(Ily) ~ 17. Las 
posibilidades para Ilx y Ily con la igualdad son (5,5,5,1,1), (5,5,4,2,1), 
(5,5,3,3,1), (5,4,4,3,1), (5,4,4,2,2), (5,4,3,3,2), (5,3,3,3,3), (4,4,4,4,1), 
(4,4,4,3,2) y (4,4,3,3,3). En cada una de las combinaciones no simétricas 
que son sucesiones bipartitas gráficas se verifica la propiedad P3 . 

La prueba se completa siguiendo un argumento similar al del Teo
rema l. o 
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ANEXO 

k-1 k-1 

n-k+1 n-k-1 

Figura l. Ilustración del Lema. 

2 3 

2 2 

2 1 

Figura 2. Realizaciones de 11 que contienen a K 2 ,2 . 
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• 
a) l1y = (2, 2, 2, 2) b) l1y = (3,3,1,1) 

e) l1y = (3, 2, 2, 1) d) l1y = (4,2,1,1) 

Figura 3. Realizaciones de 11 con 11x = (2, 2, 2, 2) que contienen a 
K2,2· 

a) l1y = (3, 3, 1, 1) b) l1y = (3,2,2,1) c)l1y = (4, 2, 1, 1) 

Figura 4. Realizaciones de 11 con 11x = (3, 3, 1, 1) que contienen a 
K2,2· 
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a) lly = (3, 2, 2, 1) b) lly = (4,2, 1, 1) 

Figura 5. Realizaciones de II con IIx = (3, 2, 2, 1) que contienen a 
K2,2· 

Figura 6. Realizaciones de II con IIx = ITy = (4, 2, 1, 1) que contienen 
a K2,2· 
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Figura 7. Ejemplo de una realización de TI= (IIx, Ily ), con 
IIx = (2, 2, 2, 2) y Ily = (3, 2, 2, 1), que no contiene a K 2 ,2 . 

• • 

Figura 8. Ninguna realización de IIx = Ily = (4, 3, 3, 3) puede 
contener a K3,3· 
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a) IIx = ( 4, 3, 3, 3) y 
ITy = (4,4,3,2) 

b) IIx = ( 4, 3, 3, 3) y 
ITy = (4,4,4, 1) 

e) Ilx = ITy = ( 4, 4, 3, 2) 

Figura 9. Combinaciones para II con n = 4 y k= 3. 
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