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LA MENOR SUMA DE GRADOS
QUE CONDUCE A SUCESIONES
POTENCIALMENTE Py -
BIPARTITAS GRAFICAS

Daniel Brito, Gladys Ldarez y Pedro Mago

Resumen

Un grafo bipartito balanceado tiene la propiedad Py
st contiene un subgrafo bipartito balanceado completo
de orden 2k, y una sucesién I = (Ilx, [Iy) es potencialmente
Py - bipartita grdfica si tiene una realizacion con la
propiedad Py. Sea o(k,2n) la menor suma de grados tal que
toda sucesion bipartita grifica I1 de 2n términos sin ceros y
con suma de grados o(I1) > a(k,2n) es potencialmente
Py - bipartita grdfica. En este articulo se conjetura
que o(k,2n) = 2(k — 1)(2n — k) + 2k, y se
prueba que esto es cierto para k =2 y 3.
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1 Introduccién

Sea G = (X,Y,E) un grafo bipartito balanceado de orden 2n,
con X = {z1,22,...,2Zn} v Y = {y1,%2,---,Yn} y sean a; = dg(z;)
y b; = dg(y;) para i = 1,2,...,n. Una sucesién de enteros no nega-
tivos I = (dy,ds,...,dn,dnt1,--.,day) se llama una sucesién de grados
bipartita si a; = d; y b; = dn4; parai = 1,2,...,n. En este caso usa-
remos la notacién II{G) = (Ilx,IIy), donde IIx = (ai,03,...,a,) ¥
Oy = (b, b2,...,bn).

Una sucesién S = (51,852) es bipartita grifica si existe un grafo
bipartito G para el cual II{G) = S. El grafo resultante G, el cual en
general no es 1nico, se llama una realizacién de S.

Sea I1 = (IIx, IIy) una sucesién bipartita grafica, con

HX = (al,ag,...,an) y Hy = (bl,bg,...,bn).

Denotamos o(Ilx) Za,, (Ily) Zb Y o(ll) = o(llx) + o(Ily)

se llama la suma de grados de la sucesmn

Decimos que un grafo bipartito balanceado tiene la propiedad Pk
si tiene un subgrafo bipartito balanceado completo de orden 2k, y una
sucesién bipartita gréfica Il = (IIx,Ily), cona; > a2 > ... >a, > 1y
by > by > ... > b, > 1, es potencialmente Py - bipartita gréafica si tiene
una realizacién con la propiedad Pg.

En [1], Erdds, Jacobson y Lehel propusieron el siguiente problema:
Determinar la menor suma de grados o(k, n) tal que toda sucesién grifica
Il = (di,da,...,dp) condy >ds > ... >d, > 1y o(Il) > olk,n) es
potencialmente Py - grafica. Donde, potencialmente Pg - gréfica en
grafos significa que II tiene una realizacién que contiene un subgrafo
completo de orden k + 1. Ellos conjeturaron que

olk,n) = (k- 1)(2n — k) + 2,

y la probaron para k = 2.
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En (2], J. S. Li y Z. X. Song probaron la conjetura para k = 3 y los
mismos autores la probaron en [3] para k = 4.

En este articulo, nosotros conjeturamos que la menor suma de gra-
dos o(k,2n) tal que toda sucesién bipartita grafica II = (IIx,Ily) con
a1>a3>...2a, >21yby >ba>...>b,>1yo(Ml) > o(k,2n) es
potencialmente P - bipartita grafica satisface

o(k,2n) = 2(k — 1)(2n — k) + 2k

y la probamos para k =2 y 3.

2 Resultados Principales

Lema. Sea II = (Ilx,IIy) una sucesidn bipartita grdfica. Si
o(Il) > 2(k — 1)(2n - k) + 2k

entonces en Hx y en lly hay al menos k términos mayores o iguales a

k.

Prueba. Puesto que cualquier realizacion de II es un grafo bipartito
balanceado, o(Ilx) = o(Ily). Sin pérdida de generalidad, supongamos
que en IIx hay k£ — 1 términos iguales a n y los n — k£ + 1 términos
restantes son iguales a k — 1. Entonces,

o(llx) = (k=1n+n—-k+1)(k-1)
= (k-1D2n—-k)+(k-1).
Por lo tanto,
o(lly=c(lIx)+o(lly) = 2(k-1)(2n—k)+2(k—-1)

< 2k-1)(2n—k)+ 2k,
lo cual contradice la hipétesis.
Este lema garantiza que si la conjetura es cierta, es la mejor cota

puesto que si o(k,2n) = 2(k — 1)(2n — k) + 2(k — 1), entonces la sucesién
I = (Ux,dy) con Ix = (n,n,...,n,k—-Lk—-1,...,k—1) y Iy
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cualquier sucesién tal que o(ITy) = (k —1)(2n — k) + k — 1 no tiene
ninguna realizacién que contenga a Ky ;. (Ver Figura 1, en anexo). O

Teorema 1. Si n > 2, entonces 0(2,2n) = 4n, exzceplo cuando
Ix =y = (2,2,2).

Prueba. Sin = 2, la dnica posibilidad para [T es [Ix = Oy = (2,2), y
la unica realizacién de esta sucesién es K 2.

Sin=3yIIx =y = (2,2,2) entonces la unica realizacién de I
es Cs que no contiene a K, 5 . Las otras posibilidades para II son

(3,251) y HY = (
3,2,1) y Iy = (

x
Ix

Las realizaciones de estas sucesiones que contienen a Kj 2, se muestran
en la Figura 2 (Anexo).

Para n > 4, usamos induccién sobre n. Si
n=4,0(llx) = o(lly) > 8.

Consideramos sélo la igualdad puesto que si hay mas lados se garanti-
zard con mayor rapidez la existencia de K3 2. Supongamos entonces que
o(llx) = o(Ily) = 8. Las posibilidades de distribuir 8 en 4 términos
mayores o iguales a 1 son (2,2,2,2), (3,3,1,1), (3,2,2,1) vy (4,2,1,1). Com-
binando estas posibilidades para IIx y IIy se tienen 10 combinaciones
no simétricas. En las Figuras 3 - 6 del anexo se muestran las realiza-
ciones correspondientes que contienen a K3 2. Ademds, en la Figura 7
del anexo se muestra una realizacién de una de estas combinaciones que
no contiene a K .

Supongamos ahora que el Teorema es cierto para n = p. Esto es,
para cualquier sucesién bipartita gréfica [T = (Ilx,IIy) con

HX:(al,ag,...,ap) y Hy:(bl,bg,...,bp)
talquea; >as>...2a,21ybi >2b,>...20,>1yo(ll) >4, 10

tiene una realizacién que contiene a K> 5.
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Probamos ahora que es cierto para n = p+ 1. Sean

IOx =(a1,a2,...,8p,ap31) ¥y Iy = (b1,b2,...,bp,bpt1)

tal que o(Ilx) = o(Ily) = 2p + 2. Al distribuir 2p + 2 en p+ 1 términos
decrecientes tal que a1,b; < p + 1, se tiene que apt1,bp41 < 2. En

p p

consecuencia, E a; + E b; > 4p y la hipétesis inductiva garantiza la
. - 1=1 1=1 . .

existencia de K » en alguna realizacién de II

Claramente, si o(IT) > 4(p+ 1) se tendrdn mds lados y por lo tanto
se garantizara la existencia de K5 5 en alguna realizacién de II. O

Teorema 2. Sin > 3, entonces 0(3,2n) = 8n — 6, ezcepto cuando
HX = HY = (453a37 )

Prueba. Si n = 3, entonces ¢(3,6) = 18 y la unica posibilidad para II
es IIx = IIy = (3,3,3), cuya unica realizacién es Kj 3.

Sin=4yIx =y = (4,3, 3,3), ninguna realizacién de II contiene
a K3 3. (Figura 8). Las otras combinaciones no simétricas para II son:

Ix = (4,3,3,3) vy Iy =(4,4,3,2)
HX = (4>31373) y HY = (41411a1)
IIx = Ty = (4,4,3,2)

En la Figura 9 se muestran las realizaciones correspondientes que
contienen a K3 3.

Para n > 5, la prueba se hace por induccién sobre n.

Sin =5, 0(3,10) = 34, de manera que o(Ilx) = o(lly) > 17. Las
posibilidades para IIx y IIy con la igualdad son (5,5,5,1,1), (5,5,4,2,1),
(5,5,3,3,1), (5,4,4,3,1), (5,4,4,2,2), (5,4,3,.3,2), (5,3,3,3,3), (4,4,4,4,1),
(4,4,4,3,2) y (4,4,3,3,3). En cada una de las combinaciones no simétricas
que son sucesiones bipartitas graficas se verifica la propiedad Ps.

La prueba se completa siguiendo un argumento similar al del Teo-
rema l. O
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ANEXO

n—k+1 n-k—1

Figura 1. llustracién del Lema.

3 2 3 3
2 2 2 2
le 2 1 1

Figura 2. Realizaciones de II que contienen a K3 .
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A I
BN

a‘) HY = (2a2’2a2) b) HY = (3;37 17 1)

N
T

C) Iy = (3a2a21 1) d) Iy = (4,21 1, 1)

Figura 3. Realizaciones de II con IIx = (2,2,2,2) que contienen a
K.

s

a) Iy =(3,3,1,1) b Iy =(3,221) oly=(4,21,1)

Figura 4. Realizaciones de IT con I x = (3,3,1,1) que contienen a
K;,.
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a) My = (3,2,2,1) b) My = (4,2,1,1)

Figura 5. Realizaciones de II con Iy = (3,2,2,1) que contienen a
Koo

Figura 6. Realizaciones de Il con IIx =1IIy = (4,2,1,1) que contienen
a 1{2,2.
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Figura 7. Ejemplo de una realizacién de II = (I1x,IIy), con
Ox =(2,2,2,2) y IIy = (3,2,2,1), que no contiene a Ky 5.

Figura 8. Ninguna realizacién de Ilx = IIy = (4, 3,3,3) puede
contener a Kj 3.
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o) IIx = Iy = (4,4,3,2)

Figura 9. Combinaciones parall conn =4y k = 3.
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