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SOBRE LAS 
n-TRANSFORMACIONES EN 

UNA VARIEDAD CON 
CONEXIÓN AFÍN 

Rodrigo Martínez y Manuel Salazar 

Resumen 

El problema a estudiar está relacionado con la generalización 
de las equivalencias bajo n-transformaciones de conexiones 

afines sobre una variedad M. 
Dos .conexiones \7 y \7 son equivalentes bajo 

n-transformaciones, si para cada par de campos vectoriales 
(X, Y), se tiene: 

Y'xY- Y'xY = n(X)Y (1) 

La generalización consistirá en estudiar (1) con 
combinaciones lineales de las n-transformaciones, establecer 

propiedades relacionadas con los conceptos de curvatura y 
torsión de cada conexión \7 y \7. 
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Se considerará en el lado derecho de la igualdad (1), el campo vectorial; 

C(X, Y) = oJ1(X)Y + ¡JD(Y)X, 

donde a,¡J E C 00 (M) y n E /\(M). 

Finalmente, se establece que en una variedad NI sólo pueden existir 
dos conexiones (bajo la condición de que n es exacta): la de Lyra y la 
de Riemann. 

1 Introducción 

En [3] se muestra un método muy efectivo debido a Weyl, que 
permite plantear problemas de la mecánica, desde el punto de vista de 
la geometría diferencial. 

En [2] y [1] se plantea y se resuelve un problema abierto de la 
mecánica, como lo es el problema del factor generatriz que convierte un 
sistema no holonómico, en uno holonómico para espacios de dimensión 
mayor que dos. 

En el presente trabajo, se generalizan los resultados obtenidos en [3] 
y [2], introduciendo un campo vectorial más general, considerando las 1-
formas exactas (y no cerradas como lo considera [3]) y usando el método 
de Weyl. Esto simplifica fuertemente los resultados obtenidos en [3], 
pues de los tres espacios estudiados allí bajo las n-transformaciones, so
lamente dos de ellos quedan estrechamente relacionados por cierta equi
valencia. 

2 Preliminares 

En el presente trabajo se utilizarán las siguientes notaciones: 

M -Variedad diferenciable de dimensión "n", con base local {x1 , · · · , xn} 
en cada punto p E M. 

C 00 (M) - Anillo de las funciones infinitamente diferenciables sobre M. 

x(M) - Algebra de Lie de los campos vectoriales X, Y, etc, que son 
C00 (M). 
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Tp(J..1) - Espacio tangente en "p" a la variedad M con base local 
{8i = 8~. }. 

r;(M) -Espacio cotangente de Tp(M) con base local {dxi}. 

N(M) - Algebra de Grassman de las r-formas O que son C 00 (M). 

T(M) - Algebra de los campos tensoriales sobre M. 

n 

Vifi = ¿vifi -Suma de Einstein. 
i=l 

g - Tensor métrico en una variedad. 

Las siguientes son definiciones y resultados que serán de utilidad en 
el desarrollo del trabajo. 

Definición l. Sean f E C00 (M), X, Y E x(M), entonces se define 
el corchete de Líe, como el campo vectorial [X, Y] dado por: 

[X, Y]f = X(Y!)- Y(Xf) (2.1) 

Definición 2. Sean Ji: M-+ IR, i = 1,n y w E T;(M), entonces 
w = fidxi es una 1-forma diferenciable si y sólo si cada Ji E C00 (M). 

Definición 3. Para r 2: O, se define la derivada exterior de la r-forma 
n mediante la aplicación 

tal que, 

d : t'/(M)-+ Ar+ 1 (M) 

n-+ do, 

{i) Sir = O, entonces A0 (M) = IR y df(X) = Xf E C00 (M) 
para todo fE C00 (M), X E x(M). 

{ii) Sir = 1, entonces para O E A1 (M), siendo O = fidxi, se sigue 
que 

{iii) d2 = o. 
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Definición 4. Una 1-forma n es exacta si y sólo si existe fE C00 (M) 
tal que n = df. 

Observación: De esta definición se deduce que: 

n = nidxi si y sólo si ainj = ajni, 

es decir la 1-forma n es localmente cerrada. 

Definición 5. Una 1-forma n es cerrada si y sólo si dn =O. 

Observación: Toda 1-forma n exacta es cerrada; lo contrario no es cierto. 

Definición 6. Una conexión sobre una variedad M, es un operador, 

\7 x(M) x x(M) --+ x(M) 

(X, Y)--+ \7 x Y, 

que asigna a cada par de campos vectoriales (X, Y), un campo vectorial 
\7 x Y, al cual se le denomina derivada covariante de Y en la dirección 
X, tal que para todo X, Y, Z E x(M) y fE C00 (M) satisface: 

(i) \7x(Y + Z) = \7xY + \7xZ 

{ii) \7x+yZ=\7xZ+\7yZ 

(iii) \7¡xY = f\7xY 

(iv) \7x(JY) = (Xf)Y + f\7xY 

Definición 7. Sea r una forma bilineal tal que 

{ 
f(X,Y) =\7xY-XY 
qai,aj) = fij(P)- aiaj 

tal forma se denomina Conexión Afín 

(2.2) 

Observación: De esta definición se deduce que existe una relación biu
nívoca entre r y \7, por esto, en lo sucesivo, \7 denotará una conexión 
afín. Al par (M, \7) se le llama variedad con conexión afín. 
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Definición 8. Si Tv : x(M) X x(M) --t x(M) es la aplicación que 
asigna a cada par de campos vectoriales (X, Y), un campo vectorial 
Tv(X, Y) definido por: 

Tv(X, Y)= \7 x Y- \7yX- [X, Y], (2.3) 

entonces Tv(X, Y) se denomina torsión de la conexión \7. 

Definición 9. Si Rv : x(M) X x(M) X x(M) --t x(M) es la aplicación 
que asigna a cada tripleta de campos vectoriales (X, Y, Z), un campo 
vectorial Rv(X, Y)Z definido por: 

Rv(X, Y)Z = \7x\7yZ- \7y\7xZ- V¡x,Y]Z, (2.4) 

entonces Rv(X, Y)Z se denomina, curvatura de la conexión \7. 

Observación: En [2] se muestra que entre los campos vectoriales Tv (X, Y) 
y Rv (X, Y) Z, se tiene una "dependencia" relacionada con la identidad 
de Jacobi: 

[X, [Y, ZJJ + [Z, [X, Y]]+ [Y, [Z, X]]= O 

la cual se obtiene sustituyendo (2.3) en (2.5), resultando 

(2.5) 

cr{Rv(X, Y)Z + (\7 zTv )(X, Y)+ Tv(Z; [Z, Y])}= O, (2.6) 

conocida como: Primera identidad de Bianchi-Padova, donde cr repre
senta la suma cíclica para X, Y, Z. 

Es importante señalar que en el estudio de la geometría de una 
variedad con conexión afín: AN = (M, \7), estos campos vectoriales 
juegan un papel fundamental. 

Definición 10. Dada una variedad con conexión afín \7, entonces se 
define el Tensor de Ricci de la conexión \7, mediante la traza de la apli
cación lineal 

A: 8k --t Rv(8k,8j)8i = R!ykii8¡_, 

que es e= (M). De modo que 

Ricci(8i,8j) = traza(A) = R~kji = Rvji (2.7) 
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Definición 11. Sea An = (M, \7) tal que \7 es la conexión determinada 
por el tensor métrico "g ". Entonces se dice que \7 es la conexión de Lyra 
si y sólo si satisface: 

{ 
(\7 zg)(X, Y) =O 
Tv(X, Y) = O(X)Y- O(Y)X, 

(2.8) 

para todo X, Y, Z E x(M) y O E /\1 (M). 
La tripleta J-L = (M, \7, g), define una Estructura de Lyra. 

Teorema l. En las estructuras de Lyra J-L = (M, \7, g) se tiene: 

a{Rv(X, Y)Z + dO(X, Y)Z} =O, (2.9) 

donde 
dO(X, Y)Z = XO(Y) - YO(X) - O([X, Y]) (2.10) 

La demostración se logra usando las relaciones (2.6), (2.4) y la tor
sión de Lyra. 

Definición 12. Sea An = (M, \7), tal que la conexión \7 determinada 
por la métrica g satisface: 

{ 
(\7 zg)(X, Y) =O 
Tv-(X,Y) =O, 

(2.11) 

para todo X, Y, Z E x(M). Entonces se dice que \7 es la conexión de 
Levi-Civita (o de R.iemann). La tripleta Ji = (M, \7,g), define una 
estructura de Riemann. 

Observación: De la relación (2.6) se deduce que en las estructuras 
Riemannianas se cumple que 

a{ Rv-(X, Y)Z} = O. (2.12) 

También, si en (2.8), la 1-forma O es exacta, entonces, por la 
observación de la definición 4, se concluye que la estructura resultante 
es Riemanniana. 
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Definición 13. Sea An = (M, V), tal que la conexión V determinada 
por g, satisface: 

{ 
(V zg)(X, Y) = 20(Z)g(X, Y) 
Tv(X, Y)= O, 

para todo X, Y, z E x(M) y o E " 1 (M). Entonces se dice que V es la 
conexión de Weyl. La tripleta P, = (M, V, g), define una estructura de 
Weyl. 

3 Resultados Obtenidos en [3] 

En (3), se introducen los conceptos de "buena conexión" y de "cone
xión O-transformables" que permiten desarrollar un método sistemático 
y efectivo desarrollado por Weyl, con el cual se puede obtener una buena 
conexión V' a partir de una V' dada, entendiéndose por buena conexión: 

(i) (V' zg)(X, Y) =O, para todo X, Y, Z E x(M) 

(ii) V' y V' preservan los tensores de curvatura y de Ricci. 

(iii) V' y V' tienen el mismo paralelismo, es decir 

V'xX = >.1X y V'xX = >.2X, 

donde >.1 y >.2 son curvas en la variedad M. 

Surgen entonces las siguientes preguntas: 

(a) ¿Existe tal conexión V', la cual satisface (i), (ii) y (iii)? 

(b) Si existe, ¿cómo obtenerla? 

Las respuestas a estas preguntas se resumen en los subsiguientes 
resultados. 

Definición 14. Las conexiones afines de los espacios An = (M, V') y 
An = (M, V') son O-transformables si y sólo si 

V'xY- V'xY = O(X)Y, 

para todo X, Y E x(M) y O E A'(M). 

(3.1) 
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Teorema 2. Si las conexiones afines de An = (M, V') y An = (M, Y') 
son O-transformables, entonces 

Tv(X,Y) 

(V' xg)(Y, Z) 

= T"V(X, Y)+ O(X)Y- O(Y)X 

20(X)g(Y, Z) 
(3.2) 
(3.3) 

De este resultado se deduce inmediatamente que las conexiones 
afines de Lyra y de Riemann, son O-transformables. 

Teorema 3. Sea A un tensor covariante de tercer orden en M, tal que 
A(Z, X, Y) = A(Z, Y, X) y sea F un tensor covariante de segundo orden 
en M tal que F(X, Y)= -F(Y, X). Entonces existe una única conexión 
afín V' en M tal que 

(V' xg)(Y, Z) 

T"V(X, Y) 

para todo X, Y, Z E x(M). 

A(Z,X,Y) 

= F(X, Y), 

(3.4) 

(3.5) 

Teorema 4. Bajo las O-transformaciones, los tensores de curvatura 
Rfviik y de Ricci R\l ik, son invariantes. 

Teorema 5. Sean V' y V' conexiones afines en M tales que 

(Y' zg)(X, Y) =O y (Y' zg)(X, Y) = O(Z)g(X, Y) = A(Z, X, Y) 

y supóngase que en la base local de M : { xi}, i = 1, n, 

O= Oidxi, 

entonces 

ni = ~ { r;i - r;i} , 
donde r y r son los coeficientes de las conexiones V' y V' respectivamente, 
determinadas por la métrica g. 

Teorema 6. Si las conexiones V' y V' de los espacios con conexión afín 
An = (M, V') y V' n = (M. V') son O-transformables, entonces 

Rv(X, Y)Z = R"V(X, Y)Z + dfl(X, Y)Z (3.6) 

Observación: Se preservará el tensor de curvatura y el tensor de Ricci si 
y sólo si O es cerrada. 
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4 Generalización de los Resultados Obteni
dos en [3] 

Se propone ahora, como resultados de este trabajo, la general
ización de los teoremas enunciados anteriormente, con la previa intro
ducción de la siguiente, 

Definición 15. Sean An = (M, \7) y An = (M, Y') espacios con cone
xiones afines \7 y \7. Diremos que \7 y \7 son O-equivalentes si existe 
un campo vectorial 

C(X, Y) = aO(X)Y + $0(Y)X (4.1) 

tal que 
Y'xY- Y'xY = C(X,Y), (4.2) 

donde a,$ E c=(M). 

Esta definición, produce inmediatamente otra donde se extiende la 
noción de O-equivalentes a los espacian An y An. 

Definición 16. Sean An =(M, Y') y An =(M, \7), espacios con cone
xiones afines \7 y \7, tales que: 

{ 
(Y' z g)(X, Y)= A(Z, X, Y) 
T-v(X,Y) =O 

{ 
(Y'z g)(X, Y)= O 
Tv-(X, Y) = C(X, Y). 

(4.3) 

( 4.4) 

Si existe O E A'(M) tal que se cumpla (4.1), entonces diremos que An y 

An son O-equivalentes. 

Teorema 7. Sean An = (M, \7) y An = (M, \7) O-equivalentes. En
tonces 

Tv-(X,Y) 

(\7 zg)(X, Y) 

= T-v(X, Y)+ C(X, Y)- C(X, Y) (4.5) 

2a0(Z)g(X, Y)+ ¡Jg(O(X)Y + O(Y)X, Z)(4.6) 
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Como puede observarse, (4.5) y (4.6), generalizan las relaciones (3.2) 
y (3.3) del Teorema 2. Sólo basta poner a = 1 y f3 = O, en la relación 
(4.1) y (4.6). 

Teorema 8. Si An = (M, V') y An = (M, V') son D.-equivalentes, en
tonces en la base local de M se tendrá: 

(4.7) 

donde ri = r;i y D.= D.idXi. 

De nuevo, haciendo a = 1 y f3 = O en ( 4. 7) se obtiene la generali
zación del Teorema 5. 

Observación: El Teorema 8, asegura algo más que no se asegura en [3]: 
"D. es una 1-forma global", pues se puede demostrar por la transforma
ción de coordenadas xí ----+ yí, con 

i = 1,n 

y la transformación de coordenadas hsr del tensor 9ij(x) en el sistema 
{yí}, dada por, 

que 
(D.i)x dxí = (D.i)y dyí. 

Teorema 9. Si los espacios An = (M, V') y An (M, V') son D.
equivalentes, entonces los campos de curvatura en ambos espacios satis
facen: 

R-v(X, Y)Z R'V(X, Y)+ adD.(X, Y)Z + (4.8) 

+ j3D.- 1 (Z) { [V, W]- D.(Z) 2 [X, Y]- D.(V'xZ)W+ 

+ D.(\i'yZ)V + T'V(V, W) + f3(D.(W)V- O(V)W) } 

donde V= D.(Z)X y W = D.(Z)Y. 

Observación: Si a = 1 y f3 = O, entonces de ( 4.8) se deduce la relación 
(3.6), es decir el Teorema 9 generaliza al Teorema 6. Más aún, si a = O 
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y {3 = 1, entonces de (4.8) se deduce que n es cerrada si y sólo si se 
preservan las curvaturas. 

El siguiente resultado asegura que la invariancia del tensor curvatura 
en espacios n-equivalentes, se logra si la 1-forma n es localmente exacta 
y no cerrada, como se prueba en [3]. 

Teorema 10. El tensor curvatura en espacios n-equivalentes es inva
riante si y sólo si n es localmente exacta, para {3 f= -na. 

Demostración 

De ( 4.8) se obtiene: 

K(X, Y)Z = a dn(X, Y)Z + /3 { p(X, Z)Y- p(Y, Z)X + 
+ n(Z)Tv(X, Y) } , 

donde: 

K(X, Y)Z = R-v(X, Y)Z- Rv(X, Y)Z 

p(X, Y) = (V' xn)(Y)- {3n(X)n(Y) (4.9) 

utilizando ahora los campos base X = ai, Y = 8j y Z = ak, se tendrá 
que K(X, Y)Z =O si y sólo si 

a { 8inj - 8jni} 8f + /3 { Pik8J - Pjk8J + nkT~,;} =O, 

luego, usando (4.9), haciendo f =k y sumando, se obtiene: 

(na+ /3){ ainj - ajni} = o. 

Se concluye entonces por la Definición 4 y por hipótesis que n es 
localmente exacta. 

5 Aplicaciones 

PRIMERA: Sean An = (M, \7) y An = (M, \7) los espacios de Weyl y 
de Riemann respectivamente; es decir 

{ 
(Y' z g)(X, Y) = 2n(Z)g(X, Y) 
Tv(X, Y)= n(Y)X- n(X)Y 

{ (\7 z g)(X, Y) =O 
T-v(X,Y) =O. 
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En [3] se prueba que estos espacios son n-transformables si n es 
cerrada. Entonces probaremos que estos espacios son n-equivalentes, si 
n es exacta. 

En efecto, sea f : NI ---t IR, tal que, 

entonces 
(\7 z G)(X, Y) = g((Z(f) + 2n(Z)f)X, Y), 

ahora, para que (\7 z G)(X, Y) =O, es necesario y suficiente que: 

n(Z) =-
2
1

1
z(f), 

que en coordenadas locales se expresa 

de aquí se concluye que \7 satisface: 

{ 
(\7 z G)(X, Y) =O 
Tv(X, Y) = n(Y)X- n(X)Y; 

es decir, V' es la conexión de Lyra y el espacio An se transforma en 
el espacio de Lyra bajo la condición, como hemos visto, de que n sea 
localmente exacta. 

SEGUNDA: Sean An = (M, V') y An = (M, \7) los espacios de Lyra y 
de \Yeyl respectivamente; es decir: 

{ 
(\i'z g)(X, Y)= O 
Tv(X, Y) = n(X)Y- n(Y)X 

{ 
(V' z g)(X, Y) = 2n(Z)g(X, Y) 
Tv(X, Y)= n(Y)X- n(X)Y. 

y asumamos el mismo cambio, dado en la primera aplicación 

{ 
nk = ~ak(ln f) 
f 9ki - Gkj, 

entonces se tiene que la conexión V' satisface: 
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es decir, 'V es la conexión de Riemann y el espacio An se transforma 
ahora en el espacio de Riemann, bajo la condición de que 'V es localmente 
exacta. 

De estas dos aplicaciones se desprende, sin ninguna duda, que si la 
1-forma n es exacta, entonces se simplifica fuertemente los resultados de 
[3]. De allí que podemos, en base a todo esto, observar que en realidad en 
la variedad l\1 sólo existirán dos conexiones: la de Lyra y la de Riemann. 
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