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SOBRE LAS
QO-TRANSFORMACIONES EN
UNA VARIEDAD CON
CONEXION AFIN

Rodrigo Martinez y Manuel Salazar

Resumen

El problema a estudiar estd relacionado con la generalizacion
de las equivalencias bajo S2-transformaciones de conexiones
afines sobre una variedad M.

Dos.coneziones V y V son equivalentes bajo
Q-transformaciones, si para cada par de campos vectoriales
(X,Y), se tiene:

VxY - VxY = QX)Y (1)

La generalizacidn consistird en estudiar (1) con
combinaciones lineales de las S)-transformaciones, establecer
propiedades relacionadas con los conceptos de curvatura y
torsidn de cada conezrién V y V.
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Se considerar en el lado derecho de la igualdad (1), el campo vectorial;
C(X)Y)=aUX)Y + pQ(Y)X,
donde a, 8 € C®(M) y Q € A(M).

Finalmente, se establece que en una variedad M sélo pueden existir
dos conexiones (bajo la condicién de que  es exacta): la de Lyra y la
de Riemann.

1 Introduccidon

En [3] se muestra un método muy efectivo debido a Weyl, que
permite plantear problemas de la mecdnica, desde el punto de vista de
la geometria diferencial.

En [2] y [1] se plantea y se resuelve un problema abierto de la
mecanica, como lo es el problema del factor generatriz que convierte un
sistema no holondémico, en uno holondémico para espacios de dimensién
mayor que dos.

En el presente trabajo, se generalizan los resultados obtenidos en [3]
y [2], introduciendo un campo vectorial mas general, considerando las 1-
formas exactas (y no cerradas como lo considera [3]) y usando el método
de Weyl. Esto simplifica fuertemente los resultados obtenidos en [3],
pues de los tres espacios estudiados alli bajo las Q2-transformaciones, so-
lamente dos de ellos quedan estrechamente relacionados por cierta equi-
valencia.

2 Preliminares

En el presente trabajo se utilizardn las siguientes notaciones:

M - Variedad diferenciable de dimensién “n”, con base local {z*,--- ,z"}
en cada punto p € M.

C° (M) - Anillo de las funciones infinitamente diferenciables sobre M.
x(M) - Algebra de Lie de los campos vectoriales X,Y, etc, que son
C>®(M).
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Tp(M) - Espacio tangente en“p” a la variedad M con base local
{0 = &}

Tx(M) - Espacio cotangente de T,(M) con base local {dz'}.
AT(M) - Algebra de Grassman de las r-formas 0 que son C*(M).

T(M) - Algebra de los campos tensoriales sobre M.

Vi, = V' - Suma de Einstein.

=1

g - Tensor métrico en una variedad.

Las siguientes son definiciones y resultados que serdn de utilidad en
el desarrollo del trabajo.

Definicién 1. Sean f € C®(M), X, Y € x(M), entonces se define
el corchete de Lie, como el campo vectorial [X,Y] dado por:

(X,Y]f =X (Y [)-Y(Xf) (2.1)

Definicién 2. Sean f;i : M — R, i=T1,nyw € T;(M), entonces
w = fidz' es una I-forma diferenciable si y solo si cada f; € C*°(M).

Definiciéon 3. Para r > 0, se define la derivada exterior de la r-forma
Q mediante la aplicacidn

d . AT(M) — ATHY(M)
0 — dQ,

tal que,

(i) Sir = 0, entonces A°(M) = R y df(X) = Xf € C®(M)
para todo f € C®(M), X € x(M).
(ii) Si T = 1, entonces para 0 € AY(M), siendo Q) = fidz?, se sigue
que .
dQ = df; A dz' € A*(M)

(iii) d® = 0.
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Definicién 4. Una I-forma 1 es ezacta si y sélo si existe f € CP(M)
tal que 2 = df .

Observacién: De esta definicién se deduce que:
= Qidmi si y sélo si c’)iﬂj = 6]‘01',

es decir la 1-forma 2 es localmente cerrada.

Definiciéon 5. Una I-forma 0 es cerrada si y sélo si dQ2 = 0.
Observacién: Toda 1-forma 2 exacta es cerrada; lo contrario no es cierto.

Definicién 6. Una conexién sobre una variedad M, es un operador,
Vot x(M) x x(M) — x(M)
(X)Y) — VXYa

que asigna a cada par de campos vectoriales (X,Y), un campo vectorial
VxY, al cual se le denomina derivada covariante de Y en la direccion
X, tal que para todo X,Y,Z € x(M) y f € C°(M) satisface:

(i) Vx(Y +2)=VxY +VxZ
(i) VxivyZ=VxZ+VyZ
(iif) V;xY = fVxY

(iv) Vx(fY) =(Xf)Y + fVxY

Definicién 7. Sea I' una forma bilineal tal que

{ ['(X,Y)=VxY - XY 22)

['(0:,0;) = I'};(p) — 0:0;
tal forma se denomina Conexidn Afin
Observacién: De esta definicién se deduce que existe una relacién biu-

nivoca entre I' y V, por esto, en lo sucesivo, V denotard una conexién
afin. Al par (M, V) se le llama variedad con conexién afin.
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Definicién 8. Si Ty : x(M) x x(M) — x(M) es la aplicacidn que
asigna o cada par de campos vectoriales (X,Y), un campo vectorial
Ty (X,Y) definido por:

TV(va):vXY_V)’X'—[X)Y]a (23)

entonces Ty (X,Y) se denomina torsién de la conexién V.

Definicion 9. Si Ry : x(M) x x(M) x x(M) — x(M) es la aplicacidn
que asigna o cada tripleta de campos vectoriales (X,Y,Z), un campo
vectorial Ry(X,Y)Z definido por:

Ry(X,Y)Z =VxVyZ ~VyVxZ - VixyZ, (2.4)

entonces Ry (X,Y)Z se denomina, curvatura de la conexidn V.

Observacién: En [2] se muestra que entre los campos vectoriales T (X,Y)
y Ry(X,Y)Z, se tiene una “dependencia’relacionada con la identidad
de Jacobi:

[X, ¥, Z]] + [2,[X, Y]] + [V, [Z2,X]] = 0 (2.5)

la cual se obtiene sustituyendo (2.3) en (2.5), resultando

o{Rv(X,Y)Z + (VzIv)(X,Y) + Tv(Z;{Z,Y])} = 0, (2.6)

conocida como: Primera identidad de Bianchi-Padova, donde o repre-
senta la suma ciclica para X,Y, Z.

Es importante sefialar que en el estudio de la geometria de una
variedad con conexién afin: Ay = (M,V), estos campos vectoriales
juegan un papel fundamental.

Definicion 10. Dada una variedad con conezion afin V, entonces se
define el Tensor de Ricci de la conexion V, mediante la traza de la apli-
cacion lineal

A — Rv(@k,aj)ai = Rlejiag,
que es C*(M). De modo que

Ricci(8;,0;) = traza(A) = RY,;; = Ry (2.7)
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Definicién 11. Sea A, = (M, V) tal que V es la conezidn determinada
por el tensor métrico “g”. Entonces se dice que V es la conezién de Lyra
si y solo st satisface:

T9(X,Y) =Q(X)Y - QY)X, ’
para todo X,Y,Z € x(M) y Q € AY(M).
La tripleta = (M, V,g), define una Estructura de Lyra.
Teorema 1. En las estructuras de Lyra p = (M,V,g) se tiene:
o{Rv(X,Y)Z +dQX,Y)Z} = 0, (2.9)
donde
dUX,Y)Z = XQY)-YQX) - QX,Y)) (2.10)

La demostracién se logra usando las relaciones (2.6), (2.4) y la tor-
sién de Lyra.

Definicién 12. Sea A, = (M, V), tal que la conezion V determinada
por la métrica g satisface:

(Vz9)(X,Y) =0
{ va)’},y) 0, (2.11)

para todo X,Y,Z € x(M). Entonces se dice que v_es la conezidn de
Levi-Civita (o de Riemann). La tripleta T = (M,V,g), define una
estructura de Riemann.

Observacién: De la relacién (2.6) se deduce que en las estructuras
Riemannianas se cumple que

o{Rs(X,Y)Z} = 0. (2.12)
También, si en (2.8), la 1-forma Q es exacta, entonces, por la

observacién de la definicién 4, se concluye que la estructura resultante
es Riemanniana.
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Definicién 13. Sea A, = (M,V), tal que la conezion V determinada
por g, satisface:

To(X,Y) =0,

para todo X,Y,Z € x(M) y Q € AY(M) ._ Entonces se dice que Vesl
conexion de Weyl. La tripleta i = (M,V,g), define una estructura de
Weyl.

3 Resultados Obtenidos en [3]

En (3], se introducen los conceptos de “buena conexién”y de “cone-
xién Q-transformables” que permiten desarrollar un método sistemético
y efectivo desarrollado por Weyl, con el cual se puede obtener una buena
conexién V a partir de una V dada, entendiéndose por buena conexién:

(G) (Vzg9)(X,Y)=0, paratodo X,Y,Z € x(M)
(ii) V y V preservan los tensores de curvatura y de Ricci.
(iii) V y V tienen el mismo paralelismo, es decir
VxX=MhX y VxX=XX,

donde A; y A2 son curvas en la variedad M.

Surgen entonces las siguientes preguntas:
(a) ;Existe tal conexién V, la cual satisface (i), (i) y (iii)?
(b) Si existe, jcomo obtenerla?

Las respuestas a estas preguntas se resumen en los subsiguientes
resultados.

Peﬁniciéxl 14. Las coneziones afines de los espacios A, = (M,V) y
A, = (M, V) son Q-transformables si y sélo si

VxY — VxY = Q(X)Y, (3.1)
para todo X, Y € x(M) y Q € A'(M).
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Teorema 2. Si las coneziones afines de A, = (M,V) y A, = (M,V)
son Q)-transformables, entonces

Te(X,Y) = Tv(X,Y)+QX)Y - Q)X (3.2)
(Vxg)(Y,2) = 2Q(X)g(Y,2) (3.3)
De este resultado se deduce inmediatamente que las conexiones

afines de Lyra y de Riemann, son Q-transformables.

Teorema 3. Sea A un tensor covariante de tercer orden en M, tal que
A(Z,X,Y) = A(Z,Y,X) y sea F un tensor covariante de segundo orden
en M tal que F(X,Y) = —F(Y, X). Entonces eziste una tinica conexion
afin V en M tal que

(Vxo)(Y,Z) = A(Z,X,Y) (3.4)
TV(Xu Y) = F(X: Y)1 (35)
para todo XY, Z € x(M).

Teorema 4. Bajo las 2-transformaciones, los tensores de curvatura
e . . . .
RV.—,-k y de Ricci Rv ., son invariantes.

Teorema 5. Sean V y V coneziones afines en M tales que
(Vzg)(X,Y) =0 y (Vz9)(X,Y)=Q(Z2)9(X,Y) = A(Z,X,Y)
y supéngase que en la base local de M : {z'},i=T1,n,
0 = Q.de’,
entonces 1 s .
== {Th -5},

dondeT yT son los coeficientes de las coneziones V y 'V respectivamente,
determinadas por la métrica g.

Teorema 6. Si las coneziones V y V de los espacios con conezidn afin
A, = (M,V) y V, = (M.V) son Q-transformables, entonces

Ro(X,Y)Z = Ry(X,Y)Z +d(X,Y)Z (3.6)

Observacidn: Se preservard el tensor de curvatura y el tensor de Ricci si
y sélo si §2 es cerrada.
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4 Generalizacién de los Resultados Obteni-
dos en [3]

Se propone ahora, como resultados de este trabajo, la general-
izacion de los teoremas enunciados anteriormente, con la previa intro-
duccién de la siguiente,

Definicién 15. Sean A, = (M,V) y Zn_: (M, V) espacios con comne-

ziones afines V y V. Diremos que V y V son Q-equivalentes si eriste
un campo vectorial

C(X,Y) = aUX)Y + BO(Y)X (4.1)

tal que _
VxY -VxY =C(X,Y), (4.2)

donde a, 3 € C*(M).

Esta definicién, produce inmediatamente otra donde se extiende la
nocién de Q-equivalentes a los espacion A, y An.

Definicién 16. Sean A, = (M,V) y &, = (M,V), espacios con cone-
ziones afines V y V, tales que:

(Vz9)(X,Y)=A(Z,X,Y)
{ va)?, Y)=0 (4.3)
(Vzg9)(X,Y)=0
{ va?g,Y) = C(X,Y). (4.4)

Si existe O € N'(M) tal que se cumpla (4.1), entonces diremos que A, y
A, son Q-equivalentes.

Teorema 7. Sean A, = (M,V) y 4, = (M,V) Q-equivalentes. En-
tonces
(V29)(X,Y) = 20QZ2)g(X,Y) +Bg(RUX)Y + V)X, Z)(4.6)
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Como puede observarse, (4.5) y (4.6), generalizan las relaciones (3.2)
y (3.3) del Teorema 2. Sélo basta poner a = 1y 8 = 0, en la relacién
(4.1) y (4.6).

Teorema 8. Si A, = (M,V) y 4, = (M,V) son Q-equivalentes, en-
tonces en la base local de M se tendra:
1

Qi=na_6{fi—ri}y (4.7)

donde T; =T, y Q = QdX".

De nuevo, haciendo @ = 1 y 8 = 0 en (4.7) se obtiene la generali-
zacién del Teorema 5.

Observacién: El Teorema 8, asegura algo méds que no se asegura en [3]:
“Q es una 1-forma global”, pues se puede demostrar por la transforma-
cién de coordenadas z* — y*, con

yi(xa"':zn)zyi 1,=1,_n

y la transformacién de coordenadas h, del tensor g;;(z) en el sistema
{v'}, dada por,
3 dy® Oy”
4= D g

que

(Ql)z diL‘i = (Qz)y dyi.

Teorema 9. Si los espacios A, = (M,V) y A, = (M,V) son Q-
equivalentes, entonces los campos de curvatura en ambos espacios satis-
facen:

Ro(X,Y)Z = Ry(X,Y)+adQ(X,Y)Z + (4.8)
+ BN 2Z) { VW] - QU2 X, Y] - QUVxZ)W+
+ UV Z)V + Ty (V,W) + BOQW)V - V)W) )

donde V = Q(Z2)X y W = Q(2)Y.

Observacién: Si o =1y g = 0, entonces de (4.8) se deduce la relacién
(3.6), es decir el Teorema 9 generaliza al Teorema 6. Mds atin, si a =0
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y 8 = 1, entonces de (4.8) se deduce que §} es cerrada si y solo si se
preservan las curvaturas.

El siguiente resultado asegura que la invariancia del tensor curvatura
en espacios §l-equivalentes, se logra si la 1-forma 2 es localmente exacta
y no cerrada, como se prueba en [3].

Teorema 10. El tensor curvature en espacios 2-equivalentes es inva-
riante si y sdlo si §) es localmente exacta, para 8 # —na.
Demostracién
De (4.8) se obtiene:
K(X,Y)Z = adX,Y)Z+B8{ p(X,2)Y —p(Y,Z)X+
+ AUDTY(X,Y) },
donde:
K(X,Y)Z = Rg(X,)Y)Z-Rv(X,Y)Z
p(X)Y) = (VxQ)(Y) - BUX)Q(Y) (4.9)
utilizando ahora los campos base X = 0;, Y = 0; y Z = %, se tendrd
que K(X,Y)Z =0 sl y sélo si
o {0 ~ 0,0} 8% + B {pindt — pixd! + TG, } =0,
luego, usando (4.9), haciendo £ = k y sumando, se obtiene:
(no+ B){0:8); — 9,2} = 0.

Se concluye entonces por la Definicién 4 y por hipétesis que  es
localmente exacta.

5 Aplicaciones
PRIMERA: Sean A, = (M,V) y A, = (M, V) los espacios de Weyl y
de Riemann respectivamente; es decir

{ (VZ g)(X7Y) = 2Q(Z)Q(Xa Y)
To(X,Y) = QY)X — QX)Y

{ (Vzg)(X,Y)=0
Te(X,)Y) =
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En (3] se prueba que estos espacios son {)-transformables si () es
cerrada. Entonces probaremos que estos espacios son {l-equivalentes, si
 es exacta.

En efecto, sea f : M — IR, tal que,

[ gr; = Gy,

entonces
(VzG)(X,Y) =g((Z2(f) +20(2) /) X,Y),

ahora, para que (Vz G}(X,Y) = 0, es necesario y suficiente que:

1
WNZ)=—-—
(2) = =53 2(9),
que en coordenadas locales se expresa

Qr = =0k(In(f)),
de aqui se concluye que V satisface:
(VzG)(X,Y)=0
To(X,Y)=Q)X - QX)Y;

es decir, V es la conexién de Lyra y el espacio A, se transforma en
el espacio de Lyra bajo la condicidn, como hemos visto, de que §2 sea
localmente exacta.

SEGUNDA: Sean 4, = (M,V) y A, = (M,V) los espacios de Lyra y
de Weyl respectivamente; es decir:
{ (Vz9)(X,Y) =0
I$(X,Y) = UX)Y - Q)X
(Vzg)(X,Y) =20(Z)g(X,Y)
To(X,Y)=QY)X - Q(X)Y.
y asumamos el mismo cambio, dado en la primera aplicacién
{ QU = —0k(In f)
far; = Gij,
entonces se tiene que la conexién V satisface:

(VzG)(X,Y) =0
{ To(X,Y) = 0;
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es decir, V es la conexién de Riemann y el espacio A4, se transforma
ahora en el espacio de Riemann, bajo la condicién de que V es localmente
exacta.

De estas dos aplicaciones se desprende, sin ninguna duda, que st la
1-forma € es exacta, entonces se simplifica fuertemente los resultados de
[3]. De alli que podemos, en base a todo esto, observar que en realidad en
la variedad M sélo existirdn dos conexiones: la de Lyra y la de Riemann.
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