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Resumen

Veremos algunos
aspectos de topologia
algebraica, en particular
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cacion de superficies
bidimensionales
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1 ;Cuantos tipos de globos hay?

El contenido de este articulo es una charla dada en el VIII coloquio
de la Sociedad Boliviana de Matematicas, el martes 27 de noviembre
del 2001. Nace del deseo de explicar a un publico no especializado el
tema de mi tesis de doctorado que es sobre homologia ciclica y escision.
Vamos & dar un vistazo al area en el que se encuentra dicho tema, que
es la topologia algebraica, y veremos un poco sobre escision.

Empecemos con un resultado clasico de la topologia algebraica: La
clasificacién de las superficies bidimensionales compactas orientadas.

{Cudntos tipos de globos hay? Si preguntamos esto a un fabri-
cante de globos nos dird: “Hay 134; rojos, azules, verdes, amarillos, lilas,
ete.”

Le decimos: “No nos interesa el color, solo la forma.”

“Ah, hay culebra, pera, forma de pelota, etc.”

Pero a nosotros sélo nos interesa la forma del globo médulo defor-
macién. Es decir, dos globos son del mismo tipo, si se puede deformar
uno en el otro. Como la culebra se puede deformar en la pera y ésta a
su vez en la esfera, estos tres globos son del mismo tipo (topolégico).

Entonces repetimos la pregunta: ;Cuantos tipos de globos hay?
;,Uno, no mas?

Figura 1.1 La esfera no se deforma en el toro

En la figura vemos dos tipos de globos distintos: La esfera no se
puede deformar en la cdmara de llanta, por lo tanto se trata de dos tipos
distintos de globos.
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En la siguiente figura vemos dos tipos mas de globos: el bitoro y el

tritoro.

Figura 1.2 El bitoro y el tritoro son otros dos tipos de globos

Nos damos cuenta entonces que hay infinitos tipos de globos, con 0
huecos (esfera), con un hueco (toro), con dos huecos (bitoro), con tres
huecos (tritoro), etc. Vemos que hay una biyeccién entre N y los tipos de
globos; a cada globo le asignamos el nimero de huecos, que es invariante
por deformacién. Veamos otros globos:

Figura 1.3 También estos globos son clasificables
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El vaso no tiene hueco, por lo tanto es del tipo de la esfera. La taza
tiene un hueco, es del tipo del toro.

Sigamos con los ejemplos

y
A ,

Figura 1.4 Dos tipos de silla

Aqui la correspondencia nos da:

SillaA — 5
SillaB — 0

Esta correspondencia que asigna a cada globo el nimero de hue-
cos se llama invariante — porque es invariante bajo deformaciones, por
ejemplo la taza se puede deformar en el toro y la invariante nc cambia.
Es una invariante bastante simple, en la siguiente seccién veremos otra
invariante.

2 El nimero de singularidades de una su-
perficie

La pregunta de partida ahora es: ;Dada una superficie peluda bidi-
mensional orientada compacta (globo), se puede peinar?. La respuesta
del peluquero ya la conocemos: “Todo se puede peinar.”
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Mejoramos la pregunta: ;Se puede peinar sin que haya remolinos
(Singularidades)?

Esfera : No (Teorema de la no peinabilidad del erizo).
Toro ;o Si
Bitoro : No

Tritoro : No

La pregunta que realmente nos interesa es la siguiente: ;Cudl es el ob-
stdculo que nos impide peinar ciertas superficies? Encontramos que en
el caso de la esfera son dos singularidades simples (todos los pelos salen
o todos los pelos entran a la singularidad). En el caso del toro no hay
obstruccién.

Figura 2.1 Obstruccidn a la peinabilidad de la esfera y del toro.

Para el bitoro encontramos dos singularidades de tipo ensilladura (Notar
que solamente se ve la singularidad de la parte delantera de la figura).

Figura 2.2 Obstruccion e la peinabilidad del bitoro
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y en el caso del tritoro hay 4 de esas singularidades

Figura 2.3 Obstruccidn a la peinabilidad del tritoro.

Bitoro : 2 singularidades tipo ensilladura.
Tritoro : 4 singularidades tipo ensilladura.

Es obvio que si una superficie se puede deformar en otra, el peinado se
puede trasladar con la deformacién, de modo que se puede obtener el
mismo nimero de singularidades para dos superficies del mismo tipo. Si
contamos las singularidades simples (ss) con +1 y las de tipo ensilladura
(se) con -1, el niimero asi obtenido no depende de la forma en que hemos
peinado la superficie, es decir, es invariante por deformacién. Veamoslo
en un ejemplo: Tomemos el método estandar de peinar una superficie
“Dejar caer la miel”. Nos podemos imaginar que dejamos caer miel desde
el punto mas alto de la superficie y perseguimos las trayectorias de las
particulas de miel. Siempre que el plano tangente a la superficie sea
horizontal, tenemos una singularidad.
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Esfera : 2ss = 42

Toro : 288 +2se =42-2 =0
Bitoro : 2ss +4se =+2-4 =-2
Tritoro : 2ss +6se =+2-6 =-4

Lo cual coincide con el nimero de singularidades {(con signos) del peinado
anterior.

3 Homologia

Hemos visto 2 distintas invariantes, una le asigna a cada super-
ficie el nimero de huecos y la otra el nmimero de singularidades con
signos. Esta iltima invariante se puede extender a superficies de dimen-
sién cualquiera, lo cual no se puede hacer con la primera. En general se
puede definir teorfas homolégicas en espacios topoldgicos, no solamente
en superficies. Estas teorias asignan a cada espacio topoldgico un obje-
to algebraico; vamos a ver el caso de que este sea un espacio vectorial
complejo Z-graduado. Es decir

X HX = {Hn(X)}nEZ

que se puede ver como

HX=--oH ;(X)oH (X)d H( X)) Hi(X)Dp H(X)D---.

Las teorias homoldgicas cumplen con las siguientes propiedades.

1. Invarianza por homotopias. Esto equivale a invarianza por defor-
macién en el caso de los globos. Si X, Y son espacios topolégicos, se
dice que son homotépicamente equivalentes, si se puede deformar
uno en el otro y se escribe: X ~ Y. Se cumple:

XY= H,(X)=2H,(Y) Vnelk

2. Valor en un punto: Para las teorias homoldgicas que consideramos



la homologia del punto es

0 Si n#0

H,({p}) =
C Si n=0

\\\‘

Figura 3.1 X ~{p}, Y =§!

Ejemplo: Si X ~ {p}, Y ~ S! como en la figura, entonces
podemos calcular la homologia de X: es igual a la del punto:

0 si n#0
Hn(X)z
C si n=0

Para calcular la homologia de Y, necesitamos herramientas mads
poderosas.

. Si X es la unién disjunta de dos espacios topoldgicos X = X; W
X, entonces la homologia de la unién es la suma directa de la
homologia de X v X,. (En realidad esto vale para cualquier unién

disjunta de espacios topolégicos, ni siquiera tiene que ser enumera-
ble).

. Secuencia de Mayer-Vietoris: Si un espacio M es unién de dos
otros, M = U UV, su homologia se puede determinar usando la
homologia de U, de V' y de la interseccion U N V.
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Figura 3.2 La secuencia de Mayer Vietoris relaciona H(M) con
HU),H V) y HUNYV)

4 Propiedades de la homologia

La motivacién principal de la topologia algebraica se puede resumir
en la siguiente afirmacién: El Algebra es mas facil que la topologia.
Por ejemplo se pueden sumar nimeros, elementos de un anillo, mas no
objetos topolégicos. Con el dlgebra es posible hacer calculos.

Entonces la estrategia es la siguiente:

Se reemplaza el espacio topolégico por un dlgebra y calculamos luego
la homologia del dlgebra. Serd el dlgebra de las funciones continuas
sobre el espacio topoldgico. Recordemos que un 4lgebra (compleja) es
un espacio vectorial (complejo) provisto de una operacién interna, la
multiplicacién, que en nuestro caso es la multiplicacién puntual de las
funciones. Presentamos un pequefio diccionario:



Algebra

C(X), funciones continuas
de X aC

f: X — Ycontinua « f*: ) - X)),
homomorfismo de &lgebras

Espacio topolégico
X

Ly

{r} - C

X~Y - CX)=CY)
X ~ {p} — CX)y~C
Secuencia de MV - escisién

Observemos:

Las funciones de un punto hacia C se pueden identificar con el valor
en el punto, es decir con los elementos de C.

La equivalencia homotdpica de espacios topoldgicos la habiamos vis-
to como deformacién de uno en el otro, pero tiene una definicién exacta
que es la siguiente:

f,9 : X — Y son homotédpicas si existe una familia continua de
funciones hy : X — Y continuas para t € [0,1] de modo que ho = f y
hy = g. Se dice que X e Y son homotdpicamente equivalentes si existen
funciones f : X = Y y ¢: Y — X que son inversos salvo homotopia, es
decir, fog~Idx y go f ~ Idy.

Esta definicién se puede adaptar al caso de dlgebras:

f,g : A — B son homotdpicas si existe una familia continua h; de
homomorfismos de algebras de A a B parat € [0,1] de modo que hg = f
y hy = g. Se dice que A y B son homotoOpicamente equivalentes si existen
funciones f: A =& By g : B = A que son inversos salvo homotopia, es
decir, fog~Iday go f ~ Idp.

Para poder explicar lo que es escisién tenemos que definir previa-
mente lo que es una extensién.

Definicién 4.1. Una extension de dlgebras es una sucesidn exacta corta:
0-5I1—AD A0

donde 7 es sobreyectivo e I es el nicleo de m contenido en A, por lo
tanto es un ideal (f e I,ge A= fgel).
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Ejemplo: Sea A = C(X), Y un subespacio cerrado de X, ¢
I'={f:X->C|flyy=0vVyeY}

Entonces I es el niicleo de la aplicacién de C(X) a C(Y') que se define
tomando la restriccién de una funcién en X al subespacio Y.

4.1 Teorema de escisién para HP

La homologia ciclica periédica bivariante estd definida para
C*®(M) donde M es una variedad diferenciable, sélo tiene términos para
n=0yn=1.

Definicién 4.2. Una extension 0 = I — A — A/I — 0 se dice que

cumple escision para HP, si eriste una sucesion exacta de 6 términos:

I !

HP(A/lI) —— HP(A) —— HP(I)

En 1993 Cuntz y Quillen demostraron que toda extensién cumple
escisién, usando un herramientas matematicas muy sofisticadas.

Vamos a ver como se usa este resultado de escisién en un ejemplo,
calculando la homologia ciclica periodica del dlgebra de funciones sobre
el circulo unitario St.

Ejemplo: Sea 4 = C*(5?),X = S, Y = {1}. Tenemos la extensién
08 —=C®S) =» C-0
foe f)

pues el punto {1} es un subespacio cerrado del circulo. El teorema de
escisién nos da

HPy(S) —— HPy(A) —— HP,(C)

I l

HP,(C) —— HP,(A) ——— HP,(S)
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,Cémo es §7

Figura 4.1 FEl dlgebra S

Tenemos que § = {f : [0,1] = C | f(0) = 0 = f(1)} Conocemos
HP para C, entonces queremos conocer la homologia de S para poder
calcular la homologia de A = C*°(S!).

Sea

C={f:0,1] > C| f(0) = 0}.

Figura 4.2 El dlgebra contrdctil C

Por un lado C es contrdctil, es decir HP(C) = 0 y por otro lado tenemos
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la, extensién

0-85—-C - C—=0
fo= 1)
lo cual nos da la sucesion exacta
HPy(S) —— HPy(C) —— HPF,(Q)

I !

La propiedad de las sucesiones exactas que utilizamos es la siguiente: Si
tenemos una sucesion exacta:

0-A—>B->0

entonces A y B son isomorfos.

Aplicando esta propiedad a la sucesién exacta anterior obtenemos
(Acordarse que la homologia de C es cero en grado uno y C en grado
cero.)

HPy(S)
HP(S)

R
A o

La sucesién exacta larga
0 —— HPF(A) —— C
I Js
0 —— HP(A) —— C

se puede descomponer en dos sucesiones

0 —— HPF,(A) + C + 0
0 —— HP(A) » C > 0
lo que nos da finalmente
HPy(C™(SY) = C
HP(C™(S')) = C.
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