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PRO-MODULOS

Christian Valqui

Resumen

Definimos de una manera elemental la categoria de

pro-médulos indexados por N y caracterizamos los

pro-mddulos inyectivos y proyectivos. Construimos
una resolucion proyectiva y una inyectiva para cualquier
pro-modulo. Finalmente analizamos la definicion de los

morfismos en la pro-categoria usando limites y
definimos ademds lim?!.
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1 Introduccion

Las categorias que se analizan en los primeros afios de estudios
de matemaética generalmente son categorfas de conjuntos con cierta es-
tructura, y un morfismo es una funcién que se aplica a cada elemento
de uno de esos conjuntos y que preserva la estructura. El estudio de
los pro-mdédulos es una buena introduccién para empezar a pensar en
categorias con flechas que no necesariamente son funciones sobre ciertos
conjuntos. En el presente trabajo sobre pro-médulos se imita ciertas
construcciones para moédulos, de modo que alguien familiarizado con
teoria homoldgica de médulos puede transferir sus conocimientos sobre
la categoria de médulos a la de pro-mddulos. Los recientes trabajos de
investigacion del autor hacen uso extensivo de las pro-categorias y esto
est4 relacionado con el uso que se hace de ellas para demostrar el teore-
ma de escisién de Cuntz y Quillen [CQ4]. Manejar con seguridad estas
categorias simplifica enormemente la comprensién de este resultado.

La cohomologia ciclica periédica es el limite de un sistema directo,
pero al pasar al limite se pierde alguna informacién. Por eso es conve-
niente considerar las estructuras de sistemas inversos y/o directos, antes
de pasar al limite. Esto se hace considerando las pro-categorias, los pro-
complejos, etc. Cabe mencionar que casi todos los trabajos relacionados
con el resultado de escisién de Cuntz y Quillen usan las pro-categorias;
algunos que no lo hacen (ver por ejemplo [E]) se vuelven engorrosos al
tener que demostrar propiedades que haciendo uso de las pro-categorias
son triviales. El presente trabajo contiene conceptos basicos que deberia
permitir comprender el primer capitulo de la tesis del autor, que puede
trabajarse a continuacién. Otra aplicacién de estos conceptos se da a
través de la categoria dual, la categoria Ind. En un préximo traba-
jo veremos como el uso de esta categoria simplifica algunos resultados
relacionados con “Shape theory”.

2 Definicion y Ejemplos de Categorias

Definicién: Una categoria es un cuarteto ¢ = (O, hom,id, o) con-
sistente de:

1. Una clase O de objetos, denotada por Ob(C).



2. Para cada par de objetos (4, B) un conjunto hom{A, B), cuyos
miembros son llamados morfismos de A en B, se expresa grafica-

mentecomoA—f+Bof:A——)B.

3. Para cada objeto A de C un morfismo A 1aq A, la identidad de A.

4. Una ley de composicién que asocia a cada par de morfismos A 4B

y B % C un morfismo A 9of C, la composicién de f y g.

Ademds se cumplen las siguientes condiciones:

Al La composicién es asociativa, es decir, para morfismos A EN B,

B3

C’yC—@)D, se cumple que ho (go f) = (hog)o f.

A2 La identidad actia como elemento neutro respecto a la composi-

cién, es decir, para todo A 4, B tenemos quetdgof =f 'y
foida=f.

Como ejemplos tenemos:

1. La categoria de conjuntos. Aqui hom(A,B) es el conjunto de las
funciones de A en B; la identidad y la composicién son las usuales.

2. Las siguientes categorias de conjuntos con estructura:

(a)

Vecy con objetos los espacios vectoriales sobre k y con mor-
fismos las transformaciones lineales entre ellos.

Gr con objetos los grupos y con morfismos los homomorfismos
de grupos.

Top con objetos los espacios topolégicos y con morfismos las
funciones continuas.

Algy con objetos las dlgebras sobre k y con morfismos los
homomorfismos de 4lgebras.

m — Alg con objetos las m-algebras (que son algebras local-
mente convexas de modo que la topologia estd dada por una
familia de seminormas submultiplicativas) y con morfismos
los homomorfismos de 4lgebras que sean continuos.

c — Alg con objetos las c-algebras (que son algebras local-
mente convexas de modo que la multiplicacién sea continua)
y con morfismos los homomorfismos de 4lgebras que sean con-
tinuos.



3. Cada clase X forma una categoria (llamada discreta) donde los
objetos son los miembros de X y los tdnicos morfismos son los
morfismos identidad.

4. Una clase con un preorden (X, <) forma una. categorfa con objetos
los miembros de X y

homa,y) ={ JEVI ot T2

5. A cada semigrupo con unidad G se le asocia una categoria, con un
solo objeto G y con morfismos los elementos del semigrupo con la
composicién dada por la operacién del semigrupo.

3 Pro-categorias

A cada categoria C le vamos a asociar la categorfa pro-C que es la
pro-categoria indexada por los nimeros naturales. Un objeto de pro-C es
una familia A = (A,,) de objetos de € indexada por N conjuntamente con
morfismos en C, o, : A, = A,—1, n > 1, llamados mapeos estructurales.
Los morfismos de un objeto A a otro objeto B en pro-C son clases de
equivalencia de “flechas”. Una flecha de A en B estd dada por un par
(f,N), donde N : N — N es una funcién estrictamente creciente, y f es
una familia de morfismos {f, : Ay(n) = Bn} de modo que para todo n
el diagrama siguiente conmuta:

fu
AN(n+1) —*% Bn1

A fn B
N(n) — n

Para simplificar la notacién vamos a escribir g, para la composicién
O)k+190k420" 00,100, 0 simplemente ¢ si se sobrentienden el dominio
y el codominio.

Dos flechas (f,N),(g, M) de A en B son equivalentes si para to-
don € N existe un m € N, con m > N(n),M(n), de modo que
f'ﬂ ©O0m,N(n) = 9n © Om,M(n)-



Ejercicio 3.1. Demostrar que (Id, Id) y (o,N) son equivalentes como
flechas de A en A, donde N es cualquier funcién estrictamente creciente
con N(n) > n (por ejemplo N(n) =n+1) y o el correspondiente mapeo
estructural.

Ejercicio 3.2. Demostrar que para cada pro-objeto A y cada funcidn
inyectiva creciente N : N = N el pro-objeto A= (AN(n))nen es isomorfo
a A.(Es decir, existen flechas de A en A y viceversa cuya composicion
es igual a o ~ Id).

Verifiquemos las construcciones y condiciones de categoria para pro-
C: ’
Dados los objetos y los morfismos, requerimos del morfismo identidad,
que viene dado por (Id, Id) := {Id, : A, = A,} y laley de composicién,
que vamos a definir del siguiente modo:

Si A% B % C son dos morfismos entonces (g, M)o(f,N)=(g9f,NoM)
donde gfn = gn © fm(n) : AN(M(n)) = Cn. Se comprueba que el par
obtenido es compatible con los mapeos estructurales y nos da por lo
tanto una flecha. Ademas la composicién respeta clases de equivalencia
y por lo tanto nos da una ley de composicién para morfismos. Se verifica
directamente sobre las flechas la asociatividad de la composicién y que
Id es el elemento neutro de la composicién; por lo tanto Al y A2 valen
para los morfismos.

Ejercicio 3.3. Demostrar que todo morfismo f : A — B se puede re-
presentar por una familia f, : A, — B,, reemplazando A por un pro-
mddulo isomorfo.

Comentario: También se puede definir directamente los morfismos
de A en B a través de:

Hom(A, B) := limlim hom(An, Bn),
— —

m £

lo cual nos da una descripcién equivalente que vamos a analizar méas ade-
lante. Mientras tanto usamos nuestra presentacién, desarrollando la in-
tuicién para trabajar con limites. Nosotros nos vamos a restringir a algu-
nas pocas pro-categorias, principalmente la pro-categoria correspondien-
te a la categoria de médulos sobre un anillo fijo A. Se tiene el siguiente
teorema, que no vamos a demostrar, pero del cual vamos a ver varios
aspectos en el caso de pro-médulos.



Teorema 3.4 (prop. A.4.5. [AM]). S5i C es una categoria aditi-
va (respectivamente abeliana), entonces pro-C es una categoria aditiva
(respectivarnente abeliana).

4 Pro-modulos

Vamos a fijar un anillo A y llamaremos pro-médulos a los pro-A-
moédulos. Por el teorema 3.4 la categoria de pro-médulos es una categoria
abeliana. Vamos a caracterizar los pro-mdédulos proyectivos y los inyec-
tivos. Asf podremos construir resoluciones inyectivas y proyectivas para
cualquier pro-médulo, lo cual nos garantiza la existencia de Ext™.

Para cada flecha f pondremos Ker(f) = (Ker(fn)) y Coker(f) =
(Coker(f,)). El pro-médulo 0 es el que tiene en cada nivel el mddulo 0.
Dejamos como ejercicio al lector demostrar las siguientes afirmaciones:

Ejercicio 4.1. Un pro-mdédulo A es isomorfo a 0 si y solamente si
cumple la siguiente propiedad: Para todo n € N existe un N € N tal
que o, = 0.

Ejercicio 4.2. Ker(f) = Ker(f') y Coker(f) = Coker(f’') para cada f'
equivalente a f, por lo tanto Ker([f]) y Coker([f]) estdn bien definidos
salvo isomorfismos de pro-mddulos.

Ejercicio 4.3. Para cada morfismo f : A = B la inclusion Ker(f) — A
es un kernel de f en el sentido de [ML, VIII.1,p.187].

Ejercicio 4.4. Para cada morfismo f : A — B la sobreyeccion B —
Coker(f) es un cokernel en el sentido de [ML, II1.3,p.64].

Ejercicio 4.5. Cualguier pro-mddulo isomorfo al 0 es un objeto nulo en
el sentido categdrico —inicial y terminal a la vez (ML, 1.5,p.20]).

Definicién 4.6. Un morfismo [f] es llamado inyectivo si Ker([f]) =0
y sobreyectivo si Coker([f]) = 0.

Definiciéon 4.7. Decimos que una secuencia A LB C es exacta si
go f =0y la inclusidn candnica Im(f) — Ker(f) es un isomorfismo.
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Notemos que f y g se pueden realizar con familias { A, I B, % Cn}
de modo que gpo f, = 0, lo cual nos da la inclusién canénica mencionada
en la definicién.

Como ejemplo tenemos las secuencias Ker(f) —» A ENY: y A 4
B — Coker(f) que son exactas.

5 Pro-moédulos Inyectivos

Definicién 5.1. Un morfismo f es llamado inyectivo si Ker(f) = 0.

Una consecuencia directa de la proposicién 5.2 es que un morfismo
f es inyectivo si y solamente si 0 & A 1, B es exacto.

Proposiciéon 5.2. Un morfismo f : A — B de pro-mddulos es inyectivo
st y solamente si se puede representar por una flecha que en cada nivel
es inyectiva.

Demostracién: Queremos reemplazar A por un objeto isomorfo de
modo que el morfismo inducido por f tenga un representante con las
caracteristicas pedidas. Por el ejercicio 3.3 podemos suponer que f esti
dado por f, : A, = B,.

Sea f : A — B inyectivo en cada nivel. Entonces es claro que
Ker(f) = 0. Como Ker(f) = Ker(f') si f ~ f', se obtiene la afirma-
cién.

Sea por otro lado f inyectivo. Reemplacemos A por A = (4,/
Ker(f,)). Es obvio que el morfismo f : A —» B inducido por f es
inyectivo en cada nivel, resta probar que 4 = (A,/Ker(f,)). Notemos
que por el ejercicio 4.1 para cada n existe un N de modo que 0 = o¥
Ker(fn) — Ker(f,) Veamos el siguiente diagrama:

Ker(fy) — Ay —> AN._/KGT(fN)
Ker(fa) — Ay~

Como o|ker(sy) = 0, estd bien definido & : An/Ker(fy) = An. Se
verifica que la familia de los & definen un morfismo inverso al morfismo
candnico A —+ A/Ker(f). O
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Ahora que hemos caracterizado la nocién de morfismo inyectivo va-
mos a definir lo que son objetos inyectivos.

Definicion 5.3. Un pro-mddulo I es inyectivo si todo diagrama de
flechas sdlidas
V:__. e

0—>=A—>B

donde la fila es ezacta (es decir, i es inyectivo) se puede completar con
una flecha punteada ¢, de modo que el diagrama conmute.

Teorema 5.4. Sea Ep,k = 1,2,... una secuencia de A-mddulos inyec-

tivos y
n
Vo=@PE: .
k=1

Entonces el pro-médulo (Vy,) con las proyecciones candnicas Vg1 — Vy,
como mapeos estructurales es un pro-mddulo inyectivo.

Demostracion: Consideremos el diagrama

v

d

00— A——2B
1

Construiremos inductivamente el morfismo ¢ : B = V que haga conmu-
tar al diagrama. Supongamos que ¢ esté dado por morfismos inyectivos
in ¢ Ap = Bp. Para n = 1 se puede completar el diagrama

E1=V

1
Y i
. P1=p1
fi

0—— Anq) “.——>'BN(1)
iN(1)

con ¢; pues E; es inyectivo.
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Supongamos que tenemos definidos ¢, para todo k¥ < n, compatibles
con ¢ y de modo que conmute

0 — Anr) ——IN—“:—> By

Como E,, es inyectivo podemos encontrar un @y, : By(n) — En de modo
que conmute
E,

¥ P
Tnofn T "

00— ANm) o By (n)

donde 7, : V,, — E, es la proyeccién canénica. Ahora definimos ¢, =
(on—1 ©0,P,) y vemos que conmuta el diagrama

Vo = @i, B ® En

AN(n) T BN (n)

0

Se verifica que ¢y, es compatible con ¢. Por lo tanto la familia {¢,} asi
definida nos da un morfismo ¢ de pro-médulos. Por construccién este
morfismo cumple poi = f. O

6 Pro-modulos Proyectivos

Definicién 6.1. Un morfismo f es llamado sobreyectivo si Coker(f) =
0.

Una consecuencia directa de la proposicién 6.2 es que un morfismo
f es sobreyectivo si y solmente si A 4 B = 0 es exacto.

Proposicién 6.2. Un morfismo f: A — B de pro-mddulos es sobreyec-
tivo si y solamente si se puede representar por una flecha que en cada
nivel es sobreyectiva.
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Demostracién: Queremos reemplazar B por un objeto isomorfo de
modo que el morfismo inducido por f tenga un representante con las
caracteristicas pedidas. Por el ejercicio 3.3 podemos suponer que f estd
dado por f, : A, — B,.

Sea f : A — B sobreyectivo en cada nivel. Entonces es claro que
Coker(f) = 0. Como Coker(f) = Coker(f') si f ~ f’, se obtiene una
implicacién.

Sea por otro lado f sobreyectivo. Reemplacemos B por B =
(Im(f,)). Es obvio que el morfismo f : A = B inducido por f es
sobreyectivo en cada nivel, resta probar que B = (Im(f,)). Notemos
que por el ejercicio 4.1 para cada n existe un N de modo que 0 = ¢© :
Coker(fn) — Coker(fn) Veamos el siguiente diagrama.

Im(fn) —— By — Coker(fn)

Im(fn B, > Coker(fn)

Como 7 oo = 0, Im(o) C Ker(n) = Im(f,). Ponemos & : By —
Im(f,). Se verifica que la familia de los & definen un morfismo inverso
al morfismo canénico Im(f) — B. 0

Ahora que hemos caracterizado la nocién de morfismo sobreyectivo
vamos a definir lo que son objetos proyectivos.

Definicién 6.3. Un pro-mdédulo P es proyectivo si todo diagrama de
flechas sdlidas

P

RN

0<~—A<~"—B

donde la fila es ezacta (es decir, ™ es sobreyectivo) se puede completar
con una flecha punteada ¢, de modo que el diagrama conmute.

Teorema 6.4. Sea E,k = 1,2,... una secuencia de A-mdédulos proyec-

tivos y
Wn = @ Ek .

k>n
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Entonces el pro-médulo (W,,), con las inyecciones candnicas Wp_1 —
Wn como mapeos estructurales, es un pro-mddulo proyectivo.

Demostracién: Sea B = A un morfismo sobreyectivo y W 4 Aun

morfismo. Podemos suponer que 7 estd dado por 7, : B, = A,, donde
los 7, son sobreyectivos. Redefiniendo los Ey (como @jv:(j“f(i;_l E;)

y correspondientemente los W,, se puede suponer que f estd dado por
Jn: Wy = A,

Para k > n se tiene una inclusién it : By — W, = ©Di>n Er y una
proyeccién pf : W,, — Ej. Ponemos f¥ = f, o4& = f,|g.. Como Ej
es proyectivo encontramos ¢y, : Ex — B de modo que my¢y = f,f (ver
diagrama).

Finalmente definimos

Yn = Z Uk,nd—)kpﬁ :Wh = By,

k>n

Se verifica que esto define un pro-morfismo y ademas se tiene:

7 ok
Tp oYy = Z ank,nl/’kpn

k>n

7ok
= Y oramiph

k>n

= 2 Uk,nfllccpi

k>n

= Y fEpk

k>n

= fa
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7 Resoluciones

La construccién estdndar de Ext™(A, B) (ver por ejemplo [HS, IV.7,
pag. 139)]) se hace de la siguiente manera: Tomamos una resolucién
proyectiva (completa) de A, que es una secuencia exacta

o3P PP A0
donde los P; son proyectivos. Al complejo
P: - 2P, P3P0

le aplicamos el funtor Hom(—, B) obteniendo asi el complejo de cocade-
nas

0 — Hom(Ps,B) -+ Hom(P;,B) = --- = Hom(P,,B) — . ..
Por definicién la cohomologia de este complejo es Ext, es decir
Ext™ (A, B) := H"(Hom(P, B))
Se puede tomar también una resolucién inyectiva de B
0-oBwslhiy-L—->---=1—...
y se verifica que Ext™(A, B) = H,(Hom(A,I)) ([HS, IV.8, pig. 143)).

Todo este proceso, que se hace originalmente en la categoria de
moédulos, se puede repetir en la categoria de pro-méduloes, una vez que
se garantice la existencia de resoluciones proyectivas e inyectivas. A
continuacién vamos a construir estas resoluciones.

Teorema 7.1. Para todo pro-mdédulo Y eziste una inclusion ¥ — Z
donde Z es un pro-mddulo inyectivo.

Demostracién: Sea Y = ((Y),0:,) un pro-médulo. En cada nivel
encontramos una inclusién Y,, 2% M,, en un médulo inyectivo M,,. La
inyectividad de M,, nos permite extender el mapeo tm 00,1 a un mapeo
Tm+1 : Mmy1 = M,,. Con los 7, como mapeos estructurales los M,,
forman un pro-médulo M = ((M,,), Tm). Las inclusiones ¢, nos dan una
inclusién de pro-médulos Y < M. Ahora construimos el pro-médulo Z

con "
Zp 1= @ M,
k=1
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y las proyecciones canénicas como mapeos estructurales. Por el teorema
5.4 esto es un pro-médulo inyectivo. Tenemos mapeos inyectivos

My, 2Z, , zv (tna(2),...,ms(), ..., Tan(z))

que dan un morfismo inyectivo de pro-mdédulos. La composicién con
Y < M nos da la inclusién Y < Z que buscabamos. O

Corolario 7.2. Todo pro-mdédulo admite una resolucion inyectiva.

Demostracién: Se usa el método estandar: Por el teorema existe
una inclusién Y — I;. Llamemos al pro-médulo cociente p. Entonces
tenemos una secuencia exacta corta:

0-Y > —=2Qy—0

Aplicando nuevamente el teorema obtenemos una inclusién Qo < I; con
cociente Q3. Pegando 0 =Y = Ip - Qo =+ 0con 0 - Qo — I —
()1 — 0 obtenemos la secuencia exacta:

0=-Y =I5 =@ =0

Este procedimiento se puede repetir para todo n y se obtiene una se-
cuencia infinita

O-Y -1, >L—I3—...

que es precisamente la resolucién inyectiva (completa) buscada. O

Teorema 7.3. Para todo pro-mddulo X eziste una sobreyeccion P — X
donde P es un pro-mddulo proyectivo.

Demostracién: Sea X = ({(Xm),0m) un pro-médulo. En cada nivel
encontramos una sobreyeccion m,, : N, = X, donde N,, es un médulo
proyectivo. La proyectividad de N,, nos permite levantar para cada m
el mapeo om © Ty @ UN MApeo T, : Npy = Npy—1. Con los 7, como
mapeos estructurales los Ny, forman un pro-médulo N = ((Np,), 7m).
Las sobreyecciones 7., nos dan un morfismo sobreyectivo N-— X. Ahora
construimos el pro-médulo @ con

=)
Qn = @ Ny
k=n
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y las inclusiones canénicas como mapeos estructurales. Por teorema 6.4
esto es un pro-médulo proyectivo. Tenemos mapeos sobreyectivos

T * Qn = N, , (Zk)an g z akn(zk)

k>n

donde (z4)k>n € Qn. Estos mapeos forman un pro-morfismo sobreyec-
tivo y la composicién con el morfismo N — X nos da el morfismo so-
breyectivo buscado P —+ X. O

Corolario 7.4. Todo pro-médulo admite una resolucidn proyectiva.

Demostracién: Se usa el mismo método estandar del corolario an-
terior: Por el teorema existe una sobreyeccién Py — X. Llamemos al
nicleo Ry. Entonces tenemos una secuencia exacta corta:

0o>Ry P +X—=0
Aplicando nuevamente el teorema obtenemos una sobreyeccién P, — Ry
con miicleo R;. Pegando 0 —+ Ry - Ph—+ X - 0con 0 - Ry = P —
Ry — 0 obtenemos la secuencia exacta:

0> R =P —-)Po—)X—)O

Este procedimiento se puede repetir para todo n y se obtiene una se-
cuencia infinita

i BB PP 2 FB—2X—20

que forma la resolucién proyectiva (completa) buscada. OJ

8 Limites Contables

Veremos la definicién formal del limite directo y del inverso. Vere-
mos una definicén de los pro-morfismos usando estos limites y analizamos
la relacién que existe con la definicién elemental que dimos, relacién que
ya estaba presente tacitamente en lo que construiamos. Luego carac-
terizamos los limites de modo que podamos demostrar la exactitud del
limite directo y encontrar en lim® el funtor derivado del limite inverso.
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Definicién 8.1. Si (A,,0) es un sistema inverso (inderado por N) en
una categoria de conguntos con estructura (A-mddulos, dlgebras, etc.)
con productos contables, entonces el limite inverso, llamado liminv (A,,)
o también liin A, es el subobjeto de [], An formado por las secuen-

cias (01,02, ..,Gn,...) compatibles con los mapeos estructurales. FEs-
to es, son las secuencias tales que para todo n € N se tiene que a, =
On+1(an+1).

Un sistema directo (indexado por N) es una familia (An, Th)nen,
donde 7, : An = A,41. Formamos el conjunto de secuencias estables.
Un par ((an), N) se llama una secuencia estable si (a,) es una secuencia
y si N € N de modo que 7,(an) = an+1 paratodon > N. Dos secuencias
estables ((an), No), ((bn), Nb) son equivalentes si existe M > N,, N, de
modo que a, = b, paratodon > M.

Definicién 8.2. El limite directo de un sistema directo es el conjunto de
clases de equivalencia de secuencias estables y se denota por limdir(Ay)
o también lim A,,.

-

Teorema 8.3. Para dos objetos en la pro-categoria se tiene que

Hom(A, B) = limlim hom(An, Bp),
— —

L n

Demostracién: Vamos a definir un morfismo de Hom(A, B) hacia
lim lim hom (A, Bp,), veremos luego que es un isomorfismo. Para es-
—

m n

to tomemos un representante de [(f,N)] € Hom(A, B). Sabemos que
f = (fm * AN(m) = Bm). Cada fn nos define un elemento [f]

N-1
de @hm(An,Bm), dado por la sucesién estable (0,0,...,0, fm, fm ©

oN,fm oY oont1,...), donde N = N(m). Mas aiin, por la com-
patibilidad de los f,, con o, se tiene que o o f,, = fm-1 © 0, por
lo tanto o*[fm] = [0fm] = [fm-1] en lixllhom(An,Bm_l). Esto sig-

nifica que la familia ([fm])men € Hml_ii)nhom(An,Bm) es compatible

con los mapeos estructurales 7,, = o,,, y por lo tanto un elemen-
to de l(igllim hom(A,, Bn,). Definimos entonces ¥(f,N) := ([fm]). La
—

m n

definicién no depende del representante: Dos flechas (f, N), (g, M) de
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A en B son equivalentes si para todo m € N existe un K € N, con
K > N(n),M(n), de modo que fm © 0k ,N(m) = gm © OK M(m)- ESto
significa que [fm] = [gm] en l_ix_)nhom(An, B;,) para todo m, por lo tanto

U(f,N) = ([fm]) = (gm]) = T(g, M).

Inyectividad: Si ¥(f, N) = ([fm]) = ([gm]) = ¥(g, M), entonces [fm] =
[gm] en 1151 hom(A,, Bn,) para todo m. Esto significa que las secuencias

estables inducidas por f,, y ¢ respectivamente coinciden a partir de
un K > N(m), M(m). Pero esto significa justamente que 7n g {(fm) =
T,k (gm). Finalmente tenemos que

fmookNm) = Ok n(fm)
= 7~k (fm)
™, K (9m)

Ok, M(m)(9m)
Gm © OK M(m)»

como esto sucede para todo m, se tiene que las flechas (f,N) y (g, M)
son equivalentes.

Sobreyectividad: Sea ([fm]) un elemento de lim@hm(An,Bm). To-
—

mando un representante f, en cada nivel se obtiene una familia de
funciones fm, : Ap(m) = By, con [fm] = [0 fm+1] 1o cual no significa que
necesariamente sea compatible con los o. Siguiendo un proceso inductivo
se puede reemplazar sin embargo fin POL frn = fim 00 N(m),M(m) de modo
que sea compatible con f,,_1, obteniendo asi una flecha que es llevada

por ¥ a ([fn]) = ([f))- O

9 Exactitud de los Limites

Si la categoria es abeliana, en particular si es la categoria de A-
moédulos, entonces se puede analizar la exactitud de los limites. Veremos
que el limite directo es un funtor exacto y que el limite inverso es exacto
a izquierda, teniendo en el caso de indexacién contable solamente un
funtor derivado lim!. Veremos distintas caracterizaciones de los limites
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que nos permitiran llegar a los resultados de exactitud. En el casc de
A-médulos se tiene una descripcién de lim en términos de Hom de la
: —
pro-categoria:
lim A,, = Hom(A, A)
—

donde A es el pro-médulo constante A en cada nivel con la identidad
de mapeo estructural. Para esto le asignamos a cada secuencia compa-
tible (a,) del limite inverso la familia de morfismos f,, : A = A, dada
por f,(1) := an, (un homomorfismo de A hacia otro médulo estd com-
pletamente determinado por el valor en 1). Esta familia determina un
pro-morfismo de A en A. Se verifica directamente que esta asignacién
estd bien definida y es biyectiva.

El limite directo también tiene otra descripcién en el caso de médulos,
que es la que se encuentra usualmente en los libros: Sea R C @, An
el submédulo generado por los elementos de la forma a, — 7(a,), an €
An, T(an) € A,_1.

Proposicién 9.1. FEriste un isomorfismo

¥ :lim An — D An/R.

Demostracién: Notemos que en este caso el conjunto de secuencias
estables E(A) es un A-mdédulo y las secuencias estables equivalentes a
la secuencia nula forman un submddulo N(A4). Construimos el ¥ de la
siguiente forma! A cada secuencia estable {(a,), N) le asignamos ay €
AN C @, An. Esto es un homomorfismo y como [an] = [an41] =
[an+2] = ... se verifica directamente que a dos secuencias estables equi-
valentes le asignamos el mismo elemento en el cociente €p,, An/R.

Definamos una aplicacién inversa & : @,, A, — E(A):
Definimos ® sobre los generadores de la suma directa que son los ele-
mentos homogéneos:
Sea yy € An. Definimos ®([yn]) = [((yn),N)], con y, =0 paran < N
Y Yn = 7(Yn—1) paran > N.

Luego extendemos por linealidad a toda la suma.
Los generadores de R son llevados a elementos de N(A4), por lo tanto
® define un morfismo @, An/R — E(A)/N(A). Se verifica que este
morfismo es el inverso de ¥. O
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Definicién 9.2. Sean (An,72),(Bn,TP) sistemas directos. Un morfis-
mo de sistemas directos es una familia ({¢n : A, = Bp} compatible con
los .

Si (¢,) es un morfismo de sistemas directos, entonces induce un
morfismo ¢ : @P,, A, = @,, Bn. Se cumple que ¢(a, — 7(axn)) = é(an) —
7(¢(an)) para a, € A,, por lo tanto ¢ lleva R4 en Rp, de modo que
induce un morfismo L¢ : 1i_rp A, — li_r)n B, dado por Lélas] = [pn(an)]

para an, € A, C P, Am.

Proposicién 9.3. Sean (A,),(Bn) y (Cr) sisternas directos y (¢n) :
(A) = (Bn),(¥n) : (Bn) — (Cn) morfismos de sistemas directos. Si
para todo n € N la secuencia

A, 8B, BC,
es exacta, entonces la secuencia
. Lo .. Ly ..
lim A, “im B, “ lim Cn
— - -
es exacta.

Demostracién: Es obvio que Ly o Ly = 0 pues ya lo es incluso en
las sumas directas.

Para demostrar la inclusién Ker(Ly) C Im(L¢) veremos primero
que todo elemento de €,, Bn/Rp es la clase de algin elemento ho-
mogéneo. Sea b € @, Bn, entonces b = by, + by, + - - - + by, donde los
bn; € Bp, son elementos homogéneos. Sea N = mazx{n;,j =1,...,k}.
Entonces by = Tn, .Nbny + Tng, Nbngy + .. + Tuy Nbn, ~ b. Es decir,
[b] = [BN] con I_)N € By C @n B,.

Sea ahora Ly([b]) = 0, es decir Ly([bn]) = [¥nbn] = 0. Se verifica
que para z € B, se cumple que [z] = 0 si y solamente si existe un M de
modo que 7, ar(x) = 0. Luego tenemos un M tal que 0 = 7y m¥n (bn) =
YT m(bn). Como Ker(wn) = Im(dp) encontramos un apyr € Ay tal
que v m(bn) = dum(anr). Finalmente tenemos [b] = [bn] = [rnv,mbn] =
[¢m(am)] = Lglam] € Im(Lg). O

Ahora veremos otra descripcién del limite inverso. Como nuestra
categoria es abeliana, podemos hablar de kernel y cokernel de un mor-
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fismo. En particular se verifica que lim A,, es el kernel de la aplicacién
—

§:HAn—>HAn
n k3

con &{ay,az,...,0n,...) = (02(az) — a1, ag — o3(az), ..., (-1)"a, +
(-1 o, 1(angr, - . .). Sin entrar en detalles de como se define el funtor
derivado ponemos simplemente

lim' A, := coker(8)
Proposicion 9.4. Una secuencia ezacta corta de sistemas inversos
0- {4.} = {Bn} = {Cn} =0

(es decir, 0 = A,, = Bn, = Cp, — 0 es exacto para cade n) induce una
secuencia ezacta

0—=limA—limB —=1lmC — lim'A - lim'B = lim'C = 0
— — Lot

Demostracién: Podemos ver [T, X, N I1,, X» como un complejo
de cocadenas C*(X) con C°(X) = CY(X) = [, Xn, C* = 0 para
k > 2. Segiin esto, lim X, = H°(C*(X)) y lim'(X,) = H}(C*(X)). El
enunciado del teorema nos da un secuencia exacta corta de complejos de
cocadenas

0—=C*(4A) = C*"(B) > C*(C)—0.

La secuencia exacta larga en cohomologia [HS, Th. IV.2.1, pdg. 121] es
exactamente la secuencia buscada.[]
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