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·coMPORTAMIENTO , , 
ASINTOTICO DE LA SOLUCION 
DE UNA GENERALIZACIÓN DE , 

LA ECUACION DE 
BENJAMIN-BONA-MAHONY 

Carlos Rodríguez Fernández 

Resumen 

Se estudia el comportamiento asintótico de 
la solución global del problema no lineal 

L8tu + 8xu +a (t) uP8xu =O, X E R, t > O 
u(O) = cp(x) donde 'P E Hs (R), p es un 

entero positivo y L : Hs(R) ---7 L 2 (R) 
es el operador seudo-diferencial definido por 

LU(y) = m(y)u(y)u E Hs(R). Para esto 
se utiliza el método de la fase estacionaria. 

e Sección Matemáticas, Departamento de Ciencias, PUCP. 



1 Introducción 

La ecuación 

(1) 

es una generalización de la ecuación de Benjamin-Bona-Mahony (BBM), 

Ut + Ux + UUx - Uxxt = 0, (2) 

y es un modelo matemático que describe la propagación unidireccional 
de ondas de dispersión débilmente no lineales de gran longitud de on­
da, tal como sucede cuando un fluido homogéneo discurre en un canal. 
Esta ecuación se puede considerar como una regularización pseudo-para­
bólica de la ecuación de Korteweg-de Vries (3) que modéla ondas largas 
con pequeña amplitud en sistemas dispersivos no lineales y fue propues­
ta como un modelo alternativo para la ecuación de Korteweg-de Vries 
(KdV) 

Ut + Ux + UUx + Uxxx = O. (3) 

John Albert [2], estudió el comportamiento asintótico (en t) de una 
generalización de la ecuación (2) 

(1- an 8tU + Bxu + uP8xu =o, X E R, t >o, (4) 

donde pes un entero positivo; probando para este caso que si u (x, O) = 
c.p (x) es el dato inicial y si llc.pl\ 1 + llc.p'\1 1 + llc.pll 5 < ó, entonces la solución 
u de ( 4) satisface 

iiu (x, t)ilvX) ~A (1 + t)- 113 

para toda t > O y x E R, donde A no depende de x ni t. 

Una ecuación más general que (4) es 

(1- a;) 8tU + axu +a (t) uP8xu =o, X E R, t >o (5) 

donde p es un entero positivo y a : R --+ R es una función continua 
acotada. Este coeficiente aparece en forma muy natural asumiendo que 
el fondo del canal donde discurre el fluido, no es liso; esto es, el fondo del 
canal es lo suficientemente rugoso para que el tirante del fluido varíe de 
una sección transversal a otra sección transversal inmediata del canal. 
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En ingeniería se estudian modelos físicos a escala que representan el 
movimiento del agua, bajo diferentes tipos de régimen (laminar, turbulen­
to), donde se hace variar: la pendiente del canal, la rugosidad de las 
paredes y del fondo del mismo. Esto se realiza con el fin de determinar 
un modelo matemático que reproduzca con mayor precisión cada caso 
en estudio, pues tales modelos se pueden utilizar para diseñar obras de 
arte (canales, represas, etc.) 

Por tanto, es de interés estudiar el comportamiento de la solución 
de la ecuación (5), pues ella modela con mayor precisión el movimiento 
de un fluido en un canal. 

Estudiamos, entonces, el comportamiento asintótico de las solu­
ciones del problema no lineal 

{ 

(1- a;) OtU + OxU +a (t) uP8xu =o X E R, t >o 
(6) 

u(O) = <p 

donde <p E H 8 (R), p es un entero positivo. 

2 Resultados Básicos 

Los siguientes dos lemas y la proposición serán útiles más adelante. 

Lema 2.1. Sea m: R --7 R definida por m (0 = 1 + 47r2e. Entonces 

1. 

0 < C¡ (1 + ~~~r ::; m(~) ::; C2 (1 + ~~~r · (7) 

3. Existe una constante C tal que~ ~-t m(~) -C 1~1 es de clase C1 (R) 
para toda~· 

4. m7€) tiene sólo un número finito de puntos de inflexión, los cuales 
son no degenerados. 
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Prueba. Las tres primeras afirmaciones son obvias. Para de­
mostrar la última pongamos 

entonces, 

luego 

por tanto 

y 

!" (0 =o{::}~= 0,~ = ± v'3, 
27r 

!"' (~) = -3847r6 ~4 + s161r
4e- 247r

2 

(1 + 47r2~2)4 
Como f"' (~) =1= O, los puntos de inflexión son no degenerados. 

(8) 

(9) 

El lema que sigue será usado para estimar integrales de la forma 
(10) en vecindades de puntos críticos. 

Lema 2.2 (Van der Corput). Sea pE C2 (R) una función cóncava o 
convexa sobre [a, b] con -oo ~ a < b ~ +oo, entonces 

r eip(s)ds ~ 4 min ¡p'' (s)l si p" (s) =1= o en [a, b]. 

1 

b 1 { }-1/2 
la [a,b] 

(10) 

Lema 2.3 (W. Strauss). Sea g (t) una función de valor real continua, 
no negativa tal que, existen constantes positivas a, f3 y "( tales que 

g (t) ~a+ ¡3g'Y (t), 

para cualquier t en un intervalo que contenga a t =O, donde "( > l. Si 

g (O) ~a y af3b-l)-l < (1- "f-1) "f-('Y-1)-1' 

entonces, en el mismo intervalo g es acotada y g (t) < a (1 - "(-1 ). 
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3 Comportamiento Asintótico de la Solu­
ción del Problema Lineal Asociado 

La siguiente proposición nos será útil en la demostración del teo­
rema 3.2 

Proposición 3.1. Sea -y > O dado, entonces para r suficientemente 
grande, la desigualdad 

~~~~~:r eitC+4; 2 e 2 -a~)d~l ~e (c-r +t~ +c112r~] 
se cumple, donde e es una constante positiva (independiente de -y y a.). 

Prueba Los puntos de inflexión de f (0 son 6 = -f!., 6 = O 

y 6 = f$.. Sea r > O un número suficientemente grande de modo que 
~j E ]-r, r[ para j = 1, 2, 3. Sea E > O lo suficientemente pequeño tal 
que ]~J -E, ~j +e[~ ]-r, r[ para j = 1, 2, 3. Consideremos el conjunto 

Bt:: = {~j E ]-r, r[: 1~- ~Ji '2. E j = 1, 2, 3} 

y calculemos la integral 

I = ¡:reitC+4;2e2-a~)d~ 

= r .eitC+4;2e2-a~)d~+ r eitC+4;2e2-a~)d~ 
j B, 1]-r,r[--..B, 

= h+h (11) 

Con el fin de utilizar el Lema 2.2, probaremos primero que los posi­
bles puntos de inflexión de h (O = f ( ~) - a.~ son los de f ( ~). 

En efecto, h" (0 = f" (0 y como por (8) y (9) h" (~) = f" (0 =O, 
h'" (~j) =1= O para j = 1, 2, 3. Como h"' (~j) > O para j = 1, 3 entonces 
h' (~) tiene un mínimo local (estricto) y dado que h"' (O) < O, h' (~) 
tiene un máximo local (estricto). Por tanto, h (~) es cóncava y convexa 
en pequeñas vecindades de ~j para j = 1, 2, 3. En el conjunto Bt:: tenemos 
que h" (0 =/=O. Luego podemos estimar h usando el Lema 2.2 y así 

{ }

-1/2 

lhl:::; 4 t min ih" (01 
~EB, 

(12) 
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En seguida, estimamos h" (~) usando (10) para f (~) 

lh" (01 = 1!" (~)1 

= 1811"
2
{( 411"

2
(' - 3) 1 

(1 + 47r2e)3 

= (1 +47r2e)-3 l87r2~ (47r2e- 3)1 

< (s7r2r-1 (1 + I~Ds-1 (1 + 47r2e) 
(1 + 471"2~2)3 

< e (1 + 1~1)3s (1 + l~l)s-1 (1 + l~l)s 

< e (1 + 1~1) -s-1 

< e ~~~-s-1, 

min lh" (~)1 = .min { er-s-l, lh" (~j ± c)l} = er-s-1 (13) 
~EB, J=1,2,3 

Ahora estimamos h en (11) 

Cuando t-+ +oo entonces, dado e> O existe t0 tal que t0 ~ .s- 1h para 
toda t ~ t0 . Para t ~ t0 descomponemos la integral 

(14) 

Haciendo~- ~j =sen 13 obtenemos 

(15) 
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Como h es cóncava y convexa, usando el Lema 2.2 estimamos 14 

como sigue 

(16) 

En la vecindad de cada Ej, j = 1, 2, 3, la función h
11 

(E) tiene un 
desarrollo en serie de Taylor 

donde 

para algún () entre E y Ej. Por lo tanto, en la misma vecindad la siguiente 
desigualdad 

lh" (E)I lh'" (Ej) + ~h<4) (e) (E- ~j)jiE- ~ji 

> [lh'" (~j)~-~~h<4) (e)il(~- ~1)1] lE- Ejl 

> [lh'" (~j)l- o] lE- ~ji 

será verdadera mientras que 6 > O sea tan pequeño conjuntamente con 

lim ~_! 9 = O. Tomando O < 6 < min 1 h
11

' ( ~j) 1 concluimos que existe 
~-+~j ., <,] l:SJ:S3 

una constante positiva e tal que 

para cualquier ~ "cercano" a ~j. 

Se sigue que 

min lh" (~) 1 ;?: CC7 para j = 1, 2, 3 (17) 
t--y <1~-~i l<c 
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Combinando (17) con (16) se sigue de (14) y (11) que 

III = IJ:r eith(~)d~l 
< 4 [~~ {87r2)s-1] -1/2 c1/2r~ + 2C"~ 

+ (3~2) -1/2 t~' 

lo que prueba el Lema. 

Teorema 3.2. Sea m como en el Lema 2.1. Si cp E H 8 (R) n L 1 (R) 
con s ~ 2, entonces, la solución del problema lineal 

{ 

LOxU + OxU = O, 

u(x,O)=cp(x). 

satisface el estimado 

para todo t suficientemente grande. 

X E R, t >o, 
(18) 

Prueba Utilizando la transformada de Fourier inversa en el espacio 
en (18) tenemos 

cuya solución 

determina la representación integral 

(19) 
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Sea r > O, el que se escogerá después, y descompongamos la integral 
anterior en dos de modo que 

lu (x, t) 1 ~ 1 r e- 1+4'!ze2 t+2Trix~ ~ (~) d~l + ... 
11~1~r 

• . • + 1 r e- l+4'!ze2 t+27rÍX~ ~ (o d~l 
11~1?:.-r 

= /1 +h. (20) 

Estimamos /2 en (20) 

12 < r I~(OI d~ 
11~1?:.-r 
r (1 + 1~1) 8 (1 + 1~1)-s 1~(~)1 d~ (21) 

11~1?:.-r 

Usando la desigualdad de Holder resulta que 

12 ~ ( r (1 + 1~1)2s 1~(~)12 d~) 1/2 
11~1?:.-r 

( r (1 + l~l)-2s d~) 1/2 
11~1?:.-r 

(!-r d~ ¡+oo d~ ) 1/2 
< llcplls -00 (1 - o2s + -r (1 - ~)2s 

( 
2 ) 1/2 1-2• 

< 
28 

_
1 

llcplls (1 + r)-r · (22) 

pues 

!-r d~ ¡+oo d~ 
-oo (1 - ~)2s Y -r (1 - ~)2s 

son convergentes y la suma de las dos integrales es 28'2__ 1 [ ( 1~~~2.]. 
Finalmente, estimamos /¡. 
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Sea 

Luego h se puede escribir en la forma 

l¡ = 1 r e2?rix~ 9 (~, t) ip (~) d~l 
11~1~r 

IL:oo e2?rix~h(~,t)ip(~)d~l 
= ¡¡_:=e"'"( (h M.l') (€) d<l 

= 1 (h (-, t) * ~) (~)1 
< llh (·, t)IL ~~~~~~, (23) 

donde h (~, t) = Xi~l~r9 (~, t). 

Pero 

lh (·,t)l 11: e21rix~h(~,t)d~1 
= IL: e2?rix~XI~I~r9 (~, t) d~l 

1 

¡+oo . ~ 1 = 1 -oo e27rtX~-1+4" e Xi~l~rd~ 

= lirr eit( a~- I+4!2e2) d~l 

< sup 1 r eit(a~-1+4!2e2)d~l 
aER 1-r 

< e (e"+ t~ + c 112r41) . 
En consecuencia, usando (23) deducimos que 

(24) 
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De (20), (22) y (24) concluimos que 

iu (x, t)i ~ e (t-1' + tY + c112r~) ll<pll1 + ... 

. . . + (-2 -) 1/2 ll<pll (1 + r) r-22., 
2s- 1 s 

< e (ll<plll + ll<plls) [e')'+ tY + c1 12r~ 

... + (1 + r) r-;2"] 

Escogemos ahora r = t:f:; y --y= ~ (así, para t grande, r será bastante 
grande para poder aplicar el Lema 2.1). Luego 

llu (·, t)lloo ~ e (ll<plll + ll<plls) [ct + ct 

... + cl/2ti:;("!l) ( 1 +t.;:;) 1-;2"] 

< e (ll<plll + ll<plls) [2ct + C 112 t't! 

···+ (1+t.;:;) 1-t·] 

< e (ll<plll + ll<plls) [2ct + t 10·?·' 

···+ (1+t.;:;) 1-;2·'] 

< 2e (ll<plll + ll<piiJ (cl/3 + t r¡¡;··) 
1-2s 

< e (ll<plll + ll<plls) ta.:;-. (25) 

Es de observar que (25) es válida para t grande, digamos para t 2': T0 . 

Por otro lado, usando la representación (19) tenemos que 

llu(·,t)lloo < lle-rH;;2(2t+27rix(l10(~)id~ 

l 10(~)1 d~ 
< e "<p"l ~ e (ll<plll + ll<plls) (26) 
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De (25) y (26) tenemos que 

que es lo que el teorema afirma para toda t ~ T0 . 

Corolario 3.3. Si r.p E H 4 (R) n L1 (R), entonces la solución del pro­
blema lineal 

{ 

atu- a; (8tu) + axu =o, X E R, t >o 

u (x, O) = r.p (x). 

satisface el estimado 

para toda t suficientemente grande. 

Prueba Del teorema se tiene para 12 , con s = 4 que 

12 ~ e¡¡r.p¡¡4 (1 +r)-712 ~ e¡¡r.pll4r-712 , 

pues (1 + r)-712 ~ r-712 . 

Por otro lado, también del teorema 

h < e (t-1/3 + c1/3 + c1/2r~) llr.pll1 

e ( 2C1/3 + C 112r 312 ) llr.pll1 

e ( 2C1/3 + t-112r 312 ) llr.pll1 

< e (2c1/3 + 2t-112r 312 ) llr.pll1 

< e (t-1/3 + c1/2r3/2) llr.pll1 

Sumando (26) y (27) tenemos 
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Il + /2 < e il<flll4 r-7/2 +e (e k+ cl/2r3/2) ll<fllll 

< e ll<flll4 r-7120 +e (t-k + C 7120) ll<fllll 

< e (ll<fllll + ll<flll4) (e k + C 7 120) 

< e Ul<flll1 + ll<flll4) e k 

< e (ll<fllll + ll<flll4) (1 + t)- 113
. 

Observación 3.4. El corolario anterior, fue probado por J. Albert {3}, 
Lema 7, pág. 534. 

4 Comportamiento Asintótico de la Solu­
ción del Problema N o lineal 

El lema siguiente será una herramienta importante para la prueba 
del resultado principal. 

Lema 4.1. Sean a, (3 ,''f ~ O tales que 

y 

a+ (3- 'Y~ 1, a~ 'Y o (3 ~'Y 

a > 'Y si (3 = 1 , (3 > 'Y si a = 1 . 

Entonces se cumple que 

sup ft (1 + t)-r (1 + t- r)-a (1 + r)-/3 dr < +oo. 
o::;t<+oo Jo 
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Prueba Si e denota diferentes constante que no dependen de t, 
entonces 

1t (1 + t)" (1 + t- r)-a dr = 1t/2 (1 + t)" (1 + t- r)-a dr 

o (1+r).B o (1+r).B 

¡t (1 + t)" (1 + t- r)-ad 
+ .8 r. 

t/2 (1+r) 

Como O :S r :S ~ se tiene 1 < 1 + ~ :S 1 + t - r :S 1 + t, entonces 

1 + t :S 2 + t :S 2 (1 + t- r) :S 2 (1 + t), 

de donde 

Luego 

por lo que 

1t/2 (1 t)" 2Q ¡t/2 
+ .B(l+t-r)-adr:S a-f' (1+r)-.Bdr. (28) 

o (1+r) (1+t) o 

Además 

(29) 

Así, en (28) cuando a > "f, f3 = 1 tenemos 

¡t/2 (1 + t)" _ 2a1n (1 + i) 
....:.....__:....,. (1 + t- r) Q dr < 2 <e 

o (1+r).B - (1+tt-"-
(30) 

debido a que 

lim 
1 

=O. 
H+oo 2 (a- 'Y) (1 + tt_"_ 1 (1 + ~) 
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También, en (28) a+ /3- 'Y~ 1, a~ 'Y o /3 ~'Y y /3-=/= 1 tenemos 

tj2 2a [(1 + -
2
t) 1

-.B -1] r (l+t)'Y (l+t-r)-adr < 
lo (1 + r).B (1 + tt-'Y (1- /3) 

< 
2a (1 + t) 1-.B 

(1 - !3) (1 + tt-'Y 
2a 

< 
(1- /3) (1 + tt+.B--y- 1 

< e, (31) 

ya que 
. 1 

hm =0. 
t-Hoo (1 + tt+,B--y-1 

Análogamente, podemos concluir que 

¡t (1 + t)"Y 2.8 ¡t 
....:....._---..:~.8 (1 + t- r)-a dr ~ .8- (1 + t- r)-a dr 

t/2 (l+r) (l+t) "Y t/2 

pues ~ ~ r ~ t * 1 + ~ ~ 1 + r ~ 1 + t * 1 + t ~ 2 + t ~ 2 (1 + r) ~ 
2 (1 + t), de donde 

Luego, ca~biando la variables= t- r, obtenemos 

2.8 lt/2 
----,.8:--- (1 + s)-a ds 
(l+t) "Y o 

< e 
porque /3 > 'Y si a = 1 y /3 ~ 'Y y a + /3 - 'Y ~ l. 

Estamos listos para probar el resultado principal. 

Teorema 4.2. Sea r.p E H 5 (R) n L 1 (R) con s ~ 2 y m con las condi­
ciones del Lema 2.1. Sean a (t) una función de valor real continua aco­
tada y u =u (x, t) solución del problema no lineal 

{ 

L8tu + 8xu +a (t) uP8xu =O, X E R, t >O 
(32) 

u(x,O)=r.p(x), 
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con p es un entero tal que p > r( 2~~ 1 ) + 1 y bE Lr1 (R+) donde ~ + r\ = 
l. Entonces existe ó >O tal que si llc,oll 1 +llc,olls ~ ó, entonces, la solución 
u satisface 

2s-l 

llu (·, t)lloo ~e (1 + t)---r.-' 
para todo t suficientemente grande. 

Prueba del Teorema 

Sea u =u (x, t) la solución global del problema (32). Sabemos que 
u se puede escribir como la solución de la ecuación integral 

u (x, t) l e27rix~-1+~:~{2<P(~)d~ 
+ p~1 1t /R [ e27rix~-1+4'!2{2 (t-¡.¿) 

~1 (~,r)a(r)d~d~] 

y como ~1 (0 = ( -L~P+l) (~) = -l(O (8~1 ) (~),entonces 

u (x, t) = l e27rix~-1+~:~{2 <P (0 d~ 

+-1- ¡t r e21TiX~-1+4i;2{2 (t-¡.¿) 

P+l lo la 
[-f(~) (8~1 ) (~)] a(r)d~d~ (33) 

y como (8~1 ) (~) = (p + 1) (;;;a;ü) (0, (33) puede escribirse como 
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o de otra manera, 

donde 1 !~€Sk2 = l(~) h (~, t) y L -l'lj; = l (x) * 1/J (x) como antes. 

Aquí, h (x, t) = -a (t) uP8xu. Obviamente h (·, t) E L2 (R) para 
cada t ~O. De hecho 

l_lh (x, t)j 2 
dx = L. a2 (t) juj2

P l8xul
2 

dx 

< a2 (t) (L. e27rix€ juj2
P dx) 

(L. e-21rix€ 18xul2 dx) 

< a2 (t) iiu (·, t)il~ IIBxu (·, t)il; · 

Para concluir la demostración necesitamos la siguiente: 

Proposición 4.3. Sean m, cp, u y a como en el teorema. Definamos, 
para toda t ~ O, ·la función g dada por 

Entonces que existe una constante C positiva tal que 

(35) 

Prueba 
De hecho, usando el teorema 3.2 y observando que 
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es la solución de 

{ 
H,~,,,a;;J (\) ~(\)a(t) =O 

v (~, J..L) = (t * uPoxua (t)) (0, 
(36) 

entonces se sigue de (34) que 

2s-1 

iu (x, t)l :::; e (ll<t?lls + ll<t?ll1)oo (1 + t)-c;;-

+c 1t [lit ~ull1 +lit ~uiiJ 

mientras que t * uP8xu E L1 (R) n H 8 (R). Pero, esto úÍtimo se verifica 
fácilmente pues usando el Lema 2.2 y la desigualdad de Holder obtenemos 
que 

lit* uP8xull1 < lltlloo llu (·, J..L)II~ llu (·, J..L)Ib lloxu (·, J..L)II2 
< lltlloo llu (·, J..L)II:-1 llu (·, J..L)II; (38) 

y 

lit* uPoxull; < L (1 +e) S lt * uP8xui d~ 

= l, (1 +e)s (1 +47T2e)-2 luP8xuld~ 

< c12 L iuP8xul
2 d~ 

= c12 L u2P (8xu)
2 d~ 

< c12 (L u2
Pdx) (L (8xu)

2 
dx) 

< c12llu (·, J..L)II~ lloxu (-, J..L)II; 

ó 

lit* uP8xuiis < c11 llu (-, J..L)II~ lloxu (·, J..L)II2 
< e llu (-, J..L)II:-1 llu (·, J..L)II; (39) 

42 



De la definición de g (t), (38) y (39) obtenemos que 

lll * uP8xull 1 ::; llllloo gP+ 1 (t) (1 + t) 
2

~~
1 

(
1
-p) (40) 

y 

lll * uP8xulls ::; CgP+1 (t) (1 + t) 2 ·~~ 1 

(
1-p) (41) 

Usando (40), (41) con (37) concluimos que 

2."1-1 

llu (·, t)lloo ::; e (llcplls + llcpll1)oo (1 + t)-c;;;-

+CgP+l (t) 1t (1 + t- p)_2(¡-;r 

(1 +p)- 20-;
1

(1-p) ja(p)jdp (42) 

En la última integral de ( 42) usamos la desigualdad de Holder para 
obtener 

2s-1 

llu (·, t)lloo ::; e (llcplls + llcpll1)oo (1 + t)-c;;;-

+CgP+l (t) (fot (1 + t- p)-e·o-:1 )r 

2.•-1 (1 ) ) 1/r (1 + p)-c;;;- -p r dp 

(fot ja (p)jr1 dp) 1/rr 

Ahora usamos el Lema 4.1 con 

2s -1 
a=~r=¡, (

2s -1) !3= ~ (p-1)r 

para deducir que 

2.~-1 

llu (·, t)lloo ::; e (llcplls + llcpll1)oo (1 + t)-c;;;-

+egP+l (t) (1 + t)_2~:r (1oo jat¡r1diL) 1/rr 
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En consecuencia 

(1 + t) 20~
1 

jju (·, t)iloo:::; e (jjcpjjs + jjcpjjl) + CgP+ 1 (t) (43) 

Análogamente, usando (34) obtenemos 

y de (41) se sigue que 

jju (·, t)jjs < jjcpjjs + CgP+l (t) 1t (1 + /1) 
2 ·~~ 1 

(l-p) ja (11)1 d11 

( 
roo . ) 1/r 

< jjcpjjs + CgP+l (t) Jo (1 + /1) 
2

·~-;
1 

(
1
-p)r d11 

(loo ja (J1)jr1 dJ1) 1/r1 

< llcpjjs + CgP+l (t) · (44) 

Ahora, (43) y (44) prueban (35). 

Finalmente, verificamos que se cumple el Lema de Strauss. En 
efecto, 

Luego, tomando a= 2 (ii'PIIoo + II'PIIs), f3 = e (la constante positi-

va), 'Y = p + 1 y o= p 1±! entonces se cumple el Lema, lo cual 
2C (p + 1) 1' 

implica la conclusión del teorema, pues 
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2.•-1 

(1 + t)--¡¡;;- jju (·, t)jj
00 

< g (t) 

< 2 (ii'PIIoo + II'PIIJ [ 1 - (p + 1) -
1

] 

C. 
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