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‘COMPORTAMIENTO
ASINTOTICO DE LA SOLUCION
DE UNA GENERALIZACION DE

LA ECUACION DE
BENJAMIN-BONA-MAHONY

Carlos Rodriguez Ferndndez

Resumen

Se estudia el comportamiento asintotico de
la solucion global del problema no lineal
Lowu+ Oyu+a(t)uPdpu=0,z€R, >0
u(0) = ¢(z) donde p € H5(R), p es un
entero positivo y L : H*(R) — L*(R)
es/il operador seudo-diferencial definido por
Lu(y) = m(y)u(y)u € H*(R). Para esto
se utiliza el método de la fase estacionaria.

(=14 Seccion Matemdticas, Departamento de Ciencias, PUCP.



1 Introduccion

La ecuacién
(1-02)0u+,u+uPdu=0,z€R,t>0 (1)
es una generalizacién de la ecuacién de Benjamin-Bona-Mahony (BBM),
Uy + Uy + UUy — Ugge = 0, (2)

y es un modelo matemdatico que describe la propagacién unidireccional
de ondas de dispersién débilmente no lineales de gran longitud de on-
da, tal como sucede cuando un fluido homogéneo discurre en un canal.
Esta ecuacién se puede considerar como una regularizacién pseudo-para-
bélica de la ecuacién de Korteweg-de Vries (3) que modela ondas largas
con pequefia amplitud en sistemas dispersivos no lineales y fue propues-
ta como un modelo alternativo para la ecuacién de Korteweg-de Vries
(KdV)

U + Ug + Uy + Uger = 0. (3)

John Albert [2], estudi6 el comportamiento asintético (en t) de una
generalizacién de la ecuacién (2)

(1 — 8%) Ou+0zu+uPd,u=0, z€R,t>0, (4)

donde p es un entero positivo; probando para este caso que si u (z,0) =
@ (x) es el dato inicial y si |||, + [l¢']l; +l¢lls < 4, entonces la solucién
u de (4) satisface
-1/3
)l <A@+

paratodat >0y z € R, donde A no depende de z ni t.
Una ecuacién mds general que (4) es
(1-82)8u+8,u+a(t)uPdu=0,z€R, t>0 (5)

donde p es un entero positivo y a : R = R es una funcién continua
acotada. Este coeficiente aparece en forma muy natural asumiendo que
el fondo del canal donde discurre el fluido, no es liso; esto es, el fondo del
canal es lo suficientemente rugoso para que el tirante del fluido varfe de
una seccién transversal a otra seccién transversal inmediata del canal.
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En ingenieria se estudian modelos fisicos a escala que representan el
movimiento del agua, bajo diferentes tipos de régimen (laminar, turbulen-
to), donde se hace variar: la pendiente del canal, la rugosidad de las
paredes y del fondo del mismo. Esto se realiza con el fin de determinar
un modelo matemético que reproduzca con mayor precisidon cada caso
en estudio, pues tales modelos se pueden utilizar para disefiar obras de
arte (canales, represas, etc.)

Por tanto, es de interés estudiar el comportamiento de la solucién
de la ecuacién (5), pues ella modela con mayor precisién el movimiento
de un fluido en un canal. ~

Estudiamos, entonces, el comportamiento asintético de las solu-
ciones del problema no lineal

(1-82)0u+d,u+a(t)uPdou=0 z€R, t>0
(6)
u0) =¢

donde p € HS (R), p es un entero positivo.

2 Resultados Basicos

Los siguientes dos lemas y la proposicion serén titiles mas adelante.

Lema 2.1. Sea m : R — R definida por m (§) = 1 +47%£2. Entonces

1.
O<c(@+[E)’ <m@ <c(l+E)’. (7)

2. m(€) € C*(R).

3. Egiste una constante C tal que € — m (€)—~C €] es de clase C* (R.)
pare toda §.

4. H?ZT tiene sélo un nimero finito de puntos de inflexion, los cuales
son no degenerados.
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Prueba. Las tres primeras afirmaciones son obvias. Para de-
mostrar la dltima pongamos

_ ¢
FO=1mg
entonces,
e 1 — 4n%¢2 _ ren 5 _L
(€= Trare) de donde f'(£) =0 & = *—
luego e _3
" _87r2§ 47r£—-3.
11O =~ ey
por tanto
f"(f)=0c>£=o,§=i§, (8)
y

" —384x8¢4 + 576n4¢£2 — 2472
(&= 1 :
(1 + 4m2€2)

Como f"' (€) # 0, los puntos de inflexién son no degenerados.

(9)

El lema que sigue serd usado para estimar integrales de la forma
(10) en vecindades de puntos criticos.

Lema 2.2 (Van der Corput). Sea p € C? (R) una funcién céncava o
conveza sobre [a,b] con —oco < a < b < 400, entonces

b
/ e*(8) ds

Lema 2.3 (W. Strauss). Sea g(t) una funcidn de valor real continua,
no negativa tal que, existen constantes positivas a, S y v tales que

g(t) <a+Bg7 (1),

parae cualquier t en un intervalo que contenga a t =0, donde v > 1. Si
g0 <ay aﬂ(‘y—l)—l < (1 - 'Y—l) ’Y—(’Y—l)_l;

entonces, en el mismo intervalo g es acotada y g (t) < a (1 —y71).

—1/2
<4 {I[I;’ig]llp” (s)|} sip’'(s)#0en [a,b]. (10)
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3 Comportamiento Asintético de la Solu-
cion del Problema Lineal Asociado

La siguiente proposicién nos serd util en la demostracién del teo-
rema 3.2

Proposiciéon 3.1. Sea v > 0 dado, entonces para r suficientemente
grande, la desigualdad

/r eit(m—af) de

-r

sup
a€R

<C [t‘"’ + t‘1/2r%‘1]
se cumple, donde C es una constante positiva (independiente de v y a).

Prueba Los puntos de inflexién de f(£) son & = —%g, & =0

y & = -5/75 . Sea r > 0 un ndmero suficientemente grande de modo que
& € )-r,r[ para j = 1,2,3. Sea € > 0 lo suficientemente pequefio tal
que [§; —¢,& +¢[ C ]—r,r[ para j = 1,2,3. Consideremos el conjunto

Be={{ el-nr: | -¢§l2ej=1,2,3}

y calculemos la integral

I = /T e“(mi’é?!‘“f)dg

= /‘e“(ﬁﬁm"“f)dg.;./ e”(rﬁm*“f)dg
B,

]_T)T[\ Be

= L+1D (11)

Con el fin de utilizar el Lema, 2.2, probaremos primero que los posi-
bles puntos de inflexién de A (£§) = f (£) — af son los de f (£).

En efecto, " (£) = f" (§) y como por (8) y (9) A" (§) = f" (§) =0,
R (&) # 0 para j = 1,2,3. Como A" (§;) > 0 para j = 1,3 entonces
k' (£) tiene un minimo local (estricto) y dado que A" (0) < 0, R’ (§)
tiene un maximo local {estricto). Por tanto, h(£) es céncava y convexa
en pequenas vecindades de §; para j = 1,2, 3. En el conjunto B, tenemos
que A" (£) # 0. Luego podemos estimar I; usando el Lema 2.2 y asi

-1/2
5 <4 e gip 1 601} (12)
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En seguida, estimamos A’ (£) usando (10) para f (£)

K" = [f" (&I

8¢ (4m2€2 - 3)
(1 +4n2¢2)®

(14 47262) 7 8¢ (4n2€2 - 3)|

(87T2)s_1 s—1 2 +2
< TFvEr (1+1€)°7" (1 +4n%¢?)
< Ca+lEh*a+leN Tt A +1ep’
< ca+p—T
< Clgt,

donde C = ¢; 3¢, (872)°™". Por lo tanto

: " . : —s-1 " . — —s—1
min |A” (€)] —jg}lygys{Cr R (& £ e)|} =Cr (13)

Ahora estimamos I en (11)

Iz = / eith(g)df.
J—r7[~Be

Cuando t = +o0 entonces, dado ¢ > 0 existe to tal que tg > £~1/7 para
toda t > to. Para t > ty descomponemos la integral

/ GO = / £h(6) g
A le—g;1<t=

+/ eith(®) gg
tmr <€ [<e

= L+ (14)

Haciendo £ — £; = s en I3 obtenemos

II3| — / eith(s+§j)ds
|s|<t=

<2t (15)
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Como h es coéncava y convexa, usando el Lema 2.2 estimamos I4
como sigue

-1/2
lms4§ min mwm} (16)

1T L[6—¢j1<e

En la vecindad de cada §;, j = 1,2,3, la funcién B’ (&) tiene un
desarrollo en serie de Taylor

1

K€ =h" (&) (6= &)+ R(),

donde

R(§) = 5h® (0) (€ - &)’

para algun @ entre £ y £;. Por lo tanto, en la misma vecindad la siguiente
desigualdad

ti

W] = @5 e-oli-gl

v

[ )] - |55 @i - 1] ke -6
[|h" )] - 8]t - &l

v

serd verdadera mientras que § > 0 sea tan pequefio conjuntamente con

lim 2&) = 0. Tomando 0 < § < min ’h'" (§j), concluimos que existe
g—¢; 476 1<5<3

una constante positiva C tal que
v ©)| > cle- ¢l

para cualquier § “cercano” a &;.

Se sigue que

min  |A" (g)l > Ot~ paraj =1,2,3 (17)
=7 <[t |<e
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Combinando (17) con (16) se sigue de {14) y (11) que

1| = /eith(ﬁ)dg‘
o 72 s41
< 4[—3 (87%)° ] 2 4o
a

lo que prueba el Lema.

Teorema 3.2. Sea m como en el Lema 2.1. Si ¢ € H* (R)N L' (R)
con s > 2, entonces, la solucion del problema lineal

Lou+3,u=0, z€eR,t>0,
(18)
u(z,0) =p(z).
satisface el estimado

_2a-1
llu (2, Olloe < C (llelly +llelly) (1 +8)775

pare todo t suficientemente grande.

Prueba Utilizando la transformada de Fourier inversa en el espacio
en (18) tenemos

B (6) = — priorer@ (€)
T(£,0) =5 (),

cuya solucién
it
u(§,t) =e Hm2EH(E)

determina la representacién integral

u(z,t) = Le"”“i""”*’””‘%(o d. (19)
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Sea r > 0, el que se escogerd después, y descompongamos la integral
anterior en dos de modo que

u(z,t)] < / & T G () e 4
[€1<r
[€|>—7
= L+ L. (20)

Estimamos I; en (20)

hos [ Bl

/ (1+ JED° (1+ €)™ |3 (6)] de (1)
[§]>—r

Usando la desigualdad de Holder resulta que

1/2
(/ <1+|£|>28|¢(5>|2ds)
lE]>~r
1/2
(/ <1+|£|)‘2Sd£)
|glz2—r
S, Yoo ge 1/2
el (/-oo - /- (1- 6)25)

(525) ela+n's. (22)

[t Lot

son convergentes y la suma de las dos integrales es —2— [-(1—:%,;]

Iy

IA

IA

pues

2s—1

Finalmente, estimamos I;.
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Sea

g(€,) = T,

Luego I; se puede escribir en la forma

Il =

IN

/ 2" g (&,1) P (€) d¢
lel<r

/:o eI h (¢1) 5 (£) de’

/ :o 2riag (h( t)*s@) (6) de
(ien-e) e

h( t)” el

donde h (&,t) = Xiei<rg (&,1).

Pero

e

— 00

+oo )
/ e21r1.z§h (f, t) dgl

+o0o )
= / ez"”“)qqgrg(é,t)df'

-0
+o0

_ / 21r1:n§ mxﬁKrdEl
—c0

= / oit(a6~matrer) d{‘
< sup / zt(a£ m df‘
a€R

< C(t T4t +t-1/2r+)

En consecuencia, usando (23) deducimos que

34

L<C(t +657 +t7 Y% F ) o, .
1

(23)

(24)



De (20), (22) y (24) concluimos que
ju(z,t)] < C (t—'v +t55 4 t—l/zr%) loll, + -

2 \? 124
z
+(32g) el
C (lglly + llgll,) [£77 + 75 4 47128

IN

)

Escogemos ahorar = ¢ vy

= % (asi, para ¢ grande, r serd bastante
grande para poder aplicar el Lema 2.

1). Luego
-1 _1
lu (Ol < Clelly + llll,) [t Ypid
1-2s
) (1) }
_1 _ a1
< Cllelly +ligll,) [267% +72/2¢%
ot (142 ]
_— 125
< Cllelly +lielly) [2673 + £
o (14t ]
- 1~-24
< 20 (gl +llgll,) (47172 + 675
1-2s
< Clllelly +llells) 7o (25)

Es de observar que (25) es vélida para ¢ grande, digamos para ¢t > T.

Por otro lado, usando la representacién (19) tenemos que

”u (’7t)”oo < L‘e_1+4‘"nf t+2miz€ lfﬁ(ﬁ)ldf

/R 1 (6)] de
cllelly < € lell, + lell,) (26)

IA
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De (25) y (26) tenemos que

_2s¢—1
lu (D)l < C (llelly + llolly) (1 +8)7

que es lo que el teorema afirma para toda t > Tg.

Corolario 3.3. Si p € H*(R)N L (R), entonces la solucién del pro-
blema lineal

{ Ou — 02 (Bu) +0,u=0, xR, t>0

u(z,0) = ¢ (z).

satisface el estimado

lfu (Dl < C (llly + lpllg) (L +6)73

para toda t suficientemente grande.

Prueba Del teorema se tiene para I2, con s = 4 que
L < Cllell, 1+ < Cligll, 7™,

pues (1 +r)"7/2 < 7772,

Por otro lado, también del teorema,

L < ¢ (t‘l/3 +t8 4 t‘l/Qr%) llelly
_ (2t’1/3 + 12y 3/2) lll,
= O (2P0 gl
< (2752720 g,
< O (VR g, (27)

Sumando (26) y (27) tenemos
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L+

IA

Cllpllyr=™2 +C (¢74 + 4712302 g,
Cliplls =772 + € (73 +£777%) o),
C (gl + elly) (73 +¢777%0)

C (llell, + llell,) tF
C (llell, + llolly) @+ 872

IA

IA

IA A

Observaciéon 3.4. El corolario anterior, fue probado por J. Albert [3],
Lema 7, pdg. 534.

4 Comportamiento Asintético de la Solu-
cion del Problema Nolineal

El lema siguiente sera una herramienta importante para la prueba
del resultado principal.

Lema 4.1. Sean o, 8 ,v > 0 tales que

at+B-v21, a>y o f>7

a>y s =1, f>v st a=1.

Entonces se cumple que

¢
sup / (1+8)"Q+t=7)"*1A+7r)Pdr < +c0.
0<t<+00J0
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Prueba Si C dencta diferentes constante que no dependen de ¢,
entonces

PA+)Q4t-nT ) (1t -r)
/0 (1+1)f = /o 1+ ar
P+t (1+t—r)"°
+/t/2 (1+1‘)’3 dr.

Comoogrg%setiene1<1+%51+t—r§1+t,entonces

1+t<24+t<2(1+t—-7r)<2(1+1),

de donde
1+ <2+t -1
Luego
1 2¢
& < &5
1+t—r) (1+1)
por lo que
t/2 (1 +t)"f 90 t/2
R 1+t—-7‘)_°‘dr§————_—/ 1+7)Pdr. (28
/o (1+r)5( QA+ Jo ( (28)
Ademés
/2 In(1+4%), sif=1
/ (1+7)Pdr = (29)
0

s [+ -1], sip#1

Asi, en (28) cuando a > v, f = 1 tenemos

Y2 (14 a2 (1+4)
/0 LT s Sai <o @)

debido a que

In(1+4) _ 1
im P lim P :
t=+00 (1 + ) oo 2 (a — ) (1 + ¢) (1+4%)
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También, en (28) a+8~v>1l,a>vy o B>~y B #1 tenemos

‘ - 9o [(14+ 4P 1
‘//2(1+tz(1+t—rrﬂdr I +f) )

o (1+7) 1+ (1-25)

2% (1 4+1t)'7°
1=-8)1+0)*"

2&

(1-8) QA+t
C, , (31)

IN

IN

ya que
1
1' —_———eee———— T 0‘
t_,}zloo (1+ t)a+ﬂ—'y——1

Andlogamente, podemos concluir que

E(l+t) —a A t -
/ ( +)ﬁ(1+t—r) drS—QBT_/ (1+t—-r)"%dr
t/2 (1+7) (1+8)°77 Jiy2

pues £ <r<t=1+L{<1l+r<l+t=14t<2+t<2(1+7)<
2(1 4+ t), de donde

1+r)P<2Pa+e)7P.

Luego, cambiando la variable s =t — r, obtenemos

t ¥ B t/2
/ (1+t)ﬁ (1+t-7”)_ad’7‘ < ————2—B:—/ (1+S)—.ad3
Je2 (L+7) (1+8)7"7" Jo

< C
porque 3> vysia=1lyB8>yya+8-v>1

A

Estamos listos para probar el resultado principal.

Teorema 4.2. Sea ¢ € H* (R)NLY(R) con s > 2 y m con las condi-
ciones del Lema 2.1. Sean a (t) una funcién de valor real continua aco-
tada y u = u (z,t) solucién del problema no lineal

Loju+0,u+a(t)uPi,u=0, z€R,t>0
(32)
u(:c,O) =(,0(IL'),
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con p es un entero tal que p > m +1ybe L™ (Rt) donde L +—
1. Entonces existe 6 > 0 tal que si ||¢||, +lloll, < 4, entonces, la soluczon
u satisface

(8l <CA+8) %,

para todo t suficientemente grande.

Prueba del Teorema

Sea u = u(z,t) la solucién global del problema (32). Sabemos que
u se puede escribir como la solucién de la ecuacién integral

w(zmt) = / TN 5 (¢) dt

/ / 27rw§ W(t )
P+1

w1 (¢,7) a (1) dédp]

y como MuP¥1 (€) = (~L718,up+1) (€) = 1 (£) (J,uP+1) (€), entonces
i = [t

27rw§ m (t—u)
p+1

[— (&) Gowr) (©)] a(r) dedyi (33)

y como (0;1’\‘”) ©=m+1) (@) (£), (33) puede escribirse como

u(z,t) = / T TR 5 (6) de
R

t .
0 /R

[-1(©) @B,u) ()] a (r) dedu
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o de otra manera,

w(@t) = / izt =it 5 (¢) de

t ; N
2mizg— s (t—n) h (€, 1)
+/O /Re +anZe _———1+47r2§2 dédp  (34)

donde —hgf—‘;‘)w; TR, t) y L7 =1 (z) x ¢ (z) como antes.
1+4m4€

Aqui, h(z,t) = —a(t)uPO,u. Obviamente h{-,t) € L?(R) para
cada t > 0. De hecho

/ |h(z,8) dz
R

Il

/ a® () [ul*? |0 ul? dz
R

< a2 (t) (/ e2mizé ',uI?P dil?)
R
(/ e~ 278 |y dx)
R
< a (@) flu (O 1100w ().

Para concluir la demostracidn necesitamos la siguiente:

Proposicién 4.3. Sean m,p,u y a como en el teorema. Definamos,
para toda t > 0, la funcidn g dada por

9@ = sup [luComlle (1+0F +[lu,pl,] .
0<pst

Entonces que eriste una constante C positiva tal que

9(8) < C (llell + llelly) + Ca* (2). (33)

Prueba
De hecho, usando el teorema 3.2 y observando que

(€)= e‘ﬂ—ﬁ!‘s’«'(t_”)(l «uPdua ) (©
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es la solucién de

0,0 (6) +i60(6a(t) = 0
(36)
0 (& ) = (I xurdyua(t)) (€),

entonces se sigue de (34) que

—

201
lu(z, )] < Clell, + llell)o A+
+ [l * uPOu

vo [ (3], ]

(1+t—p) ™ la(w)|de (37)

mientras que ! * uPd;u € L! (R) N H® (R). Pero, esto titimo se verifica
facilmente pues usando el Lema 2.2 y la desigualdad de Holder obtenemos
que

I« uPBpully, < Wil w Gy )2 e (- )l 1182 (-, )l
< el e Gy 11257 e (o )12 (38)
y
||l*up3xu]|§ < /(1+§2)s|l*u”8xu|d§
R
= / (1+£%)° (1 +47r2§2)‘2 |uP Oz u| dE
R
< o7 / POy ul? de
R
= ¢? / u? (Oyu)? dE
R
< ¢t ( / u2”dx) ( / (axu)zdx)
R R :
< el G PP O G )l
6
11 * uPByull, e (w115 1182w (- )l

IAIA

Cllew (- IS e (I (39)
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De la definicién de ¢ (t), (38) y (39) obtenemos que

11 % uPdgull, < ]l g7 () (1 +1¢) 5 A7) (40)
0% wPBgul|, < CgPHY () (1 + )5 0—P) (41)

Usando (40), (41) con (37) concluimos que

lu (9l < Cllells + el (1+t)_2°_‘

1

28—
Cg" T ( t)/ (L+t—p)y o

1+u)*_1pWwau (42)

En la dltima integral de (42) usamos la desigualdad de Holder para
obtener

lGOlle < Cliell, + llpll) (1 +8)7
+Cg" (1) (/ (it
0

23— —p\r 1/r
(1+p)~ o 072) du)

(/Ot la (u)I™ du) "

Ahora usamos el Lema 4.1 con

25 -1 2s -1
= 5= (2 e-r

Q=

para deducir que
_ 251
(-l < Cllells +llelly) o (1487
21 [o"0) d 1/7‘1
#0014 7 ([ ar)
0
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En consecuencia

1+ [lu( Dl < CUlell, +llell) +CP () (43)

Andlogamente, usando (34) obtenemos

t
llu ¢ D)l < llell +/0 Il * uPOpull, |a (w)| du

y de (41) se sigue que

lu(oll, < kus4-0gp+lu>[;(14—u)¥%i“‘pna<undu

IA

e 24-1 __ . 1/r
ol + €t 0 ([ @ w0 )

(LwMUM“mQ””

lells +Cg™* (1) . (44)

IN

Ahora, (43) y (44) prueban (35).

Finalmente, verificamos que se cumple el Lema de Strauss. En
efecto,

9(0) = llello + llelly < 2Hlells +llelly < 2(lelly +llell,) -

Luego, tomando a = 2 ([|¢ll, + ll¢ll,), 8 = C (la constante positi-

va), y=p+1lyd= "_"LE entonces se cumple el Lema, lo cual
2C(p+1) >
implica la conclusién del tecrema, pues

24—

A+ u( e < g(t)

< 2 (ol + lell) [1 - o+ D]
C.

A
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