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AUTOMORFISMO DE
FOLIACIONES HOLOMORFAS
SOBRE SUPERFICIES
RACIONALES

Percy Fernandez Sanchez

Resumen

En este trabajo clasificamos las foliaciones holomorfas
con grupo de automorfismo infinito sobre una superficie
racional. Como consecuencia de este resultado probamos que
el grupo de automorfismo de una foliacion de tipo general
con singularidades sobre una superficie racional es finito.
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1 Introduccién

Schwarz probé que el grupo de automorfismos de una superficie de
Riemann con género mayor que 2 es finito. Andreotti, en [1], generaliza
este resultado probando que el grupo de bimeromorfismos de una varie-
dad algebraica de tipo general es finito, los cuales, son andlogos a las
superficies de Riemann de género mayor que 2. En el caso de superficies
algebraicas se tiene inclusive una cota para este nimero, vea [14].

En este trabajo primero clasificamos las foliaciones holomorfas con
singularidades sobre las superficies racionales.

Teorema A. Sea F una foliacién sobre una superficie racional M. Si
#Aut(F) = 400, entonces, F es bimeromorfa a una foliacion de Riccati
o a una fibracion racional.

Luego probamos un resultado andlogo al de Andreotti para folia-
ciones holomorfas sobre superficies racionales (superficies bimeromorfas
al plano proyectivo).

Teorema B. El grupo de automorfismos de las foliaciones holomorfas
de tipo general, con singularidades sobre una superficie racional es finito.

2 Preliminares

Para la nociones bésicas de foliaciones holomorfas recomendamos
ver los libros [4], {13] y [2]. Una foliacién holomorfa F con singularidades
aisladas sobre una superficie algebraica M puede ser definida por una
familia de campos vectoriales holomorfos {X;} definido sobre un cubri-
miento abierto {U;} de M satisfaciendo la condicién de cociclo X; =
9i;X; cuando U; NU; # 0, donde {gi;} son funciones holomorfas nunca
nulas definidas sobre U;NUj. En este caso, {g;;} define un fibrado lineal
T¢ sobre M llamado fibrado cotangente o candnico. El conjunto de sin-
gularidades Sing(G) de G es definido como Sing(G)/y;, = {X: =0} ¥
siempre es posible suponer dim(Sing(G)) = 0.

Sea F una foliacién holomorfa sobre una superficie compleja M.
Consideremos una curva compacta C sobre M. Tome p € C y sea
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{f = 0} una ecuacién local reducida de C' alrededor de p. Suponga que
F es representado en una vecindad coordenada (U, (z,y)) de p = (0,0),
por la 1-forma holomorfa

w = a(z,y)dz + b(z, y)dy.

Cuando C no es F-invariante, definamos la tangencia entre 7 y C en
p por tang,(F,C) = dimCQI’i, donde I es el ideal generado por f y
—b%ﬁ + a%g. Definimos tang(F,C) = 3 . tang,(F,C). Es probado
en [2] que

T7.C =tang(F,C) —

Ejemplo 1. Si M = CP(2) y C es una linea no F-invariante tenemos

Tr = Ocp(z)(tang(F,C) — 1).

Ahora, suponga que, C es F-invariante entonces wAdf = f©, donde
© es una 2-forma holomorfa. Entonces, existe dos funciones holomorfas
g, h relativamente primos definidos sobre U y una 1-forma holomorfa 7
tal que

gw = hdf + fn.

Definimos, el Indice de Camacho-Sad por CSy(F,C) = 3% [. 1,
donde v es un lazo alrededor de p sobre {f = 0} y CS(F,C) =
]

2 pesingFnc CSp(F, C). El Teorema del Indice de Camacho-Sad [5
que:

)
5] dice
CS(F,C) = Cc?.

Recordemos que una foliacidon reducida F es una foliacién tal que toda
singularidad p es reducida en el sentido de Seidenberg, esto es, para
todo campo vectorial X generando F y todo punto singular p de X, los
eigenvalores de la parte lineal de X no son ambos ceros y su cociente,
cuando es definida, no es un niimero racional positivo. Si un autovalor
es cero y el otro no, la singularidad recibe el nombre de silla nudo.
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Definicion 1. Sea F una foliacién sobre la superficie compleja S, y G
cualquier foliacién reducida bimeromorficamente equivalente a F. La
dimensién de Kodaira de F es dado por

log h°(S, K&="
kod(F) = limsup —(E—(——l
n—co logn

El concepto de la dimensién de Kodaira para foliaciones holomorfas
fue introducida independientemente por L. G. Mendes y M. McQuillan,
vea [2], [12] y [11].

Fue probado que la dimensién de Kodaira es bien definida y es un
invariante bimeromorfo de F, ver [12].

Cuando la foliacién tiene dimensién Kodaira 2, decimos que, la fo-
liacién es de tipo general. Esta terminologia es justificada pues existe una
clasificacién parcial de las foliaciones de dimensién de Kodaira menor a
2 . Para m4s detalles vea [11] y [2].

Una fibracién en M sobre una superficie de Riemann compacta B
es un mapeo holomorfo sobreyectivo f : M — B. Una fibra genérica de
f es la pre-imagen de un valor regular de f. Si todas las fibras genéricas
son conexas la fibracién f es llamada coneza. Si todas las fibras son
curvas racionales la fibracién f es llamada fibracién racional.

Una foliaciéon F en M es llamada foliacién de Riccati si existe una fi-
bracién racional cuyas fibras son transversales a F.

En [12] se prueba que foliaciones de Riccati y fibraciones racionales tienen
dimensién a lo mas 1.

El grupo bimeromorfismo (automorfismo) de la foliacién F es sub-
grupo maximal de los bimeromorfismos (automorfismos) de M que dejan
invariante la foliacién.

En el caso de PZ una foliacién F puede ser definida en coordenadas
afines z = 1 por una 1-forma w = Adz + Bdy donde A, B son polinomios
complejos en dos variables. En este caso se puede verificar que
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Proposiciéon 1. El grupo de automorfismo de una foliacién holomorfa
sobre IP% es un grupo de Lie. Por lo tanto, es un conjunto cuasiproyec-
tivo, luego, tiene un nimero finito de componentes conezas.

Prueba. Por definicién Aut(F) es el conjunto de elementos g en
PGL(3,C) que deja invariante a F. Ahora, si F es dado por una 1-
forma homogénea w = 3 P,dz; entonces, por definicién w y g*w definen
la misma foliacién, esto es, ellos son linealmente dependientes. Asi,
Aut(F) = P({g € GL(3,C) : g*w Aw = 0}), donde P(A) significa la
proyectivizacién de A. Es claro que, Aut(F) es un grupo de Lie. Como
GL(3,C) es cuasiproyectivo la prueba esta completa. O

Ejemplo 2. Suponga que una foliacién F es definida sobre P% por la
l-forma w = P(z,y)dz + (Q(z,y) — yP(z,y))dy donde P,Q € Clz +
=y — 3y°], @ € C*. Esas foliaciones son invariantes por T'(z,y) =
(z+2y,y+1). Asi, Aut(F) contiene infinitos elementos de {T" : n € Z}.
Puesto que, el flujo de X = (y — %)3% + a%’

=g ) (2)+(F7H),

satisface X;w = w. Obtenemos que, X; pertenece al algebra de Lie de
Aut(F). Observe que, X1 =T.

El siguiente resultado muestra que este ejemplo es general.

Corolario 1. Si Aut(F) tiene un nimero infinito de elementos entonces
la dimensién de Aut(F) no es cero.

Prueba. Suponga por el absurdo que dim(Aut(F)) = 0, entonces por
la proposicién 1, Aut(F) tiene solo un nimero finito de elementos,
contradiciendo la hipétesis O

Para obtener un campo vectorial holomorfo en el algebra de Lie de
Aut(F), como en el ejemplo 2, nosotros aplicamos el teorema de Marti-
nelli-Bochner [10] que dice: El grupo de automorfismo de una variedad
compleja compacta es un grupo de Lie y su algebra de Lie estd formada
por campos holomorfos globales definidas en la variedad.
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3 Automorfismos de Foliaciones Holomor-
fas sobre el Plano Proyectivo

Teorema 1. Sea F una foliacidn holomorfa en PZ. Si#Aut(F) = +o0,
entonces en un adecuado sistema coordenado afin, F es inducida por una
de las siguientes 1-formas:

1. w= Pdz + (Q — yP)dy, donde P,Q € Clz — y;],
2. w=yp(y)dz + (zp(y) — a(y))dy, donde p,q € C[t];

3 w=yp(L)ds + xq(%)dy, o F es lineal.

™

Prueba: Recuérdese que el grupo de automorfismos de P es isomorfo a
PSL(3,C). Puesto que, #Aut(F) = +co podemos obtener del Corolario
de la Proposicién 1 que Aut{F) es un subgrupo algebraico lineal de
PSL(3,C). En particular, Aut{F) tiene un algebra de Lie no trivial,
luego, por el Teorema de Martinelli-Bochner, existe un campo vectorial
global X sobre PZ cuyo flujo esta en Aut(F).

Cualquier campo holomorfo global sobre PZ puede ser representado
en coordenadas homogéneas (z,y, z), en la forma

X(z,y,z) =M- (x,y‘z)t,

donde M € ¢l(C,3). Analizando las posibles formas canénicas de Jordan
tenemos esencialmente tres distintos casos.

Primero, suponga que, la forma canénica de Jordan de M es

a 1 0
M= 0 o 1 , x € C*,
0 0 «

En este caso, la accién ¢; inducida por X puede ser escrita en el plano
afin {z = 1} como

2

¢
$e(z,y) = (T +ty + T A t).
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Por consiguiente, las orbitas de X son curvas racionales y X admite
2
una integral primera racional z — %-. Si F es definida por la 1-forma
w = P(z,y)dx + Q(z,y)dy entonces ¢pjw = A(t)w. Asi, A=1y
P=Pog¢:
Q=tPo¢g,+Qo¢,
Por consiguiente, w = Pdr+(R—yP)dy, donde P = Po¢: y R = Ro¢;.
En otras palabras, P y R son integrales para la foliacién definida por X.
2
Como, = - 3/2— es también una integral primera y sus fibras son conexas,
se tiene del teorema de factorizacién de Stein [8] que P, R € Clz — ﬂ;]

Ahora considere M de la forma

a 1 0
M=} 0 a 0], a,BeC".
¢ 0 B

Aqui la accién inducida ¢, en las coordenadas afines {z = 1}, es
¢i(z,y) = e (z + 1y, y).
Como en los casos previos, F en {z = 1} es definida por w = P(z,y)dz +
Q(z,y)dy. Ya que, ¢;w = A(t)w, obtenemos
At)P(z,y) = e PIPog; (1)
MDQ(z,y) = P (Qodi+tPog) . (2)

Escribiendo P(z,y) como una suma de sus componentes homogéneas,
P(z,y) = zj Pj(z,y) . Desde (1) deducimos que si Pj{z,y) no es cero,
entonces, A(t) = e*(®=AU+1)  Comparando otra vez con (1) obtenemos
que Pj(z,y) = Pj(z +ty,y). Esto implica que, P; no depende de z, esto
es, P(z,y) = p;y’. Usando un argumento similar con Q(z,y) podemos
obtener que, Q(z,y) = —p;zy’~! + ¢;3’. Por lo tanto, la 1-forma w
puede ser escrita como

w = yp(y)dz + (q(y) — =p(y))dy .

El caso restante es cuando M es diagonalizable, es decir,

a
M=} 0
0

oW O

0
0}, apByeC.
¥
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Como en los casos anteriores podemos escoger un sistema coordenado
afin adecuado en el cual la foliacién F es descrita por w = Pdz + Qdy y
la accién ¢, inducida por X es de la forma

$1(@,) = (1o, eHE=y).

Procediendo como antes obtenemos las siguientes relaciones

AMDP(z,y) = e VP(¢i(z,y)); (3)
ADQ(z,y) = eP1Q(i(z,y))- (4)

Si escribimos P(z,y) = 32, ;piz’y’ v Q(z,y) = 3, ; 652"y’ entonces
podemos deducir de (3) las relaciones

A(t) = etla=ME+D+HUB-7)] g pi; #0; (5)
A(t) = et@MHB-MG+) g gij #0. (6)

Observe que, X admite una integral primera racional, si y solo si, B_:Z/ =
T €Q
Suponga que, X tiene integral primera racional y considere el grupo
G={(L,k)€eZ&Z: oM = B~1¥ paratodot € C}.

Como G es ciclico y generado por (n,m). Sea (lo,ko) € Z & Z tal que
A(t) = etla=Mbo+t(B-7)k  entonces

w = gloyk (yp( )dw + wq( )dy)

Finalmente, asuma que Z—:} ¢ Q. Por lo tanto, existe t4 € C\ {0}

tal que eto(a="" £ gto(B=71™ nara todo par de enteros n y m, no ambos
ceros. Se tiene de esto que existe un tinico par de enteros k y [ tal que
Ato) = etole=Mitto(B=7)k = Por consiguiente de (3), concluimos que,
P(z,y) = puz~'y* y Q(z, y) = quly*1. Asi,

w =gt lyk-1 (pieydx + qurady)

y claramente, F es una foliacién lineal. [
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Corolario 2. Sea F una foliacidn holomorfa definida en PZ. Suponga
que

#HAut(F) = 400

Entonces, F es birracionalmente equivalente a una foliacion de Riccati.

Prueba. De la prueba del teorema anterior tenemos que la foliacién
definida por X no tiene integral primera racional, entonces, F es lineal.
En particular 7 es una foliacién de Riccati después de una explosién.

Ahora, suponga que, la foliacién G definida por X tiene integral
primera, es decir, es un pencil de curvas racionales. Sea o : M — P2
la resolucién minima de G. Como explotamos puntos singulares de X
obtenemos un campo holomorfo de vectores de X definido en todo M
que pertenece al algebra de Lie de Aut(o*(F)).

Por consiguiente, el lugar geométrico de las tangencias de o*F y X
debe ser invariante por o*F, para los detalles vea [6] y [7]. Ya que, 6*G
es una fibracién racional nosotros obtenemos que, o*F es una foliacién
de Riccati. O

Proposicién 2. Sea F una foliacién holomorfa de tipo general sobre
una superficie compleja compacta M. Entonces, Aut(F) es isomorfo a
un grupo algebraico lineal.

Prueba. Como F es de tipo general para un entero m suficientemente
grande, el m-ésimo mapeo pluricanénico ¢, es un bimeromorfismo M y
la clausura de su imagen, denotado por N.

Observe que, el grupo Aut(F) actia naturalmente sobre el proyec-
tivizado de HO(M, K2™). Si o es una seccién de K&™ y « es un auto-
morfismo de F, entonces, la accién es dada por a(s) = a*o.

Siendo ¢,, un bimeromorfismo entre M y N, la accién definida
induce un monomorfismo de grupos

¥ : Aut(F) - PSL(k,C),

donde k = dimc HO(M, K2™) — 1.
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Observemos que, la imagen de ¥ es precisamente el automorfismo de
IP’f:”l dejando N y G invariante, nosotros podemos concluir que Aut(F) =
Aut(G) es un subgrupo algebraico lineal de PSL(k,C). O

En la prueba de nuestro resultado principal seguimos de cerca los
argumentos de Brunella en [2]. Pag. 86-88.

Prueba del Teorema A. Si #Aut(F) = + o0 de la Proposicién 2
tenemos que, dimAut(F) > 0 y por el Teorema de Martinelli-Bochner
tenemos un campo vectorial holomorfo X que determina una foliacién
holomorfa G. Como en una superficie racional existe un nimero finito
de curvas excepcionales estas tienen que ser invariante por X. Luego,
podemos suponer que M es minimal después de efectuar algunas con-
tracciones. Si M no es PZ, entonces, es una superficie de Hirzebruch Z,,.
Primero probaremos que, hay una singularidad de la foliacién G fuera
de la curva racional I',,, donde I',, es la tdnica curva sobre X, con la
propiedad I'? = —n. Por consiguiente, es invariante por el flujo de X y
puede suceder:

1. X|r, = 0si hay una fibra F' (de una fibracién racional de M sobre
I'») no invariante tenemos tang(g,F) > 0 . Como G solo tiene
divisores de cero Tg.F' > 0, por otrolado Tg.F = F?—tang(G, F) =
—tang(G, F') < 0. Asi, F es invariante por G, y por lo tanto, X es
tangente a una fibracién racional. Como tang(G,F) es invariante
por F y X, vea [6]; se tiene que es una fibracién racional o una
foliacién de Riccati.

2. Xl|r, # 0, asf, X tiene més de dos ceros sobre I',,, y por el ar-
gumento empleado en el caso anterior, las fibras que pasan por
estos puntos son G-invariantes. Ademds, por el indice de Poincare-
Hopf de X|r, coincide con la multiplicidad de ceros de X|r . Asi,
tenemos 2 casos

(a) Hay dos fibras G-invariantes y no existe singularidad fuera de
Iy, entonces, ambas singularidades sobre I, son sillas-nudos
y por el Teorema del indice I'2 = 0, contradiccion.

(b) Si hay sélo una fibra G-invariante F, entonces, la multiplici-
dad de X/r, en el punto singular es dos. Ahora, si X no tiene
singularidades sobre F fuera de I'y,, entonces, X/ tiene mul-
tiplicidad dos. Entonces, otra vez por el Teorema del indice
['2 =0, lo cual es un absurdo.
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Resumiendo, tenemos una fibra F y un punto p € F tal que X(p) =0y
p ¢ T'n. Haciendo un blow-up en p y un blow-down en la transformada
estricta de F' llegamos a ¥,_;. Siendo X aiin holomorfa pues hacemos
blow-up en singularidades de X y contraemos curvas invariantes por
el. Siguiendo este procedimiento reducimos nuestro problema a ¥; =
P¢ x PL y en este caso X = X; & X, donde X; es un campo vectorial
holomorfo sobre P¢.

Figura 1 Bimeromorfismo entre Pt x P¢ y Pg.

De aqui se tiene que luego de un blow-up y dos blow-downs lle-
gamos a PZ, ver figura 1; atin siendo X campo vectorial holomorfo.
Para terminar aplicamos el Corolario 2. O

Prueba del Teorema B. Del Teorema 3.3.1 en [12] tenemos que las fo-
liaciones de Riccati y fibraciones racionales tienen dimensién de Kodaira,
menor que 2. Entonces del Teorema A tenemos que, si una foliacién es
del tipo general su grupo de automorfismo tiene que ser finito O

4 Comentario Final

Este resultado que probamos en este articulo para superficies racio-
nales es vélido para cualquier superficie compleja, vea [6] y [7]. En este
ultimo articulo se prueba ademads algunos resultados en dimensién mayor
a dos, sobre la caracterizacién de foliaciones con grupo de automorfismo
infinitos que sean algebraicos lineales. Algunas preguntas que surgen
naturalmente como: ;Cudl es la cota éptima para grupo Aut(F) de una
foliacién de tipo general?, atin no fueron resueltas por causa de la dificul-
tades que aparecen. Esta pregunta es relevante, pues, la tinica foliacién
con grupo de automorfismo conocido es la foliacién de Jouanoulo, ver

[9].
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