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MATEMATICA EN LA
MUSICOLOGIA

Emilio Lluts-Puebla

Resumen

Este articulo es de cardcter divulgativo, por lo cual,
debido a lo heterogéneo del piblico lector he tratado de
dejarle algo a cada quien, es decir, expondré conceptos de
varios niveles. Primero asumiré un curso de Teoria de
Grupos, luego presupondré un curso de Teoria de Categorias
y finalmente asumiré conocimientos bdsicos de Teoria de
Topos. También, he procurado, salvo en algunos casos
especificos, escribir con palabras comunes algunos de
los temas que expondré con el fin de ofrecerles un esbozo
panordamico acerca de este tema. Disculpas a quienes
desean leer una larga serie de teoremas y también
disculpas a quienes prefieren no leer una larga serie de
teoremas. Trataré de equilibrar la exposicion.
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Actualmente es perceptible que en las dltimas dos décadas del siglo
pasado (y hasta la fecha) hubo una gran tendencia en la Matematica
de realizar no s6lo aplicaciones sino hacer Matematica en una gran va-
riedad de campos del conocimiento, y el campo de la Misica no ha sido
la excepcién, aunque ya se daba esto en la Musica desde la época de
Pitdgoras. Después, en la Edad Media, la Mtsica estaba agrupada con
la Aritmética, la Geometria y la Astronomia en el Cuadrivio. La Musica
no se consideraba un arte en el sentido moderno sino una ciencia aliada
con la Matemdtica y la Fisica (la Actstica).

Hay quienes insisten en el dogma de que la precisién y la belleza se
contradicen una a la otra, y que la Matematica sélo produce tautologias
y por lo tanto debe de fallar cuando apunta a conocimiento sustancial;
para ellos no estd dirigida esta platica y no deberian escuchar lo que
sigue.

Es bastante desconocida la aplicacidén de conceptos matematicos a
la Musicologia y en particular a la Teoria Matemdtica de la Misica. A
continuacién veamos cémo algunos matematicos y misicos han aplicado
conceptos matematicos en la Musica y como se hace matemética nueva
con estos conceptos.

Veamos un magnifico material de Dave Benson [1], Caps.l y 9,
(destacado matemético que ha realizado un enorme trabajo en Coho-
mologfa de Grupos, Representaciones, Topologia Algebraica, entre otras
ramas de la Matematica, quien tiene un excelente texto, no publicado
ain, sobre Matemética y Miisica). Después veremos cémo este tipo de
problemas pueden ser formulados y resueltos con un lenguaje sofisticado
que establece precisién de los objetos musicales.

El sonido es el medio de transmisién de la Musica y consiste de
vibraciones del aire. Este 1ltimo es un gas, cuyas moléculas y dtomos
no estan tan juntos como en un sélido o liquido. Las ondas-del sonido se
clasifican como longitudinales. Tienen cuatro propiedades: la amplitud o
el tamaiio de la vibracién o lo fuerte que se oye; la nota o eltura (pitch en
inglés) que podemos de manera provisional considerar como la frecuencia
de vibracién; el timbre que corresponde a la forma del espectro del sonido
y la duracion, que es el tiempo que dura un sonido.



El concepto de “grupo”es una estructura matematica que captura el
concepto de “simetria”. El Teorema de Cayley (todo grupo es isomorfo
a un subgrupo de un grupo de permutaciones) nos explica el porqué los
axiomas de la Teoria de Grupos capturan el concepto fisico de “simetria”.
En otras palabras, dice que un grupo puede realizarse como un grupo de
permutaciones de algin conjunto.

Consideren la escala musical usual de doce sonidos en la escala igual-
mente temperada. Podemos pensar los nidmeros del 0 al 11 como re-
presentantes de intervalos musicales en multiplos de semitonos. Asi, el 1
estd representado por la permutacién que incrementa un semitono a las
demads, es decir, la permutacién

do do#re mi fa fa# sol sol# la laF si do
do# re mi fa fa# sol sol# la la# si dore

Es claro que la aritmética de Z,712 (del tipo del reloj cldsico) se
convierte en equivalencia de octavas en la escala musical. Dos notas
pertenecen a la misma clase de nota o altura si difieren por un nimero
entero de octavas. Cada elemento de Z 12 estd representado por una
permutacién diferente de las doce clases de nota o altura, con el nimero
i representando un incremento de ¢ semitonos. Por ejemplo, el nimero
7 representa una permutacién que hace cada nota una quinta mdés alta.
Asi, la suma se puede interpretar como la suma de intervalos musicales.
Esta representacién mediante permutaciones se parece al Teorema de
Cayley, pero el hacer esto preciso requiere de escoger un punto de la
octava. Escogeremos comenzar representando el do como el 0 y por lo
tanto la correspondencia se convierte en

do do# re re# mi fa fa# sol sol# la laF si
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11°

Bajo esta correspondencia, cada elemento de Z /12 se representa por
la permutacién de las doce notas de la octava dadas por el Teorema de
Cayley. Se podria haber escogido cualquier entero positivo n y considerar
escalas con igual niimero de divisiones de la octava y usar Z,/n en lugar
de Z712.

Recuerden que el nimero de generadores de Z,/n estd dado por
aquellos niimeros 7 tales que el miximo comun divisor de ¢ y n es 1. Tal
nimero de posibles generadores se conoce como la funcién de Euler ¢(n).



Para el caso Z,12, ¢(12) = 4, siendo 1,5,7 y 11 los generadores. En
términos musicales, el hecho que 7 sea generador corresponde al hecho
que todas las notas pueden obtenerse por quintas, en lo que se llama el
Circulo de Quintas o de Tonalidades Vecinas.

Consideremos una sucesién de notas = de cualquier longitud y con
repeticiones de notas si se desea. Una transposicidn de una sucesién de
clases de notas por n semitonos es la sucesién T™(z) en la cual cada una
de las clases de notas en z se incrementan n semitonos. Por ejemplo,
siz =4159 entonces T5(x) = 9 6 10 2. Una inversidn I(z) de
una sucesién de notas x reemplaza cada clase de nota o de altura por
su inverso, por ejemplo, si z = 4 1 5 9 entonces I(z) = 8 11 7 3.
El retrdgrado R(z) de una sucesién de notas z reemplaza la sucesién
por otra pero en orden inverso. Por ejemplo, si £ = 4 1 5 9 entonces
R(x)=9514.

La relacion entre las operaciones T, I, R estdn dadas por
T'*(z) =e,T"R = RT™,T"I = IT™",RI = IR.

Hay cuatro formas de sucesién de notas z. La forma prime es la ori-
ginal o cualquiera de sus transposiciones 7"(z). La forma de inversidn la
cual es cualquiera de las T"I(z). La forma retrégrada que es cualquiera
de las T"R(z) y la forma inversidn retrégrada que es cualquiera de las
T"RI(z). Las operaciones T™ (0 < n < 11) forman un grupo ciclico
Z,/12. La operacion en R junto con la operacién identidad forman un
grupo ciclico Z,/2. Las operaciones Ty R conmutan. El grupo cuyos
elementos son las operaciones T" y T" R es isomorfoa Z /12 x Z /2. Las
operaciones T e I no conmutan pero satisfacen la relacién T"I = IT—"
el cual describe el grupo diédrico. Asi, las operaciones T™ y T"I forman
un grupo isomorfo al grupo diédrico Ds4. Juntando todo esto, el grupo
Ccuyos operaciones son

™ T"R,T"I,T"RI
forman un grupo Doy X Z /2.
El grupo Z /12 actia en el conjunto de sucesién de notas de una
cierta longitud via las operaciones T™. Dos sucesiones de notas estin
en la misma drbita exactamente cuando una es transposicién de la otra.

Recuerden que un grupo actiia transitivamente en un conjunto si so-
lamente hay una érbita para dicha accién. Por ejemplo, Z 12 actia



transitivamente en el conjunto de doce clases de notas, pero no asi en el
conjunto de sucesiones de notas de longitud mayor que uno.

Como una sucesién de notas consiste de doce posibles clases de no-
tas en algiin orden, el nimero total de sucesiones de notas es 12! =
479001600. Podemos considerar dos sucesiones de notas como equi-
valentes si una puede obtenerse de la otra utilizando las operaciones
T™ I, R, sin embargo algunas sucesiones de notas permancceran fijas
por elementos del grupo. Asi que el problema del conteo se degenera en
muchos casos especiales a menos que utilicemos una mejor manera de
contar. Esta la provee el Teorema de Burnside que dice que el mimero
de érbitas de G en X es ]é{ >_4cc (g) donde g € G, n(g) es el nimero
de puntos fijos de g en X. Si queremos contar el niimero de sucesiones
de notas donde dos sucesiones de notas son equivalentes si una puede
obtenerse de la otra utilizando las operaciones T, I, R entonces esta-
mos contando el nimero de 6rbitas del grupo G = Dy x Z 2 generado
por T, I, R sobre el conjunto X de sucesiones de notas. Para aplicar el
Teorema de Burnside debemos calcular el nimero de sucesiones de notas
fijos para cada operacidn en el grupo. Se tiene que la suma sobre g € G
del ntimero de puntos fijos de g en X es

479001600 + 7(46080) = 479324160

y dividiendo entre | G |= 48, el nimero total de érbitas de G en suce-
siones de notas es 9985920. Esto es:

Teorema 1. (David Reiner (1985)) Si dos sucesiones de notas de doce se
consideran equivalentes cuando una puede obtenerse de la otra utilizando
las operaciones T, 1, R entonces el nimero total de sucesiones de notas

es 9985920.

Ahora, por ejemplo, consideremos problemas mas complicados. Su-
pongamos que deseamos saber cuantos acordes de tres sonidos de las
doce clases de notas hay. Aiin mds, supongamos que dos acordes son
equivalentes si uno se puede obtener del otro mediante la operacién T
para alguna n. En una forma general, las configuraciones que estamos
contando pueden considerarse como funciones de un conjunto X en otro
Y, y el grupo simétrico G actiia en el conjunto X.

Sea X es el conjunto de las 12 notas y Y el conjunto {0,1}. Un
acorde corresponde a una funcién que lleva las notas del acorde al valor



1 y las restantes al valor 0. Esto da una correspondencia biyectiva entre
los acordes y las funciones de X en Y. Escribimos Y para denotar el
conjunto de configuraciones, o funciones de X en Y. El problema general
consiste en encontrar el nimero de érbitas de G en configuraciones. La
accién de G en YX est4 dada por

9(H)(@) = f(g7(z))-

El problema general consiste en encontrar el nimero de érbitas de G en
configuraciones. Para ello se define el indice del ciclo del grupo G como

PG(tlat27 |G| ZP tl,tz,... |G| thl(g)th(y) .

g€G geG

donde ty, 3, ... son variables, 3 . Py(t1, ta,...) = tjl(g)th(g) .es el fndice
del ciclo de G en X donde ji(g) denota. el nimero de c1clos de longitud

k en la accién de G en X. Es decir, es el promedio del indice del ciclo
de G en X.

Por ejemplo, se sabe que para el grupo diédrico D,, que actia en
los n vértices de un poligono regular de n-lados se tiene que dividir el
calculo en dos casos, para n par o impar. Si n = 2m + 1 es impar, se
tiene

1 1.
Pqu_,_g = -z-Pz/(gm_H) + §t1t21

pues cada reflexién tiene un solo punto fijo. Si n = 2m es par, se tiene

1 _
—t 1

1
Ppym = 5P2/(2m) + 1

pues la mitad de las reflexiones no tienen puntos fijos y la otra mitad tiene
dos. Podemos asignar pesos a cada elemento de Y. Los pesos pueden
ser cualquier clase de cantidades que puedan sumarse y multiplicarse y
formar un anillo conmutativo. Los pesos pueden ser variables formales
independientes, o podemos escoger una de ellas igual a 1 para simplificar
el dlgebra. El peso de una configuracién es w(f) = [[,cx w(f(z)) es
decir, es el producto sobre los elementos de X del peso de f(z). Los
pesos de dos configuraciones en la misma 6rbita de la accién de G son
iguales. Ahora formamos una serie de potencias llamada serie de conteo
de una configuracion C como la suma, sobre todas las 6rbitas de G en
el conjunto de configuraciones YX, del peso de un representante de la
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Orbita. En el caso que estamos considerando introducimos solamente
una variable z y establecemos w(0) = 1 y w(1) = 2. Luego, el coeficiente
de z® nos indicard acerca de los acordes con a notas. Recordemos el
Teorema de Pélya: La serie de conteo de una configuracién C' estd dada
en términos del indice del ciclo de G en X por la férmula

C=PFPg Zw(y)7zw(y)27zw(y)3"“

yeyYy yeY yey

Asi, si consideramos en nuestro caso G = Z /12y G = Dy4 con X el
conjunto de las 12 clases de notas, Y = {0,1}, w(0) = 1 w(l) = y,
obtenemos

1
Poyiz= 15 (1% + 65 + 25 + 2t] + 265 + 4t1,)

1
Pp,, = o (17 + 66113 + 715 + 25 + 2% + 4h1s)

Entonces, por el Teorema de Pélya debemos sustituir 1 + z™ por ¢, para
obtener la serie de conteo de configuraciones C, que da lo siguiente: para
el caso G = Z,712 se tiene

C = 1+2+462*+192°4+432*+662°+802°+-662"+432°+192° + 62+ 2" 212,

Asi que hay 19 acordes de tres notas salvo transposicién. Si G = Day
entonces

C = 14+2462°4+12254+292*+-382°+502°+382"+292°+122°+62"°+ 2" +22.

Asi que hay 12 acordes de tres notas y 50 hexacordes salvo transposicién e
inversion. La razén de que estos coeficientes polinomiales sean simétricos
es la de que un acorde puede reemplazarse por su complemento para dar
una correspondencia natural entre los acordes de n notas y los de 12—n
notas.

La combinatoria de la musica de 12 tonos ha dado lugar a una cu-
riosa coincidencia. Olivier Messiaen, en su “Ile de feu 2” para piano solo
casi reinventa el grupo de Mathieu M;,. Messiaen usa las permutaciones

123 45 6 7 8 9 10 11 12
7 6 8 59 4 10 3 11 2 12 1
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6 75 8 49 3 10 2 11 1 12

para generar sucesiones o secuencias de tonos y sucesiones o secuencias
de duracién. Estas permutaciones generan el grupo M, de orden 95, 040
descubierto por Mathieu alrededor de 1865.(Uno de los grandes logros
del siglo XX fue la clasificacién de los grupos finitos simples que dice en
breves palabras que los dichos grupos caen en ciertas familias infinitas
que pueden ser explicitamente descritas, con la excepcién de 26 grupos
llamados esporddicos. Cinco de ellos fueron descubiertos por Mathieu
en el siglo XIX y los restantes en los afios sesenta y setenta del siglo
pasado).

(123456789101112)

A continuacién tengo que hablarles un poco acerca de lo que es
la Musicologia y su estado pasado y presente. Musicologia es el nombre
adoptado del francés “musicologie” para referirse al estudio escoléstico de
la Misica. Del aleman “musikwissenschaft” que significa “ciencia de la
Musica”. {2] p558. Hacer musicologia no es facil. La Musicologia carece
de un marco conceptual estable. Se dice que es muy dificil comenzar a
hacer musicologia y navegar sobre un marco conceptual seguro. En la
musicologia tradicional existe el problema estandar del encapsulamien-
to. Se da un postulado encapsulado y se previene de cualquier acceso
a la (presunta) complejidad escondida. En la Matematica, el acceso a
la complejidad es posible y su realizacién eventualmente da penetracién
en el concepto mientras que en el encapsulamiento musicélogico los in-
tentos apuntan al vacio, generalmente mediante el rompimiento del flujo
de la informacién mediante un oscuro camino que pretende ser racional,
ornamentado con metiforas, transformando un posible concepto profun-
do en un concepto misterioso, es decir, transformando ciencia en fabula.
En uno de los libros- de musicologia tradicional més ambiciosos, los dis-
cursos de las partes importantes se basan en un listado casi infinito de
referencias externas. Afortunadamente, el cubo topogréfico ofrece una
herramienta compleja que puede proporcionar profundidad del tipo del
que se cuenta en la Matemitica. Por lo tanto, la Musicologia debe de
tener ante todo, libre acceso a la complejidad encapsulada: no es posible
cultivar regiones del conocimiento privado e inaccesible.

Uno de los propésitos de la Teoria Matematica de la Musica es la
de establecer dicho marco conceptual estable, definiendo los conceptos
en una forma precisa. Sin embargo, no trataremos con la realidad com-
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pleta de la Misica, tal y como aparece en los contextos psicolégicos,
fisiolégicos, sociales, religiosos o politicos. Veremos a continuacién las
actividades fundamentales relacionadas con la Miisica y luego su funda-
mento en campos cientificos de investigacién establecidos.

La Musica tradicionalmente descansa en una conexién fuerte entre
facticidad artistica y reflexién intelectual. En muchas ciencias y atn
artes, tal entrelazamiento es un aspecto exdtico, pero la musicologia
tiene que tratar con ambas haciéndola un caso muy especial. Las cuatro
actividades relacionadas con la Musica son: produccién, recepcién, do-
cumentacién y comunicacién. Las podemos visualizar en una figura de
tetraedro y por supuesto, no es la tinica clasificacién posible, pero son su-
ficientemente grandes para mostrar la inmensa variedad de perspectivas
cuando tratamos con la Musica. Cada actividad tiene una importan-
cia de por si{ pero es cuando estan juntas que son las necesarias para
comprender el fendmeno musical.

Los dominios fundamentales cientificos requeridos para relacionar
las actividades descritas incluyen la Semiética, la Fisica, la Matemética
y la Psicologia.

Definiremos provisionalmente a la Maiisica como un sistema de
signos, compuestos de formas complejas, que pueden ser representados
por sonidos fisicos y que de esta manera median entre contenidos men-
tales y psiquicos. Asi, se recurre a la Semiética. Para describir estas
formas la Matemética es el lenguaje adecuado. Para representar estas
formas en el nivel fisico, la Fisica es indispensable y para entender el
contenido psiquico, la Psicologia es la ciencia requerida. De ninguna for-
ma se pretende crear un esquema reduccionista de la realidad musical,
sino que se busca ubicar a la Musicologia en el mismo lugar que ocupa
cualquier area de investigacién, sea de las Ciencias Naturales o de las
Humanidades, y acabar con el aura de misticismo y la fuerte recurrencia
a la subjetividad que, en lo tocante a nuestro tema, se invocan con fre-
cuencia. Tenemos una representacién mediante el tetraedro imaginario
descrito anteriormente para visualizar en forma sindptica la situacién
general donde contestar a la pregunta ;de qué se trata la Musica? puede
comenzarse.

Es fundamental enfatizar que, mientras quien emplee métodos mate-
maticos, légicos o computacionales en la Musica no tiene que ser docto
en la Filosofia de la Musica, si es necesario que tenga una orientacién
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dentro de la compleja ontologia de este arte. Tanto en la Misica como
en otras dreas del conocimiento se ha atestiguado cémo la precisién de
la Métematica, méds un conocimiento deficiente acerca de la ontologia
del area de aplicacién, provoca un dogmatismo; injustamente, se le suele
responsabilizar a la Matemdtica por este problema, y no cuestionar la
falta de capacidad de hacer nexos de quien la aplica.

La TMM ofrece un modelo ontolégico con un cardcter flexible y
abierto a modificaciones. Se intenta aportar un .“sistema” de coorde-
nadas para localizar problemas dentro del proceso de hacer Musicologia.
Se propone desde un principio formular un sistema tridimensional que
nos permita decir dénde vive el concepto de la Miisica, y qué se conoce
como la Topografia de la Musica. Las coordenadas son:

1. Realidad;
2. Comunicacidn;

3. Semiosis.

Veamos estas coordenadas con un poco mas de detalle.

1. La Realidad de la Musica es fisica, psicolégica y mental. En el
nivel fisico se trata de un fenémeno acustico, en tanto en su nivel
mental se trata de la partitura como una abstraccién. Como rea-
lidad psiquica, la Misica expresa los estados emocionales de sus
creadores y afecta emocionalmente al escucha.

2. La Comunicacidn de la Misica pasa por tres instancias: el nivel
del creador, o lo que se conoce como la poiesis, seguido por el
nivel neutral que es la obra en si. El nivel estético del escucha
es la instancia que percibe al ser interpretada una obra. Desde
el momento en que una obra musical es creada, la existencia del
creador es fija; en cambio, el miimero de escuchas e intérpretes crece
constantemente.

3. Como la Misica es uno de los sistema no-lingiiisticos més de-
sarrollados de signos, la Semiosis juega un papel en la ubicacién de
su ontologia. Se enfatiza que la Musica no se interpreta como un
tipo de lenguaje; al contrario, se sefiala que hay diferencias signi-
ficativas entre un sistema musical y uno lingiiistico. Sin embargo,
se describe la Semiética de la Musica desde la perspectiva de la
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Semiologia Estructuralista de Roland Barthes como una genera-
lizacién de la teoria lingiiistica de Ferdinand de Saussure. Para no
desviarnos del propdsito de este esbozo, no podremos ahondar en
este aspecto tan interesante. S6lo mencionaremos que un sistema
es semibtico si se articula seglin una estratificacién fundamental de
signos en su significante, significacién y significado, donde el signi-
ficante. (los morfemas, o sea, la minima forma significativa) llega
al profundo del mensaje, el significado, por medio de las relaciones
de la significacién.

Todo lo anterior sefiala que una ubicacién ontoldgica de la Miisica
puede interpretarse como un Punto en un cubo tridimensional generado
por los ejes de realidad, comunicacién y semiosis, cada uno, a su vez,
articulado en tres valores:

e Realidad: fisica, psiquica, mental;
o Comunicacion: creador, obra, escucha;
e Semiosis: significante, significacidn, significado.

Asi como tenemos el cubo topografico de la ontologia musical, que
consiste en un conjunto de 3% = 27 posibles ubicaciones topograficas
como puntos. Pero cualquier objeto general puede ubicarse en cualquier
subconjunto del cubo, y los 27 puntos son sélo ubicaciones elementales,
a partir de las cuales se componen ontologfas més complejas. Véase [3],
pag.20.

Mazzola resume contundentemente lo expuesto: “Es equivocado
creer que la Miisica es un asunto especial de la ciencia porque se tra-
ta de objetos que apuntan a un estrato no mental de la realidad. La
Psicologia, por ejemplo, estudia emociones, la Fisica estudia particulas
elementales. Todos estos objetos comparten aspectos que trascienden
la conceptualizacién humana. Pero podemos concebirlos en un sistema
cognoscitivo y modelar su comportamiento con un éxito impresionante
para nuestra capacidad de comprensién. La Musica no es ni mds ni
menos accesible que la Fisica. Pero tenemos que establecer un sofistica-
do sistema de signos para poder aprehender su significado; el lenguaje
comun no es la herramienta para el espacio conceptual de la Misica.”

Deseo comunicarles que estid por aparecer a fines de este mes el
mas reciente libro de Guerino Mazzola, del cual tengo el honor de ser
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uno de los colaboradores. Podemos apreciar que e! mismo titulo de la
obra, The Topos of Music, posee un doble sentido. Por un lado estd la
palabra griega topos, que significa lugar y que sugiere la ubicacién del
concepto de la Miisica como un tépico, en el sentido de Aristételes y
Kant. Por otro lado, se hace referencia a la teoria matematica de Topos
que sirve para reflejar el sistema de signos musicales, esto es, la Musica
en su faceta de un sistema abstracto cuya estructura puede permanecer
escondida sin un marco adecuado de comprensién. Este doble significado
expresa, de hecho, la intencién de unificar una profundizacién filoséfica
con la precisién de la Matematica, en torno a la Musicologia. La Misica
estd enraizada con realidades fisicas, psicolégicas y semiéticas. Pero la
descripcién formal de las instancias musicales corresponde al formalismo
matematico.

La Teoria Matemadtica de la Musica estd basada en las Teorias de
Médulos y Categorias, en la Topologia Algebraica y Combinatoria, en
la Geometria Algebraica, Teorfa de Representaciones. Su propdsito es
el de describir las estructuras musicales. La filosofia detrds de ella es la
de comprender los aspectos de la Musica que estdn sujetos al raciocinio
de la misma manera en que la Fisica puede hacerlo de los fenémenos
propios del trabajo cientifico.

Esta teoria estd basada: en un lenguaje adecuado para manejar
los conceptos relevantes de las estructuras musicales, en un conjunto de
postulados o teoremas con respecto a las estructuras musicales sujetas a
las condiciones definidas y, en la funcionalidad para la composicién y el
analisis con o sin computadora.

Mazzola, en un magnifico articulo panordmico, “Towards Big
Science” cita los elementos de Pierre Boulez de un programa de los afios
sesenta que tiene la intencién de que las artes y la ciencia se reconcilien.
(Yo dirfa que los artistas y los cientificos). Con este postulado, la in-
vocacién de Boulez acerca de la “real imaginacién” solamente puede ser
concebida mediante la realizacién virtual (esencial) del sistema complejo
tedrico y préctico de la Musica, de sus sonidos y relaciones mediante la
tecnologia informdtica de hoy.

La Musica es una creacion central de la vida y pensamiento del ser

humano. Que actiia en otra capa de la realidad que la Fisica. Creemos
que el intento de comprender o de componer una obra de gran envergadu-
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ra en la Miisica es tan importante y dificil como el intento de unificar
la gravitacién, el electromagnetismo, las fuerzas débiles y fuertes. De
seguro, las ambiciones son comparables, y por lo tanto, las herramientas
deben de ser comparables.

Mazzola concuerda con Boulez acerca de que “la Musica no puede
degenerar o reducirse a una seccién de la Matematica: la Misica estd
fundamentalmente enraizada con las realidades fisicas, psicoldgicas y se-
miéticas. Pero requerimos mas métodos sofisticados ademds de los datos
empiricos y estadisticos para describir formalmente las instancias musi-
cales.

En los afios ochenta, Mazzola observé que las estructuras musicales
son estructuras globales pegadas con datos locales. Mazzola utilizé la
seleccién de una cubierta como atlas, la cual es parte del punto de vista
en el sentido de Yoneda y Adorno. Las cartas se llaman composiciones
locales y consisten {vagamente) de subconjuntos finitos K de médulos
M sobre un anillo R. Estas cartas K se pegan y comparan mediante
isomorfismos de los médulos subyacentes. Tales objetos globales, los
cuales generan diferentes categorias se llaman composiciones globales.
Estos son los conceptos estudiados en lo que ahora se conoce como la
Teoria Matematica Clasica de la Musica.

Mazzola menciona tres paradigmas mayores de la Matemadtica y
Musicologia que han ocurrido durante los 150 afios que han sido paralelos
en la evolucién de ambas y la creciente presencia de la Matematica en la

Misica. Estos son: las estructuras globales, las simetrias y la Filosofia
de Yoneda.

La primera quiere decir, en palabras, que las estructuras localmente
triviales se pueden juntar en configuraciones estéticas validas si éstas se
pegan de una manera no trivial.

La segunda, las simetrias (y los fractales) son utilizadas en la com-
posicién, aparecen también en la Naturaleza y en la Matemdtica juegan
un papel crucial como también en la Fisica.

En cuanto a la tercera: la Filosofia de Yoneda, en palabras dice que,
para comprender un objeto, dé vueltas alrededor de él. Esto quiere de-
cir, entendimiento mediante el cambio de perspectivas. En Matematica,
este Lema de Yoneda tiene importantes aplicaciones en el Algebra Ho-
moldgica, en la Topologia Algebraica y en Geometria Algebraica sola-
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mente para mencionar algunas. Dice que un objeto matematico puede
clasificarse salvo isomorfismo por su funtor. En Misica, la partitura
es solamente su primera vista y junto con todas sus interpretaciones
constituyen su identidad. jQué maravilloso punto de vista para ambos,
intérprete y audiencia. Deja de lado la estipida competencia fuera del
arte y la ciencia como si fueran juegos olimpicos.

Recientemente, en su articulo “Status Quo 2000”7, (el cual hemos
apreciado mucho que fuese presentado en México durante una exposicién
plenaria espléndida en Saltillo hace dos afios), explica por qué el acer-
camiento mediante su modelo tedrico geométrico de ese tiempo evolu-
ciond a un marco que es apropiado para muchos problemas musicales.
Este nuevo marco estd basado en Matemdtica mds sofisticada como la
Teoria de Topos.

Me han solicitado que diga unas palabras acerca de la Teor{a de
Topos ya que muchas personas quizas nunca hayan oido hablar de ella,
asi que abro un paréntesis para platicar un poco acerca de la Teoria de
Topos.

Siguiendo la inmejorable y bella introduccién de Mac Lane-Moerdijk
de su libro sobre Gavillas en Geometria y Légica les comento que el
aspecto mads sobresaliente de la Teoria de Topos es el de unificar dos
aparente y completamente distantes campos de la Matematica: por un
lado la Topologia y la Geometria Algebraica y por otro, la Légica y la
Teoria de Conjuntos.

Un topos puede considerarse como un “espacio generalizado” y a la
vez como un “universo generalizado de conjuntos”. Esto surgié en 1963
independientemente, de los trabajos de Grothendieck (reformulacién de
la Teoria de Gavillas para Geometria Algebraica), de Lawvere (en su
biisqueda por axiomatizar la categoria de conjuntos), y de Paul Cohen
(en el uso del “forcing” para nuevos modelos de la teorfa de conjuntos
de Zermelo-Fraenkel).

Vagamente, una gavilla de grupos abelianos A sobre un espacio
topolégico X es una familia de grupos abelianos A,, parametrizados
por los puntos £ € X de una manera “continua” adecuada.

Para Grothendiek, la Topologia se convirtié en el estudio de (la
cohomologia de) gavillas, y las gavillas “situadas” en una topologia de
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Grothendieck dada forman un topos, llamado topos de Grothendieck.

Las categorias (1945) y los funtores adjuntos (1957) entre ellas, son
el lenguaje para entender la Teoria de Topos.

Recuerden los conceptos de categoria, funtor, transformacién natu-
ral y de adjunto izquierdo, vea mi libro sobre Algebra Homolégica.

Las categorias, inicialmente una manera adecuada para formular
sucesiones exactas, la “caza de elementos en diagramas” y la homologia
axiomatica para la topologia, adquirieron vida independiente.

En 1963 Lawvere se propuso establecer un fundamento puramente
categérico de toda la Matemaética, comenzando con una axiomatizacién
apropiada de la categoria de conjuntos, reemplazando el concepto de
pertenencia con el de composicién de funciones.

Casi al mismo tiempo, Tierney observé que el trabajo de Grothen-
dieck podia conducir a una axiomatizacion del estudio de gavillas. Des-
pués, trabajando juntos lograron una axiomatizacién efectiva de las ca-
tegorias de gavillas de conjuntos (y en particular de la categoria de con-
juntos) via una formulacién apropiada de las propiedades del tipo de los
conjuntos.

Asi definieron, de una manera elemental, sin suposiciones acerca de
los conjuntos, el concepto de topos elemental. La definicién original se
transformé en una axiomatizacién de una hermosa y asombrosa simpli-
cidad: un topos elemental es una categoria con limites finitos, objetos
funcién Y X (definidos como adjuntos) para cualesquiera dos conjuntos
X,Y, y un objeto potencia P(X) para cada objeto X; se requiere que
cumplan ciertas axiomas bdasicos. Invito a ustedes a adentrarse en este
maravilloso tema en el libro de Mac Lane-Moerdijk.

Con respecto a la Interpretacién, Mazzola comenta en sus articulos
que, “la Musica ha sido estudiada desde el punto de vista de la Estética
y la Psico-Fisiologia”. Trabajé en desarrollar una Teoria de la Inter-
pretacidn que describe las estructuras y procesos que definen una in-
terpretacion, “aquella que sin las herramientas adecuadas, la Teor{a de
la Interpretacién permanecerd” (y me encanta esta frase) “como una
rama de la Literatura en el espiritu de la Critica Musical”. Pero con
esta posibilidad de exhibir variedades algebraicas gramaticales tiene una
consecuencia profunda para el problema de la clasificacion de interpreta-
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ciones. Asi, el criticismo comparativo se convierte en un campo preciso
de investigacién y no més un sector de la literatura.

Recientemente, Mazzola produjo una clasificacién de objetos mu-
sicales, esto es, “existe un esquema algebraico cuyos puntos racionales
representan ciertas clases de isomorfismo de composiciones globales”.
“Clasificar quiere decir la tarea de comprender totalmente un objeto.
Esto es el Lema de Yoneda en su completa implicacién filoséfica”. El
comprender obras de arte quiere decir, sintetizar todas sus perspectivas
interpretativas.

Veamos una probadita de lo que es un Denotador. El material que
expongo a continuacién es tomado de [3] de G.Mazzola y de la Tesis
de Maestria de mi alumna Mariana Montiel [4] quien desarrollé y creé
algunos aspectos de esta teoria en colaboracién con G. Mazzola.

Un aspecto de motivacién fundamental para el desarrollo del con-
cepto matematico llamado Denotador, es la navegacidn, el cual esbozo
brevemente a continuacion.

El conocimiento consiste en dos elementos fundamentales: infor-
macién y organizacién mental. La informacién sola, sin un sistema de
“coordenadas” que permita ubicarla y recogerla cuando sea necesario,
no es conocimiento. Por este motivo, el paradigma de la informacién
puramente digital, Z;, ({0,1}, “off” y “on”, etc.) nada tiene que ver
con el conocimiento. Es asi que se precisa de un sistema de conceptos
que provea un método completo de “navegacion” y que funcione en un
espacio de conceptos exhaustivo. El problema estriba en cémo realizar
una arquitectura tal de conceptos sin perder rigor y confiabilidad. El
Denotador pretende ser la solucién a este planteamiento.

El espacio del conocimiento enciclopédico=Encicloespacio se plantea
como la actualizacién del concepto tradicional de enciclopedia (del griego
enkyklos paidea=enseftanza en circulo), originalmente desarrollado por
Diderot y D’Alembert en el Siglo de las Luces. Con el advenimien-
to de la computadora personal, esta actualizacién exige un dinamismo
en la estructuracidén de datos en el espacio-tiempo, en contraposicidon
al contexto estatico de antes, as{ como una relacién interactiva con es-
ta estructuracién de informacién. Asimismo, el orden alfabético de la
enciclopedia cldsica, adecuada para sus volimenes de textos, se genera-
liza a la orientacién que impone la navegacidn (de “navigare” y este de
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“navis”=nave y “agere” =agitar, originalmente una actitud activa y no
pasiva). En este sentido, el orden alfabético, adecuado para la enciclo-
pedia de la sala, tiene que ser complementado por 6rdenes relacionados
con presentaciones de datos que no son textos (espacios geométricos,
colecciones de conjuntos, etc.).

La navegacién tiene dos vertientes: navegacién receptiva, mas ape-
gada a la enciclopedia cldsica, en la que el encicloespacio no se modifica,
y navegacién productiva, donde hay interaccién con el Encicloespacio y
se agrega conocimiento al ya existente.

Hay tres caracteristicas de la enciclopedia que son, realmente, prin-
cipios de la tipologia de formatos universales de datos: unidad, completez
y discursividad. A cada uno de estos principios hay un aspecto que le
corresponde al Denotador. La unidad en la creacién de conceptos se
realiza por medio de construcciones recursivas; la completez se logra por
la ramificacién extensiva de estas construcciones y la discursividad se
tiene por la libre construccién y recombinacién de denotadores. En con-
traposicién a los sistemas comunes de bases de datos, en el trabajo con
denotadores no hay ninglin conjunto fijo de posibles construcciones.

El concepto llamado Denotador permite describir los objetos musi-
cales. Los Denotadores estan concebidos de acuerdo con los criterios de
navegacién en el Encicloespacio y por lo tanto se usa la metodologia de
navegacién, incluyendo la navegacién matemadtica. La fundamentacion
filoséfica de este concepto es muy interesante pero serd motivo de otra
charla.

Consideremos Mod la categoria de A-médulos con A un anillo varia-
ble cuyos morfismos son los homomorfismos diafines. Denotemos con
Mod® la categoria de funtores contravariantes F'u : Mod — Sets de
la categoria de médulos Mod en la categoria de conjuntos Sets.(Aqui
estamos considerando el axioma de MacLane y podemos considerar la
categoria Sets como un universo que contenga a Mod). Para funtores
Fu € Mod® un médulo M del dominio de Fu se llamara direccion o
ubicacion de Fu, y un morfismo de médulos f : M — N se llamard
cambio de ubicacidn o direccion. @M denotard los funtores Mod(-, M)
y M@Fu denotard Fu(M). AQF es F(A), es decir, la evaluacién del
funtor en la direccién (“at” the address) A, donde A € Mod. Atln maés,
la categoria de pregavillas Mod® es un topos. Por lo tanto Mod® tiene
un clasificador de subobjetos que denotaremos con 2.
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Las construcciones que haremos (con excepcién del producto fibra-
do en la categoria denotada Loc que definiremos mdas adelante) no re-
curren a la especificidad de Mod®, es decir, a la categoria Mod, y po-
drfan, en un momento dado, generalizarse a una categoria de pregavillas
cualquiera.

La recursividad es parte indisoluble tanto de Formas como de De-
notadores. Una Forma se define en funcién de una Forma previa, o de
la Forma previa se desprende una Forma nueva.

Definicion 1. Una Forma F' es una lista de cuatro elementos,
(NF,TF,CF,IF)
donde

(i) NF es una cuerda de caracteres ASCII llamada el Nombre de la
Forma;

(ii) TF es uno de los simbolos:

Simple,
Syn,
Power,
Limit,

Colimit,

ARl o S o

llamado Tipo de la Forma;

(iil) CF es uno de los siguientes objetos:

1. Para Simple, CF' es un médulo,

2. Para Syn y Power, CF es una Forma, (Aqui se comienza a
ver la recursividad en la definicién.)

3. Para Limit y Colimit, CF es un diagrama de Formas, (El
diagrama de Formas es un diagrama en la categorfa Mod®,
donde los vértices son los funtores, Fun{F), de la Forma F
en particular. De hecho, los morfismos en la categoria de
Formas son los morfismos (transformaciones naturales) entre
los funtores Fun(F).) lamado Coordinador de la Forma,
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(iv) IF es un monomorfismo de funtores, IF : Fun(F) — X;
IF € Mod®, cuyo contradominio X se relaciona con TF de la
siguiente manera:

1. Para Simple, X = @QM, donde M es el Coordinador de la
Forma;

2. Para Syn, X = Fun(CF), (es decir, el funtor del Coordi-
nador de F que es, a su vez, una Forma);

3. Para Power, X = QFun(CF)  (es decir, el objeto potencia

P(Fun(CF)), correspondiente al objeto Fun(CF) € Mod®,
que es una generalizacién del conjunto potencia en Sets,

4. Para Limit, X = Limit(D), donde D es un diagrama de
Formas;

5. Para Colimit, X = CoLimit(D).

IF se llama Identificedor de la Forma. Su dominio Fun(F') es el
funtor de la Forma, también llamado funtor del espacio de la Forma.

La notacién para una Forma F es

Name = rgentigier Type(Coordinator)

Este concepto tiene que ver en su parte del Identificador con el pro-
blema de darle formalismo al software Predi-Base. Tanto el Coordinador
como el Identificador comparten la Circularidad, es decir estdn abiertos
a definiciones circulares.

La Forma debe entenderse, de manera intuitiva, como el espacio
donde vive el Denotador. Al mismo tiempo, el Denotador debe conce-
birse como un punto en ese espacio, jsi bien este punto lleva su espacio
consigo! Asimismo, la definicién de Denotador también tiene una estruc-
tura recursiva, similar a la definicién de Forma.

Definicién 2. Consideremos una ubicacion o direccion M € Mod. Un

Denotador con ubicacién o direccion M es una lista de tres elementos,
(ND,FD,CD)

donde:
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(i) ND es una cuerda de caracteres ASCII, llamado Nombre del De-
notador;

(ii) FD es una Forma, la Forme del Denotador;

(iii) CD es un elemento de M@Fun(F (D)) y se lama Coordenadas
(plural) del Denotador.

Un Denotador D con Forma F se simboliza asi:
N(D) : Address ~ 1dentitier Type(Coordinator)(Coordinates)

Hay muchisimas consideraciones y reflexiones acerca de estos dos
conceptos asi como resultados matematicos interesantes pero seria im-
posible mencionarlas en esta conferencia. Solamente diré que la Forma
de un Denotador abarca toda la informacion recursiva acerca de él. De
hecho, es el funtor de la Forma, Fun{F D), que determina las Coorde-
nadas del Denotador.

Definamos los objetos de la categoria Loc; dichos objetos son un
tipo de Denotador, llamado composicién local. La composicién local
posee una estructura indescomponible que, en la Teoria Matematica de
la Musica, se conoce como “elemental”.

Definicién 3. Una composicién local es un Denotador D : A ~ F(y),
con A € Mod, cuya Forma F es de tipo Power. El Coordinador CF
de F' se llama el espacio ambiente de D y sus Coordenadas se llaman su
soporte.

Definicién 4. Una composicién local D se llama objetiva siy € 2745,
es decir, si eziste Y C AQFun(CF), cony =Y C @A x Fun(CF). En
este caso Y también se llamard el soporte de D. La Card(D) de un
Denotador objetivo es la cardinalidad de su conjunto de Coordenadas, Y.

Definicién 5. Una composicion local que no es objetiva, se llama fun-
torial. Asi es que, una composicion local funtorial es un subfuntor:

Z = @A x Fun(CF), y una composicién local objetiva es un subconjun-
to: Y = A@QFun(CF). ‘

Definicién 6. La categoria ObLoc consiste en el conjunto (ObLoc
de todas las composiciones locales objetivas. El conjunto {ObLoc de
morfismos es la unidn disjunta de los conjuntos ObLoc (L1, L2) de los
morfismos fl, : Ly = Ls.
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En seguida definimos la categoria de composiciones locales fun-
toriales.

Definicién 7. La categoria Loc consiste del conjunto gLoc de todas
las composiciones locales funtoriales. El conjunto 1Loc de morfismos
es la unidn disjunta de los conjuntos Loc(Ly, L) de morfismos
fh i Ly = Ly, Asimismo, tenemos el morfismo identided y la composi-
ctdn de morfismos.

A continuacién veamos brevemente y sin mayor explicacién unos
ejemplos que muestran cémo ciertos médulos juegan un papel sobre-
saliente en la Teoria Matematica de la Miisica.

Ejemplo: Un médulo muy importante en la Teoria Matematica de la
Musica es el anillo de monoide Z (ASCII). Esta construccién nos per-
mite emplear el cédigo universal ASCII, es decir, el conjunto de carac-
teres ASCII, que necesitamos para reflejar cualquier situacién en que
aparezcan palabras (pero requerimos que se ajuste a nuestro marco
tedrico, basado en la pregavilla Mod®). Construimos Z (ASCII) con
un alfabeto A y un anillo conmutativo de coeficientes. Asi es que (A) es
el monoide libre de todas las palabras (a;,a14as,...,a1...ay,,...) gene-
radas por A. El anillo de monoide, A (A) son todas las sumas 3 ¢ 4y ApP
con sélo un nimero finito de A, # 0.

Z {ASCII) se construye sobre el anillo de los enteros Z. Para los
nombres de Denotadores y Formas de tipo Simple, normalmente sélo
empleamos el caso particular de A, = 1 que nos da (4) C Z(ASCII),
pero si hay situaciones en que se hard uso de toda la estructura de
Z(ASCII) como un Z- médulo. Esto podria ser, por ejemplo, en el
caso de ver las diferentes muliplicidades de “sub-Formas” usadas en una
Forma dada (**el ejemplo, de Pianoscore Form, Figura 1).

Ejemplo: La Forma FEulerModule, que es muy usado en la Teoria
Matematica de la Misica tiene Coordinador en el médulo Q® sobre Q.

EulerModule — 14 Simple(Q®)
Sea 0 = (1,0,0),q = (0,1,0),t = (0,0,1) la base canénica de Q3
donde o es el eje de las octavas (como intervalo musical), g las quintas

y t las terceras. Cada punto en el espacio Euler Module, (a,b,c), puede
escribirse como p=a-0+b- g+ c-t. Asimismo, la quinta y la tercera
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mayor se asocian con los puntos ¢ — o y t — 20, que representan la cuarta
y la sexta menor respectivamente. También p= (a+b+2¢c)-0+b- (g —
0) +c¢- (t—20) = (a,b,c).

Esto nos dice que cualquier nota (que, a su vez, puede concebirse
como un intervalo, o diferencia de 2 notas, ya que tanto a la nota como al
intervalo se le asocia un vector) puede generarse de la octava, la quinta
y la tercera mayor por medio de intercambio, yuxtaposicién y divisién.

Unos ejemplos de composiciones locales (Denotadores) usadas en la
Teoria Matemaética de la Musica son:

Un acorde es una composicién local finita con espacio ambiente igual
a EulerModule. Es decir, si el funtor del Coordinador de la Forma
EulerChord es F(CF) = F = Fun(Euler Module), entonces la com-
posicién local es un Denotador

Cr : A ~ EulerChord(Cr) de Forma
EulerChord = ;. (r)..ar Power(Euler Module)

con cardinalidad n.

Un acorde de clase p (por ejemplo, p = 12 y estamos en Z;2) es una
composicién local finita con espacio ambiente

p-Eulerclass — pdentidad Simple(Q?/Z - p)

y st Fun{(CF) = F = Fun(p-EulerClass) entonces un acorde de clase
p es un Denotador

p-Cr: 0 ~ p-ClassChord (p-FulerClass)

con Forma

p-ClassChord — Power(p-FulerClass).
Fin(F)-QF

Consideremos el espacio ambiente FulerModule. Una escala es
periédica, en la medida en que repite las notas de la escala des-
pués de un periodo. Si el periodo p # 0, el Denotador se
expresa p : 0 ~ EulerModule(p). Esto nos da un morfismo que es
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la proyeccién canénica 7 : Q* — Q3/Z - p. Asi es que cada composi-
cién local objetiva K : A — AQFun(FEulerModule) se proyecta en
mod,(K) : A < AQFun(p-FulerClass). Por lo tanto, tenemos la si-
guiente definicién.

Definicién 8. Dado un periodo p, una p-Scale (p-Escala) es una

composicion local no vacia S, de espacio ambiente FulerModule, y
F(EulerModule) = @Q3 tal que:

(i) su proyeccidn mod,(S) es un acorde de la p-clase y
(i1)) S = ePL, es decir, S es periédica de periodo p.

La Teoria Enumerativa es un acercamiento cuantitativo a la clasifi-
cacién de composiciones locales via acciones de grupos de permutaciones.
El trabajo principal en esta drea es de Harald Fripertinger. Esta teoria
trata de contar las érbitas de acciones de grupos finitos en conjuntos fini-
tos. Estos conjuntos representan objetos particulares especiales, es decir,
acordes, particiones de conjuntos de clase de notas o de altura, motivos,
sucesiones de 12 notas etc. Los grupos consisten de transformaciones
musicales interesantes tales como la transposicién y la inversién. ;jPor
qué existe interés en numeros tales como por ejemplo 2 230 741 522 540
743 033 415 296 821 609 381 912 = 2.23 ... 10°® que denota el nimero
de clases de isomorfismo de motivos de 72 elementos en Z2,?.

Recordemos la Teoria de Pélya para enumerar las clases de isomor-
fismo de composiciones locales con direccién o ubicacién cero K C Zy,
donde el conjunto K estd identificado con su funcién caracteristica xx :
Z,, — 2 con identificacién 2 = {0,1}. Asi que las composiciones locales
con ubicacién cero K C Z, estan identificadas con el conjunto potencia
2Z~ . Si un grupo G C Cﬁ(Z) de automorfismos afines actiia en el con-
junto de composiciones locales con ubicacién o direccién cero K C Z,,,
esta accién se refleja en el conjunto potencia mediante la accién derecha
obvia (xx,9) = Xk-g. Para contar G-érbitas en 2%», se introducen fun-
ciones peso como al principio w : 2 = R con valores en el anillo R los
cuales expresan conjuntos especiales de composiciones locales.

Existen resultados para contar el mimero de composiciones locales
con ubicacién o direccién cero con respecto a tipos de isomorfismo co-
munes en la clasificacién de acordes. Esto es una aplicacién directa de
las férmulas del indice del ciclo a estos grupos.
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Para el grupo de translaciones T, = e%», y para el grupo de transla-
ciones e inversion T'I,, el numero de G-6érbitas de composiciones locales
con ubicacién o direccién cero en Zj, se calcula a partir del coeficiente
de la potencia z* etc. y tenemos la siguiente

Proposicién 1 (H. Fripertinger). El nimero de T,-drbitas de k-
elementos de composiciones locales con ubicacidn o direccion cero en Z,

es
1 N (7
nﬂmgimg¢“)(kﬁ)’

el nimero de T1I,-orbitas de k-elementos de composiciones locales
con ubicacion o direccion cero en Z,, es

5 (i) e
L () () o |
LR o0 (37 )+ (") r par, & impar

donde ¢ denota la funcion de Euler y [t] la parte entera de t.

Para el caso especial n = 12, un resultado que no mencionaré y el
indice del ciclo Z (Gj(le)) dan las 'G‘i(le)-érbitas, es decir las clases
de isomorfismo. Véase la lista de drbitas en [3], pdg. 234.

Se tiene el siguiente teorema donde PiMod,, es la forma cuyo coor-
dinador Z, denota las clases de notas con la afinacién n-temperada,
OnMod,, denota la forma cuyo coordinador Z,, denota los m-cuclic
metrical onsets, juntando estos dos aspectos de una nota musical obte-
nemos un representante comin de comienzo (onset) y altura o nota en
el médulo Z,, ® Z, con coordinador OnPiMod,, 1.

Teorema 2 (H. Fripertinger). El ndmero de composiciones locales
K con ubicacidén o direccion cero en OnPiMod,, , bajo el grupo H de
automorfismos afines de Z,, ® Z,, es el coeficiente de =* en el polinomio
del indice del ciclo

ZH)(1 4 z,14 2%, .., 1+2™™).
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Para el caso especial n = m = 12y H = Gj(le), la evaluacién
ha sido calculada usando un programa Turbo Pascal. Los primeros
monomios del polinomio son z!44 4 2143 4 5242 + 262141 + ...

Muestra en particular las clases de 72-elementos 2 230 741 522 540
743 033 415 296 821 609 381 912 = 2.23...(10)3¢ lo cual indica que todavia
hay motivos para ser introducidos en la composicién musical.

Como acabamos de ver, la Teoria Matemaética de la Misica de G.
Mazzola es el proyecto mas interesante que actualmente se desarrolla
en este campo. Por cierto, los invito a leer las Memorias del Primer
Seminario Internacional de Teor{a Matemaética de la Misica de la UNAM
en México, D.F. que tuvo lugar hace dos anos posteriormente a la Sesién
Especial que tuvimos en el XXXIII Congreso Nacional de la Sociedad
Matematica Mexicana en Saltillo, Coahuila en octubre del 2000 en las
Publicaciones Electrénicas de nuestra Sociedad asi como la bibliografia
para encontrar un exquisito conjunto de articulos sobre esta drea.

La musica pertenece a los humanos y no aparece ya como una re-
velacién de las divinidades de cualquier sabor. También, esta renovacién
se debe al inmenso arsenal de informacién y tecnologia comunicativa
donde la informacién se convierte en algo muy accesible y la carencia de
precisién es de inmediato sefialada. Esta situacién da lugar a una nueva
y fundamental manera de entender el conocimiento humano.

El conocimiento esta actualizandose y extendiéndose constantemente
y en el cual navegamos y experimentamos con un espiritu de espacio-
tiempo dindmico. Ahora tenemos nuevos paradigmas en Musicologia.
Recordemos el experimento de Galileo acerca de la velocidad instantinea.
Su acercamiento fue esencialmente bajo observacién y medicién y no en
reflexiones abstractas especulativas. Su punto clave fue el de pasar del
encapsulado especulativo de Oresme y los cientificos medievales a accesi-
bilidad “haciendo ciencia” con el método operacional: pensar haciendo.
Este episodio tiene un andlogo musicolégico: velocidad en fisica con
tiempo musical solamente que 500 afios después.

Esto coloca a la Fisica y la Musicologia en forma paralela donde
hoy, miisicos activos y matemdticos entre otros, estdn al borde de lo
explicito dejando las especulaciones irrelevantes donde corresponde. Se
estan dejando atrds las Ultimas retéricas vacfas. La revolucién de Galileo
fue la respuesta a la supuesta profundidad del discurso retérico.
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Si consideramos los universos creados por el hombre tales como la
Matemadtica y la Musica podremos ver que el universo interno de ellas
no es menos complicado e incontrolable que la naturaleza externa. Una
pieza de naturaleza incontrolable, dada su riqueza de creacién tal como la
increfble complejidad a partir de un germen que implica procesos com-
binatorios, estrategias de interpretacién, estratificacién semiética, etc.
como el Arte de la Fuga de Bach, no es fundamentalmente diferente de
una supernova en el espacio interestelar. Estamos actualmente viviendo
un cambio tan radical en la Musicologia como el que se experimenté en
la Fisica hace 500 afios. Es un momento maravilloso.
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