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SOBRE LA EXISTENCIA DE
ATRACTORES EN UN MODELO
DE COMPETENCIA CON
RETARDOS DISCRETOS

Mario Cavant y Julio Marin

Resumen

En este trabajo estudiamos un modelo de competencia de
dos depredadores que compiten por una misma presa sin
interferencia entre ellos. Nuestro enfoque mejora al modelo
estudiado por Hsu, Hubbel y Waltman en [6] por medio de
un replanteamiento del modelo considerando que ezisten
tiempos de retardo que afectan el crecimiento de las especies
depredadoras. En este sentido, hemos considerado que en
el tiempo actual las poblaciones depredadoras dependen de
las densidades en tiempos pasados de la poblacion presa.
El resultado principal de este trabajo consiste en demostrar
que el sistema es puntualmente disipativo lo que conlleva
a la existencia de atractores globales para
las soluciones del sistema.

(=3 Universidad de Oriente, Venezuela.



1 Introducciéon

La competencia entre varias especies depredadoras por una misma
poblacién presa es un hecho que se produce con frecuencia en la natu-
raleza. En las dltimas décadas, este aspecto ha sido objeto de atencién
y estudio desde el punto de vista tedrico, tanto en el drea de la Biologia
como de la Matemadtica. Entre los trabajos pioneros se cuentan los rea-
lizados por S. B. Hsu, S. P. Hubbell, P. Waltman y K.-S. Cheng (ver 3],
[4], [5] ¥ [6]). Al se ha dado un gran aporte para el desarrollo de los
aspectos tedricos relevantes de un modelo depredador-presa, en el cual,
varias especies depredadoras compiten por la explotacién de una misma
poblacién presa sin interferencia entre rivales.

Este modelo para una poblacién presa y dos poblaciones depredadoras
se expresa por medio de las siguientes ecuaciones:

S(t)) _ m1 X1 (t)S(t) _ mae X5 ()S(t)

S'(t) = S() (1 -

K ay + S(t) as + S(t)
, _ m1 X1(t)S(t)
Xi(t) = -DiXi(t)+ e+ 50 (1)
' ma X3 (t)S(t)
Xp(t) = —D3:Xz(t) - —Zz_j‘w'

Con condiciones iniciales, S(0) = Sy > 0, X;(0) = X0 >0,2=1, 2.
Los significados de las variables y coeficientes son los siguientes:

X(t) = densidad de la poblacién del i-ésimo depredador en el tiempo ¢.
S(t) = densidad de la poblacién presa en el tiempo t.

m; = maxima tasavde crecimiento del i-ésimo depredador.

D; = tasa de muerte correspondiente al i-ésimo depredador.

a; = es la constante saturacién media, esto es, la densidad de la poblacién
presa bajo la cual, la cantidad de alimento ingerido por el i-ésimo
depredador es igual a la mitad del maximo.

= tasa intrinseca de crecimiento de la poblacién presa.

K = capacidad de carga de la poblacién presa.
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Como puede verse, la poblacién presa S(t) en ausencia de depredacién
crece logisticamente con capacidad de carga K. Por otra parte, se asume
que las tasas de muertes son tales que siempre hay proporcionalidad
entre los individuos muertos y los que nacen. La respuesta funcional
de los depredadores es tal que se satura conforme aumenta la densidad
de la presa. Especificamente, se asume que la cinética de Michaelis-
Menten gobierna los cambios de las tasas de alimentacién y las tasas de
crecimientos de los depredadores.

En el modelo representado por estas ecuaciones la dindmica es instantdnea
para cada una de las especies.

2 El Modelo con Retardo

Reformulamos el modelo dado por las ecuaciones (1) haciendo la
suposicién que hay tiempos significativos de retardo en el sistema. Es-
pecificamente y desde un punto de vista mas real, supondremos que la
dindmica de la presa es instantdnea pero la dindmica de los depredadores
depende de la densidad de la poblacién presa en el pasado; utilizamos
un enfoque del retardo similar al adoptado por G. Wolkowicz y H. Xia
en su articulo [7] para un modelo de competencia en el quimidstato.
En nuestro caso cl modelo de competencia lo expresamos por medio del
siguiente sistema de ecuaciones diferenciales con retardo

S'(t) = ~S() (1 - S(t)) _muXa(®)S(t)  maXa(8)S(t)

K ay + S(t) as + S(t)
f _ > lel(t)S(t—Tl)
X = —DiXalt) - T (2)
i _ m2X2 (t)S(t et 7'2)
X0 = ~DXo(n) - T,

con condiciones iniciales S(6) = ¢(8),0 € [-7,0], ¢ € C([-7,0],R") ¥y
T= maX{Tl,Tg}, 71> 0,70 >0, Xl(O) = X190 2 O,Xz(O) = Xy 2 0.
Consideremos los pardmetros y; y u2 definidos por medio de la expresién

aiD;

lli=m,

i=1,2,
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y desarrollamos el trabajo bajo la condicién genérica py # ps.
El siguiente lema es de importancia para la definicién de las soluciones.

Lema 1. Las soluciones del problema de valor inicial planteado por el
sistema (2) son inicas y ademds son prolongables a todo t > 0.

Demostracién. Para t € [0, 7], se tiene de la segunda y tercera ecuacién
de (2), que
Xi(t St —m
1() = miS( Tl) _Di, 'L=1,2,
Xi(t) a,-+S(t—Ti)

luego,

X;(t) = X:(0)ezp (/Ot (a,m—ﬁl% - D,-) de) L i=12 (3)

Podemos ver que para t € [0,7], X;(t), ¢ = 1,2 queda.completamente
determinada por la expresién anterior. Consideremos entonces los va-
lores de la funcién X;(t) en [0,7] para plantear el siguiente problema de
valores iniciales

' _ S(t) lel(t)S(t) szz(t)S(t)
S = SO0~ ) - et ~ e @)
S(0) = ¥(0)>0.
Observe que siempre es vélida la expresién
_ ¢ S), miXi(0) maXa(0)
s = sOeap ([ (v - 5 - 25 - az+sw))d9>'(
5)

Por lo tanto, S(t) > 0 para todo ¢ > 0.

Sea [0, 7] el intervalo méaximal de definicién de la solucién de (4). Para
t € [0,T] se cumple que

S'(t) < ¥S(8)(1 - ‘-9%).

Comparando con las soluciones de la ecuacién diferencial

Z(t)

Z'(t) =4(1 - T{—)Z(t),Z(O) =1:(0) > 0,
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se cumple que 0 < S(t) < Z(t) para t € [0,T).

Dado 4 > 0, suficientemente pequefio, existe Ty = T1(u, $(0)) € (0,7
tal que si t > 7 entonces

0<S{t)<Z(t) < K + p. (6)

De donde, S(t) es acotada, en su intervalo maximal de definicién, di-
gamos que, S(t) < M. Ahora, sea

S, miXi§ maX2S

f(tis)=75(l_E)_ a1+S - a2+S’

la parte derecha de la ecuacién (4). Entonces,

(£, 8)] S ¥M + L M® + my Ly +maLa,
donde L; = max{X;(t) : t € [0,7]}, i = 1,2. Luego f(¢,5) estd acotada,
de lo que se deduce que S(t) estd definida en todo [0,7]. Por lo tanto,
el problema con condiciones iniciales dado por (4) tiene una solucién
tinica definida en [0,7]. Determinada dicha solucién se procede a hallar
Xi(t), i = 1,2 en el intervalo [r,27] y asi sucesivamente, lo que nos dice
que el método de los pasos (ver [2]) es aplicable y ambas soluciones son
prolongables a todos los reales positivos. O

El siguiente lema establece una relacién paramétrica necesaria para que
en el modelo los depredadores puedan sobrevivir.

Lema 2. Una condicién necesaria para que la especie X;(t) sobreviva es
0<u; < K.

Demostracion. Tomando en cuenta la segunda y tercera ecuacién del
sistema (2) tenemos que

X0 [ /0‘ ((mi - Ziisge_jfr)i - a,-D,-) do] .

Xi(t)

Si m; — D; < 0 entonces como X;(0) > 0 se deduce que lim;— X;(t) =
0. Por otra parte, reescribiendo X;(t), en la forma
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puede verse que si m; — D; > 0, entonces

mi—Di mi—D,-

O<ai+S(0—Ti)— a; ’

por lo tanto,

14
(m; — Dy) a;D;
() < X, A 7 P ) = = g
Xi(t) < Xi(0)exp [/0 ” SO —7;) — d
Como S(t) < K + € tenemos que

X;(t) < Xi(0)exp [/ot (’”T_Dl (K +e)— iD—) de] .

mi—Di

Si 'mi,-i%_.» > K, entonces H“fg—b—i > K + € para € > 0 suficientemente
pequenio. En consecuencia, haciendo § = - (K +e— %), clara-
mente se tiene que, § > 0. Luego,

t

D,
Xi(t) < Xi(O)exp [ / -(m'—L)ada]
0 ai
m;—D;
= X;(0)e =

Por lo tanto, lim;_, ., X (¢) = 0. O

3 Atractores Globales

El siguiente resultado es el aporte fundamental en nuestro trabajo.
En primer lugar veremos que el modelo se comporta bien biolégicamente;
esto es, para condiciones iniciales positivas las soluciones siguen siendo
positivas. En segundo lugar, demostramos que el sistema es puntual-
mente disipativo lo que constituye una propiedad de vital importancia
para establecer la existencia de los atractores globales.
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Teorema 1. Sea

E= {¢ = (1[)1,"1[’2:1/)3) : wi € C([_T)O]aR-i-),i = 17273}

entonces, E es positivamente invariante bajo el flujo inducido por el
sistema (2). Es mds, el sistema (2) es puntualmente disipativo y el con-
junto absorbente; es decir, el conjunto donde entran todas las soluciones

y eventualmente permanecen estd dado por B = [0, K] x [0, M3] % [0, My],
donde M, = fy—l-—'t'—“ "T'nlf 1 y My = y2aztts 'tnI:+1.

Demostracidn. Como S(0) = ¢1(0) > 0y X;(0) = X; >0, i = 1,2,
las expresiones (3) y (5) muestran que las soluciones del sistema (2) son
positivas para t > 0, y el proceso que conduce a (6) muestra que la
solucién S(t) del sistema (2) es acotada para t > 0.

Falta mostrar que las X;(t) son acotadas, para hacer esto, consideremos
dos casos:

Caso 1: Supongamos que m < D;, i=1,2. Para u > 0, como

h(s) = 735 es creciente se tiene
/ o (MELEL _pY
X;(t) < Xi(t) (ai - ary D,) , 1=1,2.

Por otro lado, para i > 0 suficientemente pequefio, por la continuidad
de h(s) tenemos que
mi(K +p) <D; i=12
ai+K+p
De esta forma resulta
X0 _ maK + )
X,(t) a; + K+ I

-D; <0, t>T1+71, i=1,2,
y asi

Jm sup X;(t) =0,
de lo que se concluye que X; (t) es acotada, i =1, 2.

Caso 2: Supongamos que 4% > D; y -2 < D,. Claramente,

a2 +K
lim sup X2(t) =0.
t—00
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Teniendo en cuenta (6) se tiene que
Sit) < K+1,t>Ty. (7)
Sea M, el nimero positivo definido por

_ {m+K+1)
_P)/—-—--——ml1

M,

?

aseguramos que no puede existir un instante Ty = To(M;, #(0)) > 0 tal
que
Xi(t) > My, t > T

1
En efecto, supongamos que (7) se cumple entonces

< 50 [7(1 - SI({t)) @ +ml(l’+ 1M1] - _%Sz(t).

para todo t > T5.

Comparando las soluciones, queda claro que la componente S(t), de la
solucién del sistema (2), satisface que 0 < S(¢) < Y'(t), donde Y(t) es
una solucién de la ecuacién diferencial

Y'(t) = -%W(t), Y (0) > 0. (8)

Como las soluciones de la ecuacién diferencial (8) tienden a cero cuando
t — +00, queda claro que S(¢) = 0 conforme t =& +o0o. Tomando en

cuenta que la funcién h(S) = ﬂ% es continua y estrictamente creciente

para S > 0,con h(0) =0 y h(K) = ﬁ%}{{ > Dy, y que S(¢t) = 0, cuando
t = 400 podemos asegurar la existencia de un instante T3 tal que

ml.S'(t—Tl) Dy

e ARV IR et W & .
@ tS8GE-_m) = 2 02 Tm ©)
Por lo tanto, de la segunda ecuacién de (2) tenemos el siguiente estimado
St —m11)
X{(t) = Xy(t) |-Dy+ =227 T
1() 1() 1+01+S(t—T1)
D D

< X1(t)(71 -D,)= —?le(t) (10)
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para t > T3 + ;. Por lo tanto,

Hm Xi(t) =0

t— <400
lo que contradice que X;(t) > My para todo t > T5.

Ahora definamos la siguiente funcién p(t) = X; () — M;. Si existe un 2o
tal que p(t)' # 0 para todo t > tp, entonces el nimero de ceros de p es
finito. Pero si esto no ocurre, entonces el mimero de ceros serd infinito.
En este tltimo caso tiene que existir una sucesién de tiempos {t,,} con
tan = +00 cuando n — oo tal que p(t,) = 0.

Si los ceros de p(t) son finitos, entonces 0 < Xj(t) < M, paratodot > tq,
puesto que hemos visto en los calculos anteriores que es imposible que
ocurra lo contrario, es decir,

Xa(t) > M.
Con lo cual culminarfa la demostracién del Teorema.

Si los ceros de p(t) son infinitos, entonces los ceros de p(t) dividen al eje ¢
en una sucesién de intervalos J, = (tn,tny1), n > 1, donde p(t,) =0, y
p(t) tiene el mismo signo. Supongamos que p(t) > 0 paratodot € Jop—1,
n =1,2,3,..., y escojamos una sucesién de puntos I, € Jo,,_; tal que
l, = oo cuando n — 00, X{(l,) > 0. De la relacién (6) tenemos que,
S(t—7) < K+1parat>T) +7 ypor ser h(S) creciente tenemos que

xit) < x0) (2450 - b))

parat > 17 + 7. Hagamos

mi(K+1)
= ————" - D,.
a + K +1
Entonces A > 0, puesto que
ml(K+1) S le >D1

o +K+1~"a+K —

De esta manera,
X{(t) < AX](t),t Z T1 + 7.
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Entonces, integrando de t; a t2 con t; > t; > 71 + 71 se tiene que

ta ! to
/ i) 4 < | Adt.
ty X1 (t) 1

Por lo tanto,

Xl(tz) < X](tl)e.'lfp[A(tQ - tl)],tg >t1>2T+n

ty—t; >A 'In (%) )

Utilizando este estimado tenemos que

_ X1(ln)
I, —ton_g > A™L1 (——l—i‘——>
noonel = " X1(tan—-1)

Es claro que en Jon—1, X1(t) > M. Por lo que no se pierde gene-
ralidad si suponemos ademds que la sucesién {I,} es tal que X;({,)) =
Miexp(A(T; + T5 + 71)), de donde se deduce que

ly—ton1 2T +T5 + 7.
Por los mismos argumentos usados anteriormente resulta que
0< S(t) < Y(t)at € ']2n—19

donde Y (t) es la solucién de (8), y como Y (t) — 0, ¢ = oo se cumple
que S(l,) = 0, n — oo. Por la expresién (9) y los mismos argumentos
de antes se obtiene que
mi1S(l, — 1) < D,
ay +S(,—m) =~ 2°

De esto resulta que

D
X{(tn) < =5 Xi1(ln) <O

lo que contradice que X{(l,) > 0 y por lo tanto no puede existir un
numero infinito de ceros. En consecuencia, X (t) es acotada. De lo que
se concluye que {S(¢), X;(t), X2(t)) es acotada.
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Caso 3: Supongz}mos que % >Dyy % < D;. Es claro, por el
primer caso que, limsup,_, ., X;(t) = 0, y mutatis mutandis, lo realizado
en los casos 1 y 2 se demuestra que lim;_, o, X2(¢) = 0.

Caso 4: Supongamos que aﬂj‘% > D;, i =1,2. Se puede proceder
para cada especie con los mismos argumentos utilizados en el caso 2,
para demostrar que la especie X;(t), i = 1,2, es acotada. O

Corolario 1. El sistema (2) tiene un atractor global en C([—7,0], R3).

Demostracidn. Para cualquier condicién inicial ¢ = (th1,9,93) €
C({-7,0],Rs), (S(t,0), X1 (t, d), X2(t, $)) es una solucién de (2) y defi-
namos el operador T'(t) : C([-7,0], R3) - C([-7,0], R3) por

T(t)(¢)(9) = (S(t + 9’¢)1X1(t, ¢))X2(ta¢)7 -7 S 6 S 0.

Se demuestra que 7'(t) es un operador compacto (o completamente con-
tinuo) para t > 7, ver (1], [2]. Ademds, T'(t) es puntualmente disipativo
y por lo tanto existe un atractor global en C([-7,0], R%). O
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