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Resumen

El teorema de De Rham-Saito es una generalizacion de un
lema debido a De Rham [3], el cual fue enunciado y usado
en [11] por Kyoji Saito, al no haber prueba de este teorema
Lé Dung Trdang anima a Saito a publicar la prueba que puede
ser vista en [12], lo cual indirectamente nos motiva a detallar
la prueba en este articulo por las muchas aplicaciones que
tiene, destacamos el algoritmo de Godbillon-Vey [5]; en la
prueba del Teorema de Frobenius clasico dada en [2]; en [8]
vemos unas aplicaciones interesantes; en la prueba del
Teorema de Frobenius con singularidades [7]; en [1] se
detalla la prueba realizada por Moussu y Rolin [10].
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1. Producto Exterior de Mddulos

En esta seccién introduciremos convenientemente algunas opera-
ciones sobre médulos, especificamente, el producto exterior de médulos.

Consideremos el producto tensorial k-veces ®’§M del R-moédulo M. De-
finiremos el submédulo P¥(M) C ®’1§M generado por el conjunto

{mi1®...0my € ®’§M My, = My,+1 para algun io}.

. : QM :
El médulo cociente /\I;%M = W es llamado producto exterior k-
veces del R-médulo M. Denotamos la clase de m; ® ... ® my por esta
relacién de equivalencia como mj Agr ... Agp mj o simplemente como
m1 A ... Amy cuando no exista peligro de confusién. Observemos que la

composicién
k
T k 1
my i M x ... x M "5 @pM 5 \ M
R

de las proyecciones canodnicas m; y 7 es una aplicacién R-alternante.
Entonces tenemos las siguientes identidades:

(m+mYAn = mAn+m An,
mA(n+n) = mAn+mAn,
amAn = a(mAn)=mAan,

inducidas por el producto tensorial. Ademds de estas propiedades, por
la relacién de equivalencia tenemos:

VA AN AN LAY, =0

En particular:

V1 ANV +v2 ANy =01 Avg +v1 Avp +UV2 Avg +v2 Avp = Ul/\(U2+U1)+
Vg A (’Ug +’U1) =0.

A partir de este caso particular, por la propiedad asociativa tenemos:

VIA AV A AUy = (D) 0 AV A AU AV AL AU,
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Proposicién 1.1 (Propiedad Universal) Para cualquier aplicacién R-
alternante f: M X ... x M — P existe una unica aplicacién
IE /\% M — P tal que el diagrama

quoxM*f>M

N

Ni M
conmuta.
Prueba: La aplicacién f induce
f: kM — f:
me...em, — fmi®...0mg)=f(m,...,mg)

Como f es R-alternante f se anula sobre P* (M), luego es independiente
de las relaciones con la cual se define /\];% M, de esta manera induce la
aplicacién

f: /\l;% M — P definida por:

fors = f
(fomrpom)(my,...,mg) = f(my,...,mg)
(fom)(m(ma,...,mg)) = flma,...,mg)
fomi(mi @ ... @ my) flma, ... ,my)
fmin...Amg) = flm,...,mg).

Ademds, como miom(M X ... x M) = /\1;3 M tenemos que f es tnica. [

Consideremos V' un espacio vectorial de dimension finita.
Sea V espacio vectorial de dimensién m consideremos

T,:V—IR i1=1,...,n
a partir de esto obtenemos una n-forma alternada

Ti A AT (v, .., 0,) = det(T5(vy))) (1.1)
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tenemos definida la funcién
FVE o x VE— AltR(V)

f(Ty, ... T (v1, ... 0r) = det (Ti(vy)), esto es
f(y,....,Tx) = Th A ... ATy, donde este producto exterior es definido
como (1.1).

Puesto que f es alternante, por la propiedad universal, tenemos inducida
una tinica aplicacién lineal f: A¥(V*) — Alt*(V) por la relacién.

f(Tl/\R~~~/\RTk) = f(Tl,...,Tk) (12)
= TiN...NT

La cual satisface las siguientes propiedades:
Proposicion 1.2 1. f es un isomorfismo.

2. Si (v1,...,vy) es una base de V' entonces
B={vi, A...Avy, : i1 <...<i} es una base de A*(V).

3. Los espacios vectoriales A"(V*) y AF(V)* son isomorfos.

2. Localizacion en Anillos

Muchos de los resultados de esta seccién son de tipo tedrico y
debido a sus aplicaciones diversas lo hace un tema indispensable. Es
conocida por todos la construccién del cuerpo @ de los racionales a par-
tir del anillo Z, tomando pares de racionales con la segunda componente
no nula. Aqui estableceremos la situacién general para anillos y médulos.

Sea R un anillo conmutativo con elemento unidad. Un subconjunto
multiplicativamente cerrado de R es un subconjunto .S de Rtalquel € S
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y S es cerrado respecto a la multiplicacién.

Sea. D = RxS
= {(a,8): a € R, s€S}.

Definimos una relacién en D
(a,8) ~ (a1,s1) < existe s’ € S tal que §'sja =s'sa; 6
s'(s1a — say) = 0, entonces ~ es una relacién de equivalencia.

La clase del par (a, s) serd denotado por e, El conjunto de las clases

s
de equivalencia se llama localizacién de R y se denota por Rg. Este
cociente tiene estructura de anillo definido por las operaciones:

a b at-+bs
1) —+-= t
(1) s+t st €9
ab ab
2) —— = —
()st st

. . . = S
este anillo es conmutativo con unidad 1 = —.
s

Nota Si R es dominio (a,s) ~ (a1, s1) <= s1a = a1s.
Proposicion 2.1

1) Con las operaciones de suma y producto Rg es un anillo con-

- 1 s
mutativo en el que 1 = 13 es el elemento neutro de la multi-
s

-0
plicacién y 0 = 7 el neutro para la suma.

9) R

s=1{0} <= 0eS
140 — 0¢85
3) R % Rg definido como ¢(a) = % — %% o5 un homomorfismo de

anillos cuyo nicleo es Ker (¢) = {a € R: sa =0, para algin s € S}.
]ge esta descripcién del ntcleo se desprende
I:()enRS@sa:OparaalgfmseS
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s 1
4) Para s € S entonces 1 tiene inversa — en Rg
5

a al (a)
5 €R t === = -1
) x s entonces & = — = T o(5) w(a)e(s)
Prueba:
1) Veamos inicialmente que 1 = f, s € S es la unidad para la
s

, para todo 4
s(sta) dado la

s a a
multiplicacion. Para ello basta verificar PRl
5
pero ello es consecuencia de la identidad s(tsa) =

conmutatividad de R.

_ 0
Por otro lado 0 = 1 es el elemento neutro de la suma. Para ello

0 a a a
basta verificar — + — = 7 para todo n pero ello es evidente de

t
t(as) = a(st)

= Jt(s*—s0)=0
= ts2=0, tesS, ses
= 0€S8S

- 0
Reciprocamente, si0 € S =1=0 SR N 0(s> —s0) =0
s s

3) ¢ es un homomorfismo de anillos con las operaciones definidas:

aJra’ _a+d
11 11
aad _ e
11 1
_ 0
aeKerp (p(a):%:(]zi
< existe s€S5, s(a—0)=0

<— sa=0
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1 _
) 22 = .1
1 s s
1
5) 1€Rs=so=2 = 2.-
1s L
= pla)p(s)”

O

Proposicion 2.2 Sea S un conjunto multiplicativamente cerrado en el
anillo conmutativo R. Un anillo B es isomorfo a Rg si, y sélo si, existe

¢ : R — B homomorfismo de anillos tal que:
1) Ker g ={a € R: sa=0 paraalgin s € S}

2) Para todo s € S, ¢(s) es inversible en B 6 equivalentemente

¢(s):B — B , es una biyeccién
b = p(s)b

3) Para todo b € B, existe a € R, s’ € S tal que b= ¢(a)p(s)~!

Nota: La existencia de Rg se hizo usando la relacién de equivalencia
en
R x S/~, (a,s) ~ (d,s") <= t(s'a —a's) = 0 para algin t € S.

Prueba: 1) Si existe Rg — B isomorfismo de anillos, entonces

P
R % Rs =
a +—— —

B
v

=l

)

=l

Sea qb(a):w(%) = op(a)
a€R/a€Ker¢p — 1/)(%)20@%:%

a _
—=0€ Rs <= existe s€ S tal que sa=0

1
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1
2) Para todo s € S, % € Rg tiene inverso —, entonces (s) = ¢ (7)
s
1
tiene inverso <>
s

3) Parab e B =b=1(x),

—1
b=v(@)=v(7)v(3) =e@ols)
Reciprocamente, se tiene ¢ : R — B que cumple 1), 2) y 3).

Hay que demostrar que existe un isomorfismo Rg = B definimos

@

R——B
7
L
Rg

Sean a € Ry s € S = ¢(s) tiene inverso en B entonces ¢(a)¢(s)~* € B
¢ es funcién:

a d
Pero — = — en Rg, entonces existe t € S tal que ts'a = tsa’ en R
s s

et)p(s)e(s) = @(t)e(s)p(a)
pla)p(s)™t = pla)p(s) ™
Se verifica ¢ es homomorfismo, inyectiva y sobreyectiva. O

3. Mobdulo de Fracciones

Vamos a pasar ahora a construir a partir del R-médulo M y del
subconjunto multiplicativamente cerrado S de R un Rg-mddulo denota-
do por Mg y que se llama el médulo de fracciones de M por S. Desa-
rrollaremos de forma paralela a lo ya hecho en el caso de los anillos de
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fracciones.

Sean R un anillo conmutativo con unidad, S C R un subconjunto multi-
plicativamente cerrado (1 € S, si s,t € S = st € S)y M un R-médulo.
Sobre M x S definimos la relacién

(m,s) ~ (m',s") <= existe t € S tal que t(s'm —sm') =0 en M

que resulta ser una relacion de equivalencia:

Sea Mg el cociente de M x S por la relacién de equivalencia ~ la
clase de (m, s), donde m € M y s € S se denota por . A Mg se la llama
el localizado de M por S, este cociente tiene estructura de Rg-mddulo
con las operaciones:

m m s'm 4+ sm’

— 4+ — = ——

s s $s
am'  am
s’ s ss

Observaciones:
1. Por defininiciéon de Mg
0 m
Oziz— < t(s0—1m)=0

s

< tm=0paraalginte S

2. La aplicaciéon

M £ Mg
m
m = p(m)= T
es R-homomorfismo. Ademaés
meKer ¢ <— ga(m):mfo

=
< tm=0 nparaalginte S
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3. Para cada s € S la funcién

MS — MS
zZ = Sz

es una biyeccién.

Definicién 3.1 Sea R, B anillos con unidad. El anillo B es un R-algebra
si existe p : R — B homomorfismo de anillos.

Observacién Con las consideraciones anteriores B es un R-mddulo con
el producto ab := p(a)b donde a € Ry b € B.

Proposiciéon 3.1 Sea M un R-médulo libre de rango finito n y B un
R-algebra con unidad. Entonces

(;\M) ®RB:/Z)\(M®RB).

Prueba: Sea {ej,...,e,} base de M, como M es R-mdédulo libre en-
tonces del item 2 de la proposicion 1.2 se tiene que

{6j1/\.../\€jpij1<...<jp}

P
es una base de A\ M. Si consideramos e; = e;, A...Aej, con ji < ... < jp
se tiene que ey ® 1, donde 1 € B es la unidad de B, forman una base de

P
(/\ M) ®p B. Por otro lado,

{(6j1®1)/\.../\(€jp®1)Zj1<...<jp}

P
es una base de A (M ®p B) entonces se tiene el isomorfismo por ser
libres y sus bases tener el mismo nimero de elementos. O
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4. Anillos y Mdédulos Noetherianos

Definicién 4.1 Un anillo R es un anillo noetheriano si cualquier ideal
de R es finitamente generado.

Las caracterizaciones siguientes suelen ser ttiles:
Proposicion 4.1 Son equivalentes:
i) R es noetheriano.
ii) Toda cadena ascendente de ideales
Lchhclz3C---
se estabiliza, es decir, existe n tal que I, = I),4;, para todo ! € IN.

iii) Todo conjunto de ideales de R tiene un elemento maximal respecto
a la inclusion.

Prueba: Para ello verificaremos:

i) — ii) Para una cadena como enii). I = J)2, I, es unideal de R luego

por hipdtesis es finitamente generado I = (r1,...,7ry), 7 € R para
n suficientemente grande tendremos r; € I, (i =1,...,m)
In = dn41 = ...

ii) — 1iii) Si existiera un conjunto D de ideales no vacio de R sin maxi-
mal podriamos tomar un ideal cualquiera I, que al no ser maximal
estaria estrictamente contenido en otro ideal Iy de D, que estaria
contenido en otro ideal I3 y asi formarfamos una cadena ascendente
infinita, lo cual contradice ii)

LSLCI; ¢ ..
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iii) — i) Sea I un ideal de R que no es finitamente generado entonces
tomamos r1 € I no nulo y se cumple I # (ry), luego existe
ro € I\ (r1) e I # (r1,7r2) luego existe r3 € I'\ (r1,r2) e
I # (r1,72,73). De este modo construimos una cadena de ideales
(r1) G (r1,m2) © (r1,72,73) S

que no tiene elemento maximal.

O

Definicion 4.2 Un R-médulo M es llamado noetheriano si cada submdédu-
lo U de M es finitamente generado.

Proposicion 4.2 Si R es noetheriano y M es un R-moédulo finitamente
generado, entonces M es noetheriano.

5. Divisores de Cero

En esta secciéon uniremos algunos resultados sobre los divisores de
cero de un anillo o un médulo.
Al conjunto de todos los ideales primos de un anillo R lo denotaremos
por Spec (R) y seré llamado el espectro de R.

Definiciéon 5.1 Sea M un R-médulo. Un elemento de a € R es un
divisor de cero de M si existe un elemento m # 0 tal que am = 0.

Si M es un R-modulo, El anulador de un elemento m € M, serd por
definicién el ideal de R

Ann(m)={a € R: am =0}

Definicién 5.2 Sea M un mdédulo sobre un anillo R. El ideal
p € Spec(R) se dice que es asociado a M si existe un m € M tal que
p = Ann(m).
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El conjunto de ideales primos asociados de M serd denotado por Ass(M).
Si p = Ann(m) para m € M, entonces Rm = R/p. Desde que Ass (M)
es también el conjunto de p € Spec (R) para el cual hay un submédulo
de M isomorfo a R/p. Tenemos Ann (M) C p para todo p € Ass (M).

Lema 5.1 Para todo p € Spec (R) tenemos Ass(R/p) = {p}, y p es el
anulador de cualquier x # 0 en R/p.

Lema 5.2 Para cualquier submédulo U C M,
Ass(U) C Ass(M) C Ass(U) U Ass(M/U).

Prueba: Es claro que Ass(U) C Ass(M). Si p € Ass(M)\Ass(U) y
p = Ann(m) para m € M, entonces Rm = R/p y Rm N U (0), de otro
lado por el lema 5.1 tenemos p € Ass(M). Bajo el epimorfismo canénico
M — M/U, Rm es mapeado en un submdédulo de M /U isomorfo a R/p;
esto es, p € Ass(M/U). O

Proposicién 5.1 Si R es noetheriano y M # (0), entonces Ass(M) # ().

Prueba: El conjunto de ideales que producen los anuladores de elemen-
tos m # 0 en M es no vacio y desde que contiene un elemento maximal
p por que R es noetheriano.
Mostraremos que p es un ideal primo.

Sea p = Ann(m). Ademds, sean a,b elementos de R con ab € p,

bép.
Luego bm # 0. Mas atn, p C Ann(bm); y de la maximalidad de p tenemos
p = Ann(bm). Desde que abm = 0 se sigue que a € p. O

Proposicién 5.2 Si R es noetheriano, entonces UPGASS(M) p es el con-
junto de divisores de cero de M.

Prueba: Los elementos de p € Ass(M) son obviamente divisores de cero
de M.

Reciprocamente, si rm = 0 para algin r € R, m € M, m # 0, entonces
Ass(Rm) # 0 por la proposicién 5.1 y asf existe p € Spec(R) y ' € R
con p = Ann(r'm). Desde que rr’m = 0, se sigue que r € p. O
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En particular conseguimos que el conjunto de divisores de cero de un
anillo noetheriano es la unién de los ideales primos asociados del anillo.

Proposicién 5.3 Sea M un médulo finitamente generado sobre un ani-
llo noetheriano R. Entonces hay una cadena de submodulos

M:M()DMlj"'DMn:<O>
tales que M;/M; 11 = R/p; para algun p; € Spec(R) parai =0,...,n—1.

Prueba: Sea M # (0). El conjunto A de submédulos # (0) de M para
el cual la proposicion es correcta es no vacia, por la proposiciéon 5.1 M
contiene un submdédulo isomorfo a R/p para algin p € Spec(R). Desde
que M es un médulo noetheriano, existe un elemento maximal N en A.

Si tenemos M # N, entonces M/N contendria un submdédulo iso-
morfo a R/q para algin q € Spec(R). Si N’ es la imagen inversa de
este submédulo bajo el epimorfismo canénico M — M/N, entonces
N'/N = R/q, contradiciendo la propiedad maximal de N. Se sigue que
N = M, y la proposicién es probada. (I

Corolario 5.3 Para un mdédulo finitamente generado M sobre un anillo
noetheriano R, Ass(M) es un conjunto finito. En particular, Ass(R) es
finito.

Prueba: De los lemas 5.1 y 5.2 seguimos que Ass(M) C {p1,.-.,Pn-1}
si los p; son ideales primos de la proposicién 5.3. (]

Corolario 5.4 Sea M un mddulo finitamente generado sobre un anillo
noetheriano R. Si un ideal I de R consta solo de divisores de cero de M,
entonces existe

m € M, m # 0, tal que I'm = (0).

Prueba: De I C UPGASS(M) p vemos, porque Ass(M) es finito, asi I C p
para algtin p € Ass(M); se sigue la afirmacién. O
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6. Profundidad

En esta seccién debemos precisar de manera algebraica la defini-
cién de dimensién que vamos a usar. Para ello daremos una definicion
completamente general de profundidad.

Definicién 6.1 Sea M un R-médulo. a € R es llamado un elemento
M-regular (o un no divisor de cero de M) si az = 0 entonces z = 0
con x € M. Una sucesién {ay,...,am} (m > 1) de elementos de R es
llamada una sucesion M-regular si

a) M # (a1,...,a,)M.

b) a;4+1 es un no divisor de cero de parai=1,...,m—1.

(G,l,. .. ,ai)M
Sea M un mddulo finitamente generado sobre un anillo noetheriano
R, I un ideal de R con IM # M. Para cualquier sucesién M-regular
{a1,...,an} tenemos (a1, ...,a;)M&Aa,...,a;4+1)M parai=1,...,m—1.
Desde que M es un moédulo noetheriano, se sigue inmediatamente que
cualquier sucesién M-regular {ai,...,a;,} con elementos a; € I pue-
de ser extendida a una sucesién maximal, es decir para una sucesiéon
M-regular {a1,...,a,} C I (n > m) tales que cualquier a € I es un di-
visor de cero de — . Ahora podemos enunciar los siguientes
(a1y...,an)M

resultados

Lema 6.1 Si {a,b} es una sucesién M-regular y b es un no divisor de
cero de M, entonces {b,a} es también una sucesién M-regular.

Prueba: Si a fuese un divisor de cero de %, existiria un m € M,
m ¢ bM con am = bm' con m’ € M. Ya que {a,b} es una sucesién
M-regular tenemos que m’ € aM, de esto m’ = am” con m” € M; luego
m = bm”, desde que a es un no divisor de cero M lo cual contradice
nuestra suposicién que m ¢ bM. O

Proposicion 6.1 Cualesquiera dos sucesiones maximales M-regulares
en [ tienen el mismo ntimero de elementos.
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Prueba: Entre todas las sucesiones maximales M-regulares en I hay
una con el menor nimero de elementos n. Haremos la prueba por induc-
cién sobre n. Si n = 0, entonces I solo consta de divisores de cero de M
y no hay nada que demostrar. De aqui para n > 0, sea {ay,...,a,} una
sucesién maximal M-regular en I, y sea {b1,...,b,} otra sucesién ma-

ximal M-regular en I. Debemos mostrar que I consta solo de divisores
M

(bla"'abn)M.

Si n = 1, entonces I solo consta de divisores de cero de

de cero de

M
. Por el

corolario 5.4 hay un m € M, m ¢ a;M con Im C a1 M. ]15}n particu-
lar, bym = a;m’ con algin m’ € M. Si tenemos m’ € by M, entonces
tendriamos m € ayM, asi m’ ¢ by M. De a1Im’ = Ibym C a1 byt M se
sigue que Im’ C by M, y por lo tanto I solo consta de divisores de cero

de

M’
. M M
Sin > 1, hacemos M; = m, le = m para
1=20,...,n—1, y escogemos ¢ € I que es un no divisor de cero de M;

y M/ para todo i = 0,...,n — 1. Esto es posible, desde que el conjunto
de divisores de cero de M; y M/ son uniones finitas de ideales primos e
I no esta contenido en ninguno de estos conjuntos.

Aplicando el lema 6.1 repetidas veces se sigue que ambas {c¢, a1, ...,an,_1}
y{e,b1,...,b,_1} son sucesiones M-regulares en I donde {c,a1,...,a,-1}
es maximal, para {aj,...,an_1,c} es maximal sobre la base del caso
n = 1 (aplicado a M, _1) visto anteriormente. Luego {a1,...,an-1}y
{b1,...,bn_1} son sucesiones M/cM-regulares en I; el primero es maxi-
mal, asi por la hipétesis inductiva el segundo también lo es. Pero si
{b1,...,bn_1,c} es una sucesién maximal M-regular, entonces {b1,...,b,}
también lo es, nuevamente por el caso n = 1.

Esto prueba la proposicién. O

Definicién 6.2 Con las hipotesis de la proposiciéon 6.1 el nimero de

elementos de una sucesién maximal M-regular en I es llamada la I-
profundidad de M lo denotaremos por prof(I, M) o el grado de M con
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respecto a I. Si R es local e I es el ideal maximal de R, entonces lla-
maremos a prof (I, M) simplemente la profundidad de M y escribiremos

prof (M).

Corolario 6.2 Tenemos
M
prof (I ,

M]W) = pI‘Of(I7 M) —n.

Prueba: Consideremos {ay,...,am,} una sucesién M-regular maximal,
luego por la proposicién 6.1 tenemos prof (I, M) = m. Debemos verificar
entonces prof (I, N) =m —n donde

N M
(al, S an)M
para ello basta verificar que @41, - - -, Gy (n—m) € I forman una sucesion
N-regular maximal. En efecto, como {ai,...,a,} es una sucesién M-

regular tenemos que a,4+1 no es un divisor de cero de N. Por otro lado
Gn+2 N0 es un divisor de cero de

M
N ~ (ag, ... a0)M M
(an_H)N (an+1)M (al, ey an+1)M
(al, ce ,an)M

si seguimos con el proceso hasta n+(m—n), tenemos que a,, = Ap i (m—n)
no es un divisor de cero de

N M

(a(n—i-(m—n)))N (alv cee 7am)M
Ast tenemos que la sucesion any1,. .-, @pmi(n—m) € I forman una su-
cesion N-regular. Por otro lado esta sucesién es maximal pues sino
tendriamos que {a1,...,a,} no serfa maximal. Por lo tanto de la pro-
posicién 6.1 obtenemos el resultado deseado. O

Utilizaremos este resultado para el caso M = R en la prueba de la parte
ii) del teorema de De Rham-Saito
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7. Teorema de De Rham-Saito

En esta seccién desarrollaremos el tema central de estudio, utili-
zando las herramientas desarrolladas anteriormente.

P
Sea M un R-mddulo libre de rango finito n. Denotemos por A M al
p-ésimo producto exterior de M con

0 —1
ANM=Ry A\M=o

Dados wy, . ..,wy elementos de M,y (e, ...,e,) es una base libre de M,

Wi NN AW = E ail_”ikeil/\.../\eik
1< <. <ipg<n

Sea I el ideal de R generado por los coeficientes a;, .. 4, , donde
1<i; <...<i <n. Consideramos I = R, cuando k£ = 0.
Entonces definimos:

P
7P ={we AM:wAwiA...N\wr=0} p=0,1,2,...

P
H? = z p=0,1,2,...

k —1
Z w; | A /\ M
i=1
Cuando k£ = 0, entenderemos Z? =0, HP =0 parap=0,1,2,....
El espacio HP es un R-mdédulo con la multiplicacién

rlw] := [rw]
donde r € Ry [w] € HP.

Lema 7.1 I = (ay,...,a;) ideal de R, N un R-médulo y a?jN =0
para todo 1<j <k entonces existe m tal que I""'N = 0.

Prueba: Seam =ni+---+ni e I™ = (a"...a% : iy + - +ip =m)
entonces (a'l1 e a?j) M =0y por ello es suficiente mostrar que existe j
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tal que i; > n; para ello supongamos que i; < n; para todo j tenemos
por un lado iy +---+ix = m y por el otrony +---+n, =m, asi, m < m
una contradiccién. O

Teorema 7.1 (de Rham-Saito) Con las consideraciones dadas ante-
riormente tenemos:

i) Existe un entero m > 0 tal que:

I"™HP =0 parap=20,1,...,n.

ii) H? =0 para 0 < p < prof(I).

Prueba: Prueba de i). Con el lema 7.1 en nuestras manos nos resta
mostrar que para cualquier w € Z? y cualquier coeficiente a;, . 4,,
1<ip <... <ip < n, existe un entero m > 0 de tal manera que

k p—1
(@i, ..i,)"w € (Z wi> A /\ M.
i=1

= Si a;,. 4, es nilpotente, entonces no hay nada para demostrar.

= Supongamos a;, .., = @ 1no es nilpotente y sea R, la localizacion
de R por las potencias de a = a;,. ;. Hay un morfismo candnico

P

R — R, y denotamos por [w] la imagen de w € /A M en
P

(/\ M> & r R(a) v de la proposicién 3.1 tenemos

p P
</\ M) ®r Ry = /\ (M QR R(a)) pues M es libre sobre R

Ya que el ideal en R(,) generado por los coeficientes de
[wi] A... A [wi] contiene la imagen de a = a4, en R, que

coincide con R, y podemos considerar [wq],...,[ws] como una
parte de la base libre de M @ R(q). Agregamos algunos elementos
le1], .., [en—k] tales que

[wl}’ ERR [Wk], [61}’ s [en—k],
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formen una base de M @, R(q). Asi, cualquier elemento

P
wle <M®R(a)>
R
puede ser desarrollado en la formas:

w] =Y D i g Wi A Awi A A Al
I+m=p 1<i1<...<;<k
1<ii< . <m<n—k
Entonces el hecho de [w]A[w1]A. .. Alwk] = 0 equivale a la existencia

p—1
de algunos n e N (M®RR(G)), t=1,...,k con
p—1
Zm [wi]. Tomemos n; € A M y my >0 con

n;:a_m'l[ni] 7,:17,](1

Entonces tenemos:

k k
[amlw - Z i N\ Wi] =a™w] — Z (1] A [wi]

Por la definicién de R(,), existe algin ma > 0 tal que

k P
a™ {amlw—Zm/\wi} =0 en /\M

i=1

Esto completa la prueba de i).
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Prueba de ii). Lo probaremos por doble induccién sobre (p, k) para p,
k> 0.

= En el caso k = 0, la afirmacién es trivialmente cierta por la defini-
cién de HP.

= Caso p = 0. En este caso

H® = Z = iozzo

<Zwl> A 7\1 M

0
= {we/\M: w/\wl/\.../\wkzo}

Sea w € Z9, esto es

O=w(wi A... Awg)
=wai(er A...Neg)+ - +wagler A... Aeg)

tenemos por ser una base
waj; =0 para todo j (%)

Tenemos que I = (ay,...,a) y la prof I > p > 0 entonces existe
b€ (a1,...,a;) un no divisor de cero, luego

b=aia1 + -+ arag
multiplicando por w obtenemos de (x)
wb = aqiwai + - - + agwar =0
como b es un no divisor de cero tenemos

w=0

Por lo tanto H® = Z9 = 0.

Pro Mathematica, 26, 51-52 (2012), 49-74, ISSN 1012-3938 69



Danny Joel Apaza Nunez

70

» Caso 0 < p < prof(I) y (0 < k)

La hipdtesis inductiva es cierta para (p — 1,k) y (p,k — 1) la afir-
macién ii) del teorema es verdadera.

Sea a € I un no divisor de cero de R. De acuerdo a i), existe un
entero m > 0 con a™HP = 0. Desde que a € I es un no divisor
de cero de R entonces a™ € I™ es también un no divisor de cero
de R por lo tanto asumiremos m = 1, es decir, aH? = 0. De la
proposicién 3.1

for = (Aar) @ () = A (v @ () 9

w o — w=wl

p
Paraw € ZP = qw e\ M : w/\wl/\.../\wk:O},de la defini-

cién de HP, la clase [w] € HP tiene la forma
k p—1
[w] :w—l—Zwi/\ /\ M
i=1
luego
k p—1
0= alw] = [aw] = aw € Zwi/\ /\ M
i=1
k p—1
éaw:Zm‘A%‘a 77j€/\M (% * %)
j=1
Aplicando el homomorfismo (xx)
k
AT = =awdrl=w®ral =w@pa=w®r0=0
j=1
Para cualquier 1 < j < k conseguimos:

k
NAGLA . AT = (an‘/\wz) A
=1

((—1)j_lwlA.../\wAjA.../\wk) =0.
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Aqui el simbolo ~ significa, que omitimos el término correspon-

diente.
Desde que el ideal de R/aR generado por los coeficientes de
w1 A... AW es igual a I/aR y por el corolario 6.2 tenemos

prof(I, R/aR) = prof(I,R) -1 >p—12>0,

podemos aplicar a 7j; la hipdtesis inductiva para (p —1, k), esto es,
existen

p—2
&ie N M, j,i=1,...,k, tales que,

k
= &iAw, j=1,... .k
=1

Los coeficientes de
k ko
i=1 i=1

) R . .
estan en —R y como son ceros en este cociente los coeficientes
a
k

de la forma de 7; — Zfﬂ A w; son multiplos de a luego existen
i=1

p—1
Ge N M, j=1,... k, tales que:

k
nj:ZEji/\wi+aCj7 jZl,...,k.

i=1
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Reemplazando 7; en ( * *), obtenemos:
k

aw :Z n; A\ w;
i=1

k

k
ZZ < §ji/\w¢—|—acj> /\wj
j=1 1

1=

k k
= Z §ji/\w,~+2a§j ANwj
j=1

ij=1
k k
a w—ZCjij :Z@i/\wi/\wj.
j=1 ij=1

Multiplicando por wa A ... A wg, tenemos:

k
a w—ZCjij Awa A... ANwp =0.
j=1

Desde que a es un no divisor de cero de R, tenemos:

k
w—zcj/\wj Awa A Awy =0.
j=1

Desde que el ideal I’ generado por los coeficientes de wa A ... A wg
contienen al ideal I, tenemos prof(I’) > prof(I) > p. Nuevamente
por hipétesis inductiva para (p, k — 1), conseguimos algunos

p—1
;e N M, j=2,...,k con

k k
w—ZQ/\wi:ZQj/\wj.
i=1 =2

Esto nos permite concluir la prueba de ii).
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Abstract

The theorem of De Rham-Saito is a generalization of a lemma due to De
Rham [3], which was announced and used in [7] by Kyoji Saito, as no
proof of this theorem was available, Lé Dung Tréang encouraged to Saito
to publish the proof that can be seen in [8], which indirectly encourages
us to detail the proof in this article for the many applications it has,
we highlight the Godbillon-Vey algorithm [4]; in the proof of Theorem
classical Frobenius given in [2]; in [6] we see some interesting applications,
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in the proof of Frobenius theorem with singularities [5]. In [1] we give
full details of the proof given by Moussu and Rolin.
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