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Abstract

The present paper introduces 10 Appell’s type generalized

functions Ni, i = 1, 2, ...... 10 by considering the product of

n − 3F2 functions. The paper contains Fractional derivative

representations, Integral representations and symbolic forms

similar to those obtained by J. L. Burchnall and T. W.

Chaundy for the four Appell’s functions, have been obtained

for these newly defined functions N1, N2....... N10. The

results obtained are believed to be new.
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1. Introduction

The great success of the theory of hypergeometric functions of a

single variable has stimulated the development of a corresponding theory

in two or more variables. In 1880, P. Appell [1] considered the product

of two Gauss functions from which the four Appell’s functions emerged.

Later 1893, Lauricella [7] further generalized the four Appell functions

F1, F2, F3 and F4 to function of n-variable denoted by Fn
A, F

n
B , F

n
C and

Fn
D, where F 1

A = F 1
B = F 1

C = F 1
D = 2F1 and F 2

A = F2, F 2
B = F3,

F 2
C = F3 and F 2

D = F1.

During 1940-41, J. L. Burchnall and T. W. Chaundy [2,3 ] obtained

a large number of expansions of Appell’s double hypergeometric func-

tions. H. M. Srivastava [10] and H. M. Srivastava and P. W. Karlson

[12] gave certain interesting integral representations for F4. Recently

M. A. Khan and G. S. Abukhammash [4] introduced 10 Appell’s type

generalized functions Mi, i = 1, 2, 3, · · · , 10 by considering the product

of two 3F2 functions instead of product of two Gauss functions taken by

Appell to define F1, F2, F3 and F4 functions. They obtained fractional

derivative representations, integral representations symbolic forms and

expansion formulae for these newly defined functions M1,M2, · · · ,M10

similar to those obtained by J. L. Burchnall and T.W. Chaundy for the

four Appell’s functions.

In the last section of J. L. Burchnall and T. W. Chaundy [2, 3] gave

a glimpse of possible extension of their result to functions of higher order

(ie, with more parameters) for two variable for instant they defined.

p+1F
(2)
p

[
a; b1, b2 · · · · · · bp; b

′

1, b
′

2 · · · b
′

p ;x, y

c1, c2 · · · · · · cp; c
′

1, c
′

2 · · · c
′

p ;

]

=
∞∑

m=0

∞∑
n=0

(a)m+n(b1)m · · · (bp)m (b
′

1)n(b
′

2)n · · · (b
′

p)n

m!n!(c1)m(c2)m · · · · · · (cp)m(c
′
1)n(c

′
2)n · · · (c′p)n

xm yn
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= ∇(a) p+1Fp

[
a, b1, b2 · · · · · · bp;x

c1, c2 · · · · · · cp;

]
p+ 1Fp

[
a, b

′

1, b
′

2 · · · b
′

p; y

c
′

1, c
′

2 · · · c
′

p;

]

(1.1)

and gave the result

p+1F
(2)
p

[
a; b1, b2 · · · · · · bp; b

′

1, b
′

2 · · · b
′

p ;x, y

c1, c2 · · · · · · cp; c
′

1, c
′

2 · · · c
′

p ;

]

=
∞∑
r=0

(a)r(b1)r · · · (bp)r (b
′

1)r(b
′

2)r · · · (b
′

p)r

r!(c1)r(c2)r · · · · · · (cp)r(c
′
1)r(c

′
2)r · · · (c′p)r

xr yr

× p+1Fp

[
a+ r, b1 + r, b2 + r · · · · · · bp + r;x

c1 + r, c2 + r · · · · · · cp + r;

]

p+1Fp

[
a+ r, b

′

1 + r, b
′

2 + r · · · b
′

p + r; y

c
′

1, c
′

2 · · · c
′

p;

]
(1.2)

Motivated by this section of [3] and the fact that such functions were

encountered by M. A. Khan and G. S. Abukhammash [5, 6] during their

study of two variable analogues of Saigo’s [9] fractional integral oper-

ators, we consider in this paper the product of n-3F2 hypergeometric

functions viz,

3F2(a1, b1, c1; d1, e1;x1)3F2(a2, b2, c2; d2, e2;x2) · · · · · ·

3F2(an, bn, cn; dn, en;xn) =
∞∑

m1=0

∞∑
m2=0

· · · · · ·
∞∑

mn=0

(a1)m1(a2)m2 · · · (an)mn(b1)m1(b2)m2 · · · (bn)mn(c1)m1(c2)m2 · · · (cn)mn

(d1)m1(d2)m2 · · · (dn)mn(e1)m1(e2)m2 · · · (en)mn

× xm1
1

(m1)!
· · · xmn

n

(mn)!
(1.3)

the n series, in itself, yield nothing new, but if one or more of the each

five pairs of products
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(a1)m1
· · · (an)mn

, (b1)m1
· · · (bn)mn , (c1)m1 · · · (cn)mn ,(d1)m1 · · · (dn)mn ,

(e1)m1 · · · (en)mn be replaced by corresponding expression

(a)m1+m2+··· mn , (b)m1+m2+··· mn , (c)m1+m2+··· mn , (d)m1+m2+··· mn ,

(e)m1+m2+··· mn we are leading to eleven distinct possibilities of getting

new functions. One such possibility, gives us

=
∞∑

m1=0

∞∑
m2=0

· · · · · ·

∞∑
mn=0

(a)m1+m2+··· +mn (b)m1+··· m2+··· mn
(c)m1+m2+···+mn

(d)m1+m2+···+mn(c)m1+m2+···+mn

× xm1
1

(m1)!
· · · · · · xmn

n

(mn)!

which is simply

3F2(a, b, c; d, e;x1 + x2 + · · · · · ·+ xn)

Since it is easily verified that (c.f., e.g. H. M. Srivastava [10])

∞∑
m1=0

∞∑
m2=0

· · · · · ·
∞∑

mn=0

f(m1+m2+· · · · · ·+mn)
xm1
1

(m1)!
· · · xmn

n

(mn)!

=

∞∑
N=0

(x1 + x2 + · · · · · ·+ xn)
N

N !
(1.4)

The remaining possibilities lead to the ten generalized Appell’s type

functions of n-variable, which are as defined below subject to suitable

convergence conditions:

N1 (a1, a2, · · · an, b1, b2, · · · bn, c1, c2, · · · , cn; d, e1, e2, · · · , en;

x1, x2, · · · xn) =

∞∑
m1=0

∞∑
m2=0

· · · · · ·
∞∑

mn=0
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(a1)m1(a2)m2 · · · (an)mn(b1)m1(b2)m2 · · · (bn)mn(c1)m1(c2)m2 · · · (cn)mn

(d)m1+m2+···+mn(e1)m1(e2)m2 · · · (en)mn

× xm1
1

(m1)!
· · · · · · xmn

n

(mn)!
(1.5)

N2(a1, a2, · · · an, b1, b2, · · · bn, c1, c2, · · · , cn; d, e;x1, x2, · · · · · · xn)

=
∞∑

m1=0

∞∑
m2=0

· · · · · ·
∞∑

mn=0

(a1)m1(a2)m2 · · · (an)mn(b1)m1(b2)m2 · · · (bn)mn(c1)m1(c2)m2 · · · (cn)mn

(d)m1+m2+···+mn(e)m1+m2+···+mn

× xm1
1

(m1)!
· · · · · · xmn

n

(mn)!
(1.6)

N3(a, b1, b2, · · · bn, c1, c2, · · · , cn; d1, d2 · · · , dn, e1, e2, · · · , en;x1, x2,

· · · xn) =

∞∑
m1=0

∞∑
m2=0

· · · · · ·

∞∑
mn=0

(a)m1+m2+···+mn(b1)m1(b2)m2 · · · (bn)mn(c1)m1(c2)m2 · · · (cn)mn

(d1)m1(d2)m2 · · · (dn)mn(e1)m1(e2)m2 · · · (en)mn

× xm1
1

(m1)!
· · · · · · xmn

n

(mn)!
(1.7)

N4(a, b1, b2, · · · bn, c1, c2, · · · , cn; d, e1, e2, · · · , en;x1, x2, · · · xn)

=

∞∑
m1=0

∞∑
m2=0

· · · · · ·
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∞∑
mn=0

(a)m1+m2+···+mn(b1)m1(b2)m2 · · · (bn)mn(c1)m1(c2)m2 · · · (cn)mn

(d)m1+m2+···+mn(e1)m1(e2)m2 · · · (en)mn

× xm1
1

(m1)!
· · · · · · xmn

n

(mn)!
(1.8)

N5(a, b1, b2, · · · bn, c1, c2, · · · , cn; d, e;x1, x2, · · · xn) =

∞∑
m1=0

∞∑
m2=0

· · · · · ·

∞∑
mn=0

(a)m1+m2+···+mn(b1)m1(b2)m2 · · · (bn)mn(c1)m1(c2)m2 · · · (cn)mn

(d)m1+m2+···+mn(e)m1+m2+···+mn

× xm1
1

(m1)!
· · · · · · xmn

n

(mn)!
(1.9)

N6(a, b, c1, c2, · · · , cn; d1, d2 · · · dn, e1, e2, · · · , en;x1, x2, · · · xn)

=
∞∑

m1=0

∞∑
m2=0

· · · · · ·

∞∑
mn=0

(a)m1+m2+···+mn(b)m1+m2+···+mn(c1)m1(c2)m2 · · · (cn)mn

(d1)m1(d2)m2 · · · (dn)mn(e1)m1(e2)m2 · · · (en)mn

× xm1
1

(m1)!
· · · · · · xmn

n

(mn)!
(1.10)

N7(a, b, c1, c2, · · · , cn; d, e1, e2, · · · , en;x1, x2, · · · xn) =
∞∑

m1=0

∞∑
m2=0

· · · · · ·

∞∑
mn=0

(a)m1+m2+···+mn(b)m1+m2+···+mn(c1)m1(c2)m2 · · · (cn)mn

(d)m1+m2+···+mn(e1)m1(e2)m2 · · · (en)mn
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× xm1
1

(m1)!
· · · · · · xmn

n

(mn)!
(1.11)

N8(a, b, c1, c2, · · · , cn; d, e;x1, x2, · · · xn) =
∞∑

m1=0

∞∑
m2=0

· · · · · ·

∞∑
mn=0

(a)m1+m2+···+mn(b)m1+m2+···+mn(c1)m1(c2)m2 · · · (cn)mn

(d)m1+m2+···+mn(e)m1+m2+···+mn

× xm1
1

(m1)!
· · · · · · xmn

n

(mn)!
(1.12)

N9(a, b, c; d1, d2 · · · , dn, e1, e2, · · · , en;x1, x2, · · · xn) =

∞∑
m1=0

∞∑
m2=0

· · · · · ·

∞∑
mn=0

(a)m1+m2+···+mn(b)m1+m2+···+mn(c)m1+m2+···+mn

(d1)m1(d2)m2 · · · (dn)mn(e1)m1(e2)m2 · · · (en)mn

× xm1
1

(m1)!
· · · · · · xmn

n

(mn)!
(1.13)

N10(a, b, c; d, e1, e2, · · · , en;x1, x2, · · · xn) =
∞∑

m1=0

∞∑
m2=0

· · · · · ·
∞∑

mn=0

(a)m1+m2+···+mn(b)m1+m2+···+mn(c)m1+m2+···+mn

(d)m1+m2+···+mn(e1)m1(e2)m2 · · · (en)mn

× xm1
1

(m1)!
· · · xmn

n

(mn)!
(1.14)
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2. Symbolic Form

We introduce the inverse pairs of symbolic operators

∇(h) =
Γ(h)Γ(δ1 + δ2 + · · ·+ δn + h)

Γ (δ1 + h)Γ (δ2 + h) · · · Γ (δn + h)
(2.1)

∆(h) =
Γ (δ1 + h)Γ (δ2 + h) · · · Γ (δn + h)

Γ(h)Γ(δ1 + δ2 + · · ·+ δn + h)
(2.2)

where

δ1 = x1
∂

∂ x1
, δ2 = x2

∂

∂ x2
, · · · δn = xn

∂

∂ xn

then

∇(h) (h)m1(h)m2 · · · (h)mn xm1
1 xm2

2 · · · xmn
n = (h)m1+m2+··· mn xm1

1 xm2
2

· · · xmn
n and so , if (h)m1(h)m2 · · · (h)mn occurs in the numerator of

the coefficient of xm1
1 xm2

2 · · · xmn
n , it is changed into (h)m1+m2+··· mn by

the operator ∇(h). The operator ∆(h) effects a similar change in the

denominator. These symbolic forms were used by them to obtain a large

number of expansions of Appell’s functions in terms of each other, of

Appell’s functions in terms of the products of ordinary hypergeometric

functions, or vice versa.

In this section we have followed Burhnall and Chaundy’s method to

obtain the following factorizations of our newly defined functions Ni, i =

1, 2, 3, ...........10.

N1(a1, a2, · · · an, b1, b2, · · · bn, c1, c2, · · · , cn; d, e1, e2, · · · , en;x1, x2, · · ·

xn) = ∆(d) 3F2(a1, b1, c1; d, e1;x1)3F2(a2, b2, c2; d, e2;x2) · · · · · ·

3F2(an, bn, cn; d, en;xn) (2.3)
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N2(a1, a2, · · · an, b1, b2, · · · bn, c1, c2, · · · , cn; d, e;x1, x2, · · · xn)

= ∆(d) ∆(e) 3F2(a1, b1, c1; d, e;x1)3F2(a2, b2, c2; d, e;x2) · · · · · ·

3F2(an, bn, cn; d, e;xn) (2.4)

N3(a, b1, b2, · · · bn, c1, c2, · · · , cn; d1, d2 · · · , dn, e1, e2, · · · , en;x1, x2, · · ·

xn) = ∇(a) 3F2(a, b1, c1; d, e1;x1)3F2(a, b2, c2; d, e2;x2) · · · · · ·

3F2(a, bn, cn; d, en;xn) (2.5)

N4(a, b1, b2, · · · bn, c1, c2, · · · , cn; d, e1, e2, · · · , en;x1, x2, · · · xn)

= ∇(a)∆(d) 3F2(a, b1, c1; d, e1;x1)3F2(a, b2, c2; d, e2;x2) · · · · · ·

3F2(a, bn, cn; d, en;xn) (2.6)

N5(a, b1, b2, · · · bn, c1, c2, · · · , cn; d, e;x1, x2, · · · xn)

= ∇(a)∆(d)∆(e) 3F2(a, b1, c1; d, e;x1)3F2(a, b2, c2; d, e;x2) · · · · · ·

3F2(a, bn, cn; d, e;xn) (2.7)

N6(a, b, c1, c2, · · · , cn; d1, d2 · · · dn, e1, e2, · · · , en;x1, x2, · · · xn)

= ∇(a)∇(b) 3F2(a, b, c1; d1, e1;x1)3F2(a, b, c2; d2, e2;x2) · · · · · ·

3F2(a, b, cn; dn, en;xn) (2.8)
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N7(a, b, c1, c2, · · · , cn; d, e1, e2, · · · , en;x1, x2, · · · xn)

= ∇(a)∇(b)∆(d) 3F2(a, b, c1; d, e1;x1)3F2(a, b, c2; d, e2;x2) · · · · · ·

3F2(a, b, cn; d, en;xn) (2.9)

N8(a, b, c1, c2, · · · , cn; d, e;x1, x2, · · · xn)

= ∇(a)∇(b)∆(d)∆(e) 3F2(a, b, c1; d, e;x1)3F2(a, b, c2; d, e;x2) · · · · · ·

3F2(a, b, cn; d, e;xn) (2.10)

N9(a, b, c; d1, d2 · · · dn, e1, e2, · · · , en;x1, x2, · · · xn)

= ∇(a)∇(b)∇(c) 3F2(a, b, c; d, e1;x1)3F2(a, b, c; d, e2;x2) · · · · · ·

3F2(a, b, c; d, en;xn) (2.11)

N10(a, b, c; d, e1, e2, · · · , en;x1, x2, · · · xn)

= ∇(a)∇(b)∇(c)∆(d) 3F2(a, b, c; d, e1;x1)3F2(a, b, c; d, e2;x2) · · · · · ·

3F2(a, b, c; d, en;xn) (2.12)

N4

[
a, b1, b2 · · · , bn, c1, c2, · · · , cn;
d, e1, e2, · · · , en;

x1, x2, · · · , xn

]

= ∇(a) N1

[
a, a, · · · , a, b1, b2, · · · , bn, c1, c2, · · · , cn;
d, e1, e2, · · · , en;

x1, x2, · · · , xn

]

(2.13)
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N1

[
a, a, · · · , a, b1, b2, · · · , bn, c1, c2, · · · , cn;
d, e1, e2, · · · , en;

x1, x2, · · · , xn

]

= ∆(a) N4

[
a, b1, b2 · · · , bn, c1, c2, · · · , cn;
d, e1, e2, · · · , en;

x1, x2, · · · , xn

]

(2.14)

N5

[
a, b1, b2 · · · , bn, c1, c2, · · · , cn;
d, e;

x1, x2, · · · , xn

]

= ∇(a) N2

[
a, a, · · · , a, b1, b2, · · · , bn, c1, c2, · · · , cn;
d, e;

x1, x2, · · · , xn

]

(2.15)

N2

[
a, a, · · · , a, b1, b2, · · · , bn, c1, c2, · · · , cn;
d, e;

x1, x2, · · · , xn

]

= ∆(a)N5

[
a, b1, b2 · · · , bn, c1, c2, · · · , cn;
d, e;

x1, x2, · · · , xn

]

(2.16)

N4

[
a, b1, b2 · · · , bn, c1, c2, · · · , cn;
d, e1, e2, · · · , en;

x1, x2, · · · , xn

]

= ∆(d) N3

[
a, b1, b2, · · · , bn, c1, c2, · · · , cn;
d, d, · · · , d, e1, e2, · · · , en;

x1, x2, · · · , xn

]
(2.17)

N3

[
a, b1, b2, · · · , bn, c1, c2, · · · , cn;
d, d, · · · , d, e1, e2, · · · , en;

x1, x2, · · · , xn

]
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= ∇(d) N4

[
a, b1, b2 · · · , bn, c1, c2, · · · , cn;

d, e1, e2, · · · , en;
x1, x2, · · · , xn

]

(2.18)

3F2

[
a, b, c;

d, e;
x1 + x2 + · · ·+ xn

]

= ∇(c) N8

[
a, b, c, c, · · · , c;
d, e;

x1, x2, · · · , xn

]
(2.19)

3F2

[
a, b, c;

d, e;
x1 + x2 + · · ·+ xn

]

= ∆(e) N10

[
a, b, c;

d, e1, e2, · · · , en;
x1, x2, · · · , xn

]
(2.20)

3F2

[
a, b, c;

d, e;
x1 + x2 + · · ·+ xn

]

= ∇(c)∆(e) N7

[
a, b, c, c, · · · , c;
d, e, e, · · · , e; x1, x2, · · · , xn

]
(2.21)

N6

[
a, b, c1, c2, · · · , cn;
d1, d2, · · · , dn, e1, e2, · · · , en;

x1, x2, · · · , xn

]

= ∇(b)N3

[
a, b, b · · · , b, c1, c2, · · · , cn;
d1, d2, · · · , dn, e1, e2, · · · , en;

x1, x2, · · · , xn

]
(2.22)

N3

[
a, b, b, · · · , b, c1, c2, · · · , cn;
d1, d2, · · · , dn, e1, e2, · · · , en;

x1, x2, · · · , xn

]
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= ∆(b) N6

[
a, b, c1, c2, · · · , cn;
d, e1, e2, · · · , en;

x1, x2, · · · , xn

]
(2.23)

N7

[
a, b, c1, c2, · · · , cn;
d, e1, e2, · · · , en;

x1, x2, · · · , xn

]

= ∇(b) N4

[
a, b, b · · · , b, c1, c2, · · · , cn;
d, e1, e2, · · · , en;

x1, x2, · · · , xn

]
(2.24)

N4

[
a, b, b, · · · , b, c1, c2, · · · , cn;
d, e1, e2, · · · , en;

x1, x2, · · · , xn

]

= ∆(b) N7

[
a, b, c1, c2, · · · , cn;
d, e1, e2, · · · , en;

x1, x2, · · · , xn

]
(2.25)

N8

[
a, b, c1, c2, · · · , cn;
d, e;

x1, x2, · · · , xn

]

= ∇(b) N5

[
a, b, b · · · , b, c1, c2, · · · , cn;
d, e;

x1, x2, · · · , xn

]
(2.26)

N5

[
a, b, b, · · · , b, c1, c2, · · · , cn;
d, e;

x1, x2, · · · , xn

]

= ∆(b) N8

[
a, b, c1, c2, · · · , cn;
d, e;

x1, x2, · · · , xn

]
(2.27)

N9

[
a, b, c;

d1, d2, · · · , dn, e1, e2, · · · , en;
x1, x2, · · · , xn

]

= ∇(c) N6

[
a, b, c, c, · · · , c;

d1, d2, · · · , dn, e1, e2, · · · , en;
x1, x2, · · · , xn

]
(2.28)
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N6

[
a, b, b, · · · , b, c, c, · · · , c;
d1, d2, · · · , dn, e1, e2, · · · , en;

x1, x2, · · · , xn

]

= ∆(c) N9

[
a, b, c;

d1, d2, · · · , cn, e1, e2, · · · , en;
x1, x2, · · · , xn

]

(2.29)

N10

[
a, b, c;

d, e1, e2, · · · , en;
x1, x2, · · · , xn

]

= ∆(c) N7

[
a, b, c, c, · · · , c;
d, e1, e2, · · · , en;

x1, x2, · · · , xn

]
(2.30)

N7

[
a, b, c, c, · · · , c;
d, e1, e2, · · · , en;

x1, x2, · · · , xn

]

= ∆(c) N10

[
a, b, c;

d, e1, e2, · · · , en;
x1, x2, · · · , xn

]
(2.31)

3. Fractional Derivates

In 1971 Euiler extended the derivative formula

Dn
z {zλ} = λ(λ− 1)(λ− 2) · · · (λ− n+ 1)zλ−1

=
Γ (1 + λ)

Γ (1 + λ− n)
zλ−n(n = 0, 1, 2, 3 · · · · · · ) (3.1)

to the general form

Dµ
z {zλ} =

Γ (1 + λ)

Γ (1 + λ− µ)
zλ−µ (3.2)
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where µ is an arbitrary complex number.

Using (3.2) we give the following fractional derivative representations:

Dλ−µ
z

{
zλ−1

2F1

[
α1, β1;

γ1 ;
x1z

]
2F1

[
α2, β2;

γ2 ;
x2z

]
· · · · · ·

2F1

[
αn, βn;

γn ;
xnz

]}
=

Γ(λ)

Γ(µ)
zµ−1

N4(λ, α1, α2, · · · αn, β1, β2, · · · , βn;µ, γ1, γ2, · · · , γn;x1z, x2z, · · · xnz)

(3.3)

Db2−d2
y1

Db3−d3
y2

· · · Dbn−dn
yn−1

Dc2−e2
z1 Dc3−e3

z2 · · · Dcn−en
zn−1

×
{
yb2−1
1 yb3−1

2 · · · ybn−1
n−1 zc2−1

1 zc3−1
2 · · · zcn−1

n−1 (1− y1z1 − y2z2 · · · · · ·

yn−1zn−1)
−a× 3F2

[
a, b1, c1;

d1, e1 ;

x

(1−y1z1−y2z2······ yn−1zn−1)
x1z

]}

=
Γ(b2)··· Γ(bn)Γ(c2)··· Γ(cn)

Γ(d2)··· Γ(dn)Γ(e2)··· Γ(en)
yd2−1
1 yd3−1

2 · · · ydn−1
n−1 ze2−1

1 ze3−1
2 · · · zen−1

n−1

× N3 (a, b1, b2, · · · bn, c1, c2, · · · , cn; d1, d2 · · · , dn, e1, e2, · · · , en;

x, y1z1, y2z2, · · · yn−1zn−1) (3.4)

Dc1−e1
x1

Dc2−e2
x2

· · · Dcn−en
xn

{
xc1−1
1 xc2−1

2 · · · xcn−1
n

× F
(n)
A [a; b1, b2, · · · , bn; d1, d2, · · · , dn;x1, x2, · · · , xn]

}

=
Γ(c1)Γ(c2) · · · Γ(cn)

Γ(e1)Γ(e2) · · · Γ(en)
xe1−1
1 xe2−1

2 · · · xen−1
n × N3 (a, b1, b2, · · ·

bn, c1, c2, · · · , cn; d1, d2 · · · , dn, e1, e2, · · · , en;x1, x2, · · · xn) (3.5)
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Dc1−e1
x1

Dc2−e2
x2

· · · Dcn−en
xn

{
xc1−1
1 xc2−1

2 · · · xcn−1
n F

(n)
D [a; b1, b2, · · · , bn; d;x1, x2, · · · , xn]

}

=
Γ(c1)Γ(c2) · · · Γ(cn)

Γ(e1)Γ(e2) · · · Γ(en)
xe1−1
1 xe2−1

2 · · · xen−1
n

× N4(a, b1, b2, · · · bn, c1, c2, · · · , cn; d, e1, e2, · · · , en;x1, x2, · · · xn)

(3.6)

Dc1−e1
x1

Dc2−e2
x2

· · · Dcn−en
xn

{
xc1−1
1 xc2−1

2 · · · xcn−1
n

× F
(n)
B [a1, a2, · · · , an; b1, b2, · · · , bn; d;x1, x2, · · · , xn]

}

=
Γ(c1)Γ(c2) · · · Γ(cn)

Γ(e1)Γ(e2) · · · Γ(en)
xe1−1
1 xe2−1

2 · · · xen−1
n × N1 (a1, a2, · · · , an, b1,

b2, · · · bn, c1, c2, · · · , cn; d, e1, e2, · · · , en;x1, x2, · · · xn) (3.7)

Dc1−e1
x1

Dc2−e2
x2

· · · Dcn−en
xn

{
xc1−1
1 xc2−1

2 · · · xcn−1
n F

(n)
C [a; b; d1, d2, · · · , dn;x1, x2, · · · , xn]

}

=
Γ(c1)Γ(c2) · · · Γ(cn)

Γ(e1)Γ(e2) · · · Γ(en)
xe1−1
1 xe2−1

2 · · · xen−1
n × N6 (a, c1, c2, · · · cn,

c1, c2, · · · , cn; d1, d2 · · · , dn, e1, e2, · · · , en;x1, x2, · · · xn) (3.8)

Da−d
z

{
za−1F

(n)
A [b; c1, c2, · · · , cn; e1, e2, · · · , en;x1z, x2z, · · · , xnz]

}

=
Γ(a)

Γ(d)
zd−1 N7(a, b, c1, c2, · · · , cn; d, e1, e2 · · · , en;x1z, x2z, · · · xnz)

(3.9)
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Da−d
z

{
za−1F

(n)
D [b; c1, c2, · · · , cn; e;x1z, x2z, · · · , xnz]

}

=
Γ(a)

Γ(d)
zd−1 N8(a, b, c1, c2, · · · , cn; d, e;x1z, x2z, · · · xnz) (3.10)

Da−d
z

{
za−1F

(n)
B [b1, b2, · · · , bn; c1, c2, · · · , cn; e;x1z, x2z, · · · , xnz]

}

=
Γ(a)

Γ(d)
zd−1 N5(a, b1, b2, · · · , bn, c1, c2, · · · , cn; d, e;x1z, x2z, · · · xnz)

(3.11)

Da−d
z

{
za−1F

(n)
C [b; c; e1, e2, · · · , en;x1z, x2z, · · · , xnz]

}

=
Γ(a)

Γ(d)
zd−1 N7(a, b, c; d, e1, e2 · · · , en;x1z, x2z, · · · xnz) (3.12)

Da−d
z

{
za−1F

(n)
B [a1, a2, · · · , an, b1, b2, · · · , bn; c1, c2, · · · , cn;

d, e1, e2, · · · , en;x1z, x2z, · · · , xnz]} =
Γ(a)

Γ(d)
zd−1N1 (a,a2, · · · , an,

b1, b2, · · · , bn, c1, c2, · · · , cn; d, e1, e2 · · · , en;x1z, x2z, · · · xnz) (3.13)

Da−d1
z Dd1−d2

w1
Dd1−d3

w2
· · · Dd1−dn

wn−1

{
w1

d1−1w2
d1−1 · · · wn−1

d1−1za−1

× ∇(d1)F
(n)
C [b; c; e1, e2, · · · , en;x1z, w1x2z, w2x2z · · · , wn−1xnz]

}

=
Γ(a)

Γ(d1)Γ(d2) · · · Γ(dn)
zd1−1 N9 (a, b, c; d1, d2, · · · , dn, e1, e2 · · · , en;

x1z, w1x2z, · · · wn1xnz) (3.14)
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Da1−d
z Da2−a1

w1
Da3−a1

w2
· · · Dan−a1

wn

{
w1

a2−1w2
a3−1 · · · wn

an−1za1−1

× ∆(a1)F
(n)
D

[
b1, b2, · · · , bn, c1, c2, · · · , cn;
e;

x1z, w1x2z, · · · , wn−1xnz

]}

=
Γ(a)

Γ(d1)Γ(d2) · · · Γ(dn)
× zd1−1 N2 (a1, a2, · · · , an, b1, b2, · · · , bn,

c− 1, c2, · · · , cn; d, e;x1z, w1x2z, · · · wn−1xnz) (3.15)

4. Integral Representations

In the theory of Euilerian integrals, the elementary formulas

∫ 1

0

uα−1(1− u)β−1du =
Γ(α)Γ(β)

Γ(α+ β)
, Re(α) > 0, Re(β) > 0 (4.1)

∫ ∫
uα−1vβ−1(1−u−v)γ−1dudv =

Γ(α)Γ(β)Γ(γ)

Γ(α+ β + γ)

u ≥ 0, v ≥ 0, u+ v ≤ 1, Re(α) > 0, Re(β) > 0, Re(γ) > 0 (4.2)

and so,

∫ ∫
· · · · · ·

∫
uα1−1
1 uα2−1

2 · · · · · · uαn−1
n (1−u1 −u2 − · · · · · · −un)

β−1

du1du2 · · · dun =
Γ(α1)Γ(α2) · · · · · ·Γ(αn)Γ(β)

Γ(α1 + α2 + · · · αn + β)

u1 ≥ 0, u2 ≥ 0, · · · , un ≥ 0, u1 +u2 + · · ·+un ≤ 1,

Re(α1) > 0, Re(α2) > 0, · · · , Re(αn) > 0, Re(β) > 0 (4.3)
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Making use of (4.1) and (4.3) we give the following integral representa-

tions for

N1, N2, .............., N10

∫ ∫
· · · · · ·

∫
uc1−1
1 uc2−1

2 · · · · · · ucn−1
n

(1− u1 − u2 − · · · · · · − un)
d−c1−c2−··· −cn−1du1du2 · · · dun

× 2F1

[
a1, b1;

e1 ;
u1x1

]
2F1

[
a2, b2;

e2 ;
u2x2

]
· · · · · · 2F1

[
an, bn;

en ;
un xn

]

du1 du2 · · · dun =
Γ(c1)Γ(c2) · · · · · ·Γ(cn)Γ(d− c1 − c2 − · · · − cn)

Γ(d)

× N1 (a,a2, · · · , an, b1, b2, · · · , bn, c1, c2, · · · , cn; d, e1, e2 · · · , en;

x1, x2, · · · xn) (4.4)

u1 ≥ 0, u2 ≥ 0, · · · , un ≥ 0, u1 + u2 + · · ·+ un ≤ 1, Re(c1) > 0,

Re(c2) > 0, · · · , Re(cn) > 0, Re(d− c1 − c2 − · · · cn) > 0

Γ(c1)Γ(c2) · · · · · ·Γ(cn)
Γ(c1 + c2 + · · · + cn)

× N1 (a,a2, · · · , an, b1, b2, · · · , bn, c1, c2, · · · , cn;

c1 + c2 + · · · + cn, d1, d2 · · · , dn;x1, x2, · · · xn)

=

∫ 1

0

uc1−1(1−u)c2−1(1−u)c3−1 · · · · · · (1−u)cn−1× 2F1

[
a1, b1;

d1 ;
ux1

]

2F1

[
a2, b2;

d2 ;
(1− u)x2

]
· · · · · · 2F1

[
an, bn;

dn ;
(1− u) xn

]
du

(4.5)

Re(c1) > 0, Re(c2) > 0, · · · , Re(cn) > 0
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∫ ∫
· · · · · ·

∫
uc1−1
1 uc2−1

2 · · · · · · ucn−1
n

(1−u1 −u2 − · · · · · · −un)
d−c1−c2−··· −cn−1du1du2 · · · dun

× Fn
B

[
a1, a2, · · · an, b1, b2, · · · , bn;
e ;

u1 x1, u2x2 · · · , unxn

]

du1 du2 · · · dun =
Γ(c1)Γ(c2) · · · · · ·Γ(cn)Γ(d− c1 − c2 − · · · − cn)

Γ(d)

×N2(a,a2, · · · , an, b1, b2, · · · , bn, c1, c2, · · · , cn; d, e;x1, x2, · · · xn)

(4.6)

u1 ≥ 0, u2 ≥ 0, · · · , un ≥ 0, u1 + u2 + · · ·+ un ≤ 1, Re(c1) > 0,

Re(c2) > 0, · · · , Re(cn) > 0, Re(d− c1 − c2 − · · · cn) > 0

Γ(c1)Γ(c2) · · · · · ·Γ(cn)
Γ(c1 + c2 + · · · + cn)

× N2 (a,a2, · · · , an, b1, b2, · · · , bn, c1, c2, · · · , cn;

c1 + c2 + · · · + cn, d1, d2 · · · , dn;x1, x2, · · · xn)

=

∫ 1

0

uc1−1(1−u)c2−1(1−u)c3−1 · · · · · · (1−u)cn−1

× Fn
B

[
a1, a2, · · · an, b1, b2, · · · , bn;
d ;

u x1, (1− u)x2 · · · , (1− u)xn

]
du

(4.7)

Re(c1) > 0, Re(c2) > 0, · · · , Re(cn) > 0

Γ(b1)Γ(b2) · · ·Γ(bn)Γ(c1)Γ(c2) · · ·Γ(cn)Γ(d1 − b1)Γ(d2 − b2) · · ·Γ(dn − bn)

Γ(e1)Γ(e2) · · ·Γ(en)

× Γ(e1 − c1)Γ(c2 − e2) · · ·Γ(en − cn)

Γ(d1)Γ(d2) · · ·Γ(dn)
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N3

[
a, b1, b2, · · · , bn, c1, c2, · · · , cn;
d1, d2 · · · , dn, e1, e2, · · · , en ;

x1, x2 · · · , xn

]

=

∫ ∫
· · ·

∫
ub1−1
1 ub2−1

2 · · · ubn−1
n vc1−1

1 vc2−1
2 · · · · · · ven−1

n )

× (1− u1)d1−b1−1(1− u2)
d2−b2−1 · · · (1− un)

dn−bn−1

× (1− v1)e1−c1−1(1− v2)
e2−c2−1 · · · (1− vn)

en−cn−1

× (1−u1v1x1−u2v2x2−· · · · · ·−unvnxn)
−adv1dv2 · · · dvn du1du2 · · · dun

(4.8)

Re(d1) > Re(b1) > o,Re(d2) > Re(b2) > 0, · · · , Re(dn) > Re(bn) > 0,

Re(e1) > Re(e2) > 0, · · · , Re(en) > Re(cn) > 0

Γ(c1)Γ(c2) · · ·Γ(cn)Γ(d− c1 − c2 − · · · − cn)

Γ(d)

×N4

[
a, b1, b2, · · · , bn, c1, c2, · · · , cn;
d , e1, e2, · · · , en;

;x1, x2, · · · xn)

]

=

∫ ∫
· · · · · ·

∫
uc1−1
1 uc2−1

2 · · · · · · ucn−1
n

(1− u1 − u2 − · · · − un)
d−c1−c2−···−cn−1

× Fn
A

[
a, b1, b2, · · · , bn;
c1, c2, · · · , cn ;

u x1, ux2 · · · , uxn

]
du1 du2 · · · dun

(4.9)

u1 ≥ 0, u2 ≥ 0, · · · , un ≥ 0, u1 + u2 + · · ·+ un ≤ 1, Re(c1) > 0,

Re(c2) > 0, · · · , Re(cn) > 0, Re(d− c1 − c2 − · · · cn) > 0
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Γ(c1)Γ(c2) · · · · · ·Γ(cn)Γ(d− c1 − c2 − · · · − cn)

Γ(d)

× N5

[
a, b1, b2, · · · , bn, c1, c2, · · · , cn;
d , e;

;x1, x2, · · · xn)

]

=

∫ ∫
· · · · · ·

∫
uc1−1
1 uc2−1

2 · · · · · · ucn−1
n

(1− u1 − u2 − · · · − un)
d−c1−c2−···−cn−1

× Fn
D

[
a, b1, b2, · · · , bn;
e ;

u1 x1, u2x2 · · · , unxn

]
du1 du2 · · · dun

(4.10)

u1 ≥ 0, u2 ≥ 0, · · · , un ≥ 0, u1 + u2 + · · ·+ un ≤ 1, Re(c1) > 0,

Re(c2) > 0, · · · , Re(cn) > 0, Re(d− c1 − c2 − · · · cn) > 0

Γ(c1)Γ(c2) · · · · · ·Γ(cn)Γ(d1 − c1)Γ(d2 − c2) · · · · · ·Γ(dn − cn)

Γ(d1)Γ(d2) · · · · · ·Γ(dn)

× N6

[
a, b1, b2, · · · , bn, c1, c2, · · · , cn;
d1, d2, · · · , dn , e1, e2, · · · , en;

;x1, x2, · · · xn)

]

∫ 1

0

∫ 1

0

· · · · · ·
∫ 1

0

uc1−1
1 uc2−1

2 · · · · · · ucn−1
n (1− u1)

d1−c1−1

(1− u2)
d2−c2−1 · · · (1− un)

dn−cn−1

× Fn
C

[
a, b;

e1, e2, · · · , en ;
u1 x1, u2x2 · · · , unxn

]
du1 du2 · · · dun (4.11)

Re(d1) > Re(c1) > o,Re(d2) > Re(c2) > 0, · · · , Re(dn) > Re(cn) > 0

Γ(c1)Γ(c2) · · · · · ·Γ(cn)Γ(1− c1 − c2 − · · · − cn)

Γ(d)
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N7

[
a, b, c1, c2, · · · , cn;
d , e1, e2, · · · , en;

;x1, x2, · · · xn)

]

=

∫ ∫
· · · · · ·

∫
uc1−1
1 uc2−1

2 · · · · · · ucn−1
n

(1− u1 − u2 − · · · − un)
d−c1−c2−···−cn−1

× Fn
C

[
a, b;

e1, e2, · · · , en ;
u1 x1, u2x2 · · · , unxn

]
du1 du2 · · · dun (4.12)

u1 ≥ 0, u2 ≥ 0, · · · , un ≥ 0, u1 + u2 + · · ·+ un ≤ 1, Re(c1) > 0,

Re(c2) > 0, · · · , Re(cn) > 0, Re(d− c1 − c2 − · · · cn) > 0

Γ(c1)Γ(c2) · · · · · ·Γ(cn)Γ(d− c1 − c2 − · · · − cn)

Γ(d)

× N8

[
a, b, c1, c2, · · · , cn;
d , e;

;x1, x2, · · · xn)

]

=

∫ ∫
· · · · · ·

∫
uc1−1
1 uc2−1

2 · · · · · · ucn−1
n

(1− u1 − u2 − · · · − un)
d−c1−c2−···−cn−1

× 2F1

[
a, b;

e ;
u1 x1 + u2x2 + · · ·+ unxn

]
du1 du2 · · · dun

(4.13)

u1 ≥ 0, u2 ≥ 0, · · · , un ≥ 0, u1 + u2 + · · ·+ un ≤ 1, Re(c1) > 0,

Re(c2) > 0, · · · , Re(cn) > 0, Re(d− c1 − c2 − · · · cn) > 0

Pro Mathematica, 26, 51-52 (2012), 101-126 ISSN 1012-3938 123



Mumtaz Ahmad Khan and K. S. Nisar

Γ(c1)Γ(d− c2) · · · · · ·Γ(d− cn)

Γ(d)

× N10

[
a, b, c1;

d , e1, e2, · · · , en;
;x1, x2, · · · xn)

]

=

∫ 1

0

uc1−1(1−u)d−c1−1Fn
C

[
a, b;

e1, e2, · · · , en ;
u1 x1, u2x2 · · · , unxn

]
du

(4.14)

Re(d) > Re(c1) > 0
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Resumen

El presente art́ıculo introduce 10 tipo de funciones generalizadas tipo

Appell Ni, 1 ≤ i ≤ 10, considerando el producto de n funciones 3F2. El

art́ıculo contiene representaciones por derivadas fraccionales, representa-

ciones integrales y formas simbólicas similares a aquellas obtenidas por

J. L. Burchnall y T. W. Chaundy para las cuatro funciones de Appell,

han sido obtenidas para estas nuevas funciones N1, N2....... N10. Los

resultados parecen ser nuevos.
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