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1. Introducción

El estudio de los campos logaŕıtmicos fue iniciado por Deligne [1],

él estudió estos campos a lo largo de uniones de subvariedades regulares

dos a dos transversales. Posteriormente, Saito [7] generalizó el trabajo

de Deligne estudiando los campos logaŕıtmicos a lo largo de hipersuper-

ficies anaĺıticas. Ambos fueron motivados a estudiar estos campos para

aplicarlos a la Teoŕıa de Deformaciones de Singularidades de espacios

anaĺıticos. En cambio, el interés de Paul [6] para estudiar los campos

logaŕıtmicos a lo largo de una curva anaĺıtica casihomogenea fue el de

clasificar anaĺıticamente las foliaciones holomorfas con una separatriz ca-

sihomogenea. Nuestro estudio, sin embargo es más cercano al realizado

por Walcher [9], él se interesó en estudiar los campos logaŕıtmicos como

una herramienta para determinar los campos polinomiales tangentes a

una curva fija.

2. Preliminares

Una curva algebraica C son los ceros de algún polinomio F ∈
C[X,Y ] no constante, esto es

C : F (X,Y ) = 0

donde (X,Y ) son coordenadas afines. Evidentemente, los ceros de λF ,

λ ∈ C∗ determinan también C, por eso es que se identifica C con (F ) =

{αF/α ∈ C∗}. El conjunto singular de la curva C esta definida por los

ceros de las derivadas parciales de F .

SingC =

{
p ∈ C2 :

∂F

∂X
(p) =

∂F

∂Y
(p) = 0

}

Un campo vectorial polinomial V en coordenadas afines (X,Y )

se expresa

V = P
∂

∂X
+Q

∂

∂Y
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donde P,Q ∈ C[X,Y ]. En conjunto de todos los campos polinomiales

algebraico en el plano complejo lo representaremos por DerC[X,Y ].

Como el espacio tangente a C en un punto p esta formada por

vectores (u, v) ∈ C2 que satisfacen la ecuación.

TpC :
∂F

∂X
(p) · u+

∂F

∂Y
(p) · v = 0,

para todo p ∈ C. Luego, si C es invariante por un campo vectorial V

tenemos que el polinomio

∂F

∂X
· P +

∂F

∂Y
·Q

se anula en la curva C : F (X,Y ) = 0, por el Teorema de los ceros de

Hilbert [2] se tiene
∂F

∂X
· P +

∂F

∂Y
·Q = RF (2.1)

para algún polinomio R, considerando que F sea reducida.

El ideal jacobiano J(F ) del polinomio F es el ideal del anillo

C[X,Y ] generado por los polinomios ∂F
∂X y ∂F

∂Y . El espacio de los polino-

mios R en la relación (2.1) es el ideal cociente de ideal jacobiano J(F )

por ideal generado por F esto es

(J(F ) : (F ))1

Definición 1. El espacio de los campos tangentes a una curva C :

F (X,Y ) = 0 definida por el polinomio irreducible F es un C[X,Y ]-

módulo

Der(logC) = {V : C es invariante por el campo vectorial V }

Un elemento de este módulo es llamado campo vectorial logaŕıtmico

a lo largo de C

1Si I y J son ideales de un anillo A definimos el ideal cociente de I por J como el

ideal (I : J) = {a ∈ A/aJ ⊂ I}
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Evidentemente los ideales están relacionados por las inclusiones

J(F ) ⊆ (J(F ) : F ) ⊂ C[X,Y ]

El caso extremo cuando las inclusiones extremas coinciden, se caracteriza

en la siguiente

Proposición 1. Si C : F (X,Y ) = 0 es una curva algebraica definido

por la ecuación reducida F . Si J(F ) = C[X,Y ] entonces Der(logC) como

C[X,Y ]-módulo esta generado por los campos vectoriales V0 y V1 que

satisfacen la propiedad

V0(F ) = 1 y V1(F ) = 0.

Prueba: La hipótesis J(F ) = C[X,Y ] implica que existe un campo

vectorial V0 tal que

V0(F ) = 1

Luego, como V deja invariante F = 0 se tiene V (F ) = RF luego

V (F ) = RF = RF · V0(F )

esto es

(V −RFV0)(F ) = 0 (2.2)

Por lo tanto, el problema se reduce a probar que hallar los campos V

tales que V (F ) = 0. Para ello consideremos

σ = mcd

(
∂F

∂X
,
∂F

∂Y

)
,
∂F

∂X
= σψ1 y

∂F

∂Y
= σψ2

como

0 = V (F ) =
∂F

∂X
P +

∂F

∂Y
Q

= σψ1P + σψ2Q

tenemos ψ1 divide Q y ψ2 divide P entonces V = SV1 donde

V1 = −ψ2
∂

∂X
+ ψ1

∂

∂Y
(2.3)
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Por lo tanto de (2.2) y (2.3) tenemos

Der(logC) = C[X,Y ]V0 + C[X,Y ]V1.

�
Desde ahora en adelante podemos asumir

J(F ) ̸= C[X,Y ]

Con la finalidad de determinar los campos logaŕıtmicos en una situación

general utilizaremos la Descomposición Primaria

3. Descomposición Primaria

Es bien conocido del Teorema Fundamental de la Aritmética, pro-

bado por Gauss [3] que todo número entero se puede expresar como un

producto finito de los números primos, esto es todo número primo n ∈ Z,
diferente de cero y una unidad (esto es, u = ±1), se puede expresar de

modo único a menos de orden como

n = upr11 . . . prkk (3.1)

donde u es una unidad en Z, los ri, i = 1, . . . k son enteros positivos o

cero y los pi, i = 1, . . . , k son primos dos a dos distintos. Un dominio

de integridad en la que todo elemento diferente de cero y de una unidad

se pueda escribir como un producto de una unidad y un número finitos

de primos, es llamado dominio de factorización única. Ejemplos de estos

anillos son los enteros y el anillo de los polinomios, en una y varias

variables. Sin embargo, hay dominios de integridad que no cumplen con

las propiedades exigidas para que el dominio sea de factorización única.

Por ejemplo, en el dominio

Z[
√
−5] = {m+ n

√
−5 : m,n ∈ Z}

tenemos 6 = (1+
√
−5)(1−

√
−5) = 2,3, es decir dos expresiones distintas

para 6. Otro ejemplo es el anillo de coordenadas

C[S] =
C[X,Y, Z]

(Z2 −XY )
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de la superficie algebraica S : Z2 = XY , si denotamos por p ∈ C[S]
minúscula la clase del polinomio P ∈ C[X,Y, Z] mayúscula, tenemos

dos expresiones para z2 = z.z = xy para un mismo elemento del anillo

C[S].

Volviendo al dominio de factorización única de los enteros Z, de la

expresión (3.1) se deduce

(a) = (p1)
r1 ∩ . . . (pk)

rk . (3.2)

En los cocientes Z
(pj)

rj de Z por los ideales (pj)
rj todos los divisores de

cero son nilpotentes. Los ideales que satisfacen esta propiedad su cociente

son llamados primarios.

Veremos en esta sección que hay una amplia clases de anillos, in-

cluido los dominios de factorización única, en las cuales todo ideal admite

una descomposición de ideales primarios como (3.2).

Definición 2. Un ideal q de un anillo A es llamado primario si para

cualquier dos elementos a, b ∈ A tal que a.b ∈ q y a /∈ q se tiene bn ∈ q

para algún n ∈ N .

Que un ideal q sea primario equivale a decir que en A
q todo divisor

de cero sea nilpotente.

Observación 1. El radical de un ideal primario es un ideal primo. En

efecto, sea q primario y p =
√
q el radical del ideal q. Si a, b ∈ A tal que

ab ∈ p y a /∈ p entonces anbn ∈ q para algún n. Como an /∈ q se tiene

que algunas potencias de bn están en q luego n
√
q = p.

Definición 3. Un ideal de ideal primario q, tal que su radical es el ideal

primo p =
√
q, es llamado ideal p-primario. Si fuera este el caso, se

suele decir que p es el ideal primo asociado a q.

Proposición 2. Si m es un ideal maximal de un anillo A. Los ideales

m-primarios de A son los ideales del radical m.
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Prueba: Sea I un ideal del anillo A tal que
√
I = m. Luego para

todo ideal primo p tal que I ⊂ p se tiene que m =
√
I ⊂ √

p por la

maximalidad de m y por ser p primo tenemos n =
√
p = p. Luego, de

la correspondencia biunivoca entre los ideales que forman del espectro

Spec(A) 2 de A que contienen el ideal I y el espectro de Spec(AI )

{J ∈ Spec(A) : I ⊂ J} → Spec(AI )

J �→ J
I

Por lo tanto Spec(AI ) = {m
I }. Luego todo elemento de a ∈ A

I o es inver-

tible o no lo es, si no lo fuera tenemos que a ∈ m
I =

√
I
I luego existe un

entero positivo n tal que an ∈ I. En resumen, hemos probado que todo

elemento de A
I o es invertible o es nilpotente, por lo tanto el ideal I es

m-primario. �

Observación 2. De la proposición se deduce que todo potencia mn del

ideal maximal m es m-primario.

Para una interpretación geométrica de los ideales primarios usare-

mos que todo ideal de un anillo noetheriano contiene una potencia de

su ideal radical. Para probar esta afirmación considere un ideal I en un

anillo noetheriano, luego
√
I = (b1, . . . , br) por lo que existira un núme-

ro natural nj tal que bnj ∈ I para todo j. Sean n = n1 + . . . + nr y

sea x1. . . . .xr ∈ (
√
I)n, donde xi ∈

√
I y como tal cada uno de ellos se

representará como xi = xi1b1 + · · ·+ xirbr. El producto

x1. . . . .xr = (x11b1 + · · ·+ x1rbr). . . . .(xr1b1 + · · ·+ xrrbr)

tiene nr = rn1+. . .+rnr términos, aśı cada término tiene a bni
i ∈ I como

factor, es decir x1 . . . xn ∈ I. Por lo tanto hemos probado (
√
I)n ⊂ I.

Observación 3 (Interpretación geométrica de los ideales primarios).

Considere el anillo A = C[X1, . . . , Xn] y m un ideal maximal del anillo

A, por el Teorema de los ceros de Hilbert m = (X1 − a1, . . . , Xn − an)

2El espectro de un anillo A es el conjunto de los ideales primos de este anillo

Spec(A) = {J ⊂ A : J es ideal primo de A}
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corresponde a un punto a = (a1, . . . , an) del espacio complejo Cn. Por

tanto
A

mr
= C[X1 − a1, . . . , Xn − an]<r

3.

Luego, si consideramos un ideal m-primario q, es decir
√
q = m luego

de la observación anterior existe un r tal que mr = (
√
q)r ⊂ q y por la

correspondencia biunivoca

{J ideal de A : mr ⊂ J)} → {J ′ : J ′ ideal de A
mr }

J �→ J
I = π(J)

donde π : A → A
mr es el homomorfismo canónico. Al ideal m-primario q le

corresponde el ideal π(q) ideal del cociente A
mr , aśı π(q) es un subespacio

de dimensión finita de C[X1 − a1, . . . , Xn − an]<r. La base estandar de

este espacio es B = {(X − a)α : |α| < r}, donde α = (α1, . . . , αn) ∈ Nn,

(X−a)α = (X1−a1)
α1 . . . . .(Xn−an)

αn y |α| = α1+. . .+αn. La base dual

de este espacio esta formada por las formas lineales B∗ = {Tβ : |β| < r},
donde los Tβ estan definidas por la relación Tβ((X−a)α) = δα,β , esto es

Tβ =
∂|β|

∂Xβ
=

∂|β|

∂Xβ1

1 . . . . .∂Xβn
n

Como π(q) = {f = π(f) : f ∈ q} es un subespacio vectorial del espacio

C[X1, . . . , Xn]<r, este subespacio esta definido por un sistema C-lineal
∑
|β|<r

ci,αTβ(f) = 0, 1 ≤ i ≤ s

Si f(X) =
∑

|β| bβX
β =

∑
|β| bβ((X − a) + a)β . Luego,

Tβ(f) =
∂|β|(f)

∂Xβ1

1 . . . . .∂Xβn
n

(a1, . . . , an)

3C[X1 − a1, . . . , Xn − an]<r es el espacio de los polinomios de grado menor que r

en las variables X1 − a1, . . . , Xn − an
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Finalmente, tenemos q esta dado por las relaciones

∑
|β|<r

ci,α
∂|β|(f)

∂Xβ1

1 . . . . .∂Xβn
n

(a1, . . . , an) = 0, 1 ≤ i ≤ s

Esto es, para que un polinomio este en un ideal m-primario no basta que

el polinomio se anule en el punto a sino el tiene que anularse hasta cierto

orden en las direcciones determinadas por el ideal primario. Veamos un

ejemplo.

Ejemplo 1. Considere el ideal maximal m = (X,Y ) de C[X,Y ] asociado

al origen del plano complejo. El ideal q = (X2, Y ) evidentemente es

un ideal m-primario. Veamos que los ideales primarios esconden más

información de sus elementos que solo anularse en el origen. Considere

un polinomio f ∈ q

f(X,Y ) = c00 + c10X + c01Y + c20X
2 + c11XY + c02XY 2 + · · · .

Observe que f modulo el ideal q esta deteminado solo por c00 = f(0, 0)

y c10 = ∂f
∂X (0). Esto significa que q revela el valor de f en el origen y la

primera derivada en la dirección en la del eje X.

Otro ideal que es m-primario es el ideal q = (X2, XY, Y 2), si proce-

demos análogamente al caso anterior, este dará el valor de los polinomios

de f en el origen y la derivada de f en cualquier dirección.

Lema 1. Sea I un ideal del anillo A y a ∈ A tal que (I : a) = (I : a2).

Entonces (I : a) ∩ (I, a) = I.

Prueba: Evidentemente I ⊂ (I : a) ∩ (I, a). Rećıprocamente, dado b ∈
(I : a) ∩ (I, a) entonces

b = x+ ya, donde x ∈ I, y ∈ A

Por otro lado como b ∈ (I : a) se tiene

I ∋ ab = xa+ ya2
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Por lo tanto, ya2 ∈ I y aśı y ∈ (I : a2) = (I : a). Por consiguiente ya ∈ I.

Finalmente b ∈ I. �
Ahora estamos en condiciones de probar el Teorema de la descom-

posición primaria, probado por Lasker [4] para el anillo de los polinomios

y luego generalizado por Noether [5] para anillos noetherianos.4

Teorema 1 (Descomposición Primaria). Sea A un anillo noetheriano,

I � A es un ideal. Entonces existe un número finito de ideales primarios

q1, . . . , qr ∈ A

I = q1 ∩ . . . ∩ qr.

Prueba: Suponga lo contrario. Entonces la familia A de ideales que no

son intersección de un número finito de ideales primarios. Supongamos

que esta familia no es vaćıa. Como el anillo A es noetheriano A tiene

un elemento maximal respecto a la inclusión. Sea I un ideal maximal de

esta familia. En particular I no es primario. Por consiguiente, existen a

y b ∈ A tales que ab ∈ I, a /∈ I y bn /∈ I para todo n. Luego tenemos

una cadena de ideales

(I : b) ⊂ (I : b2) ⊂ . . .

Dado que A es noetheriano, existe n tales que

(I : bn) = (I : bn+1) = . . . = (I : b2n)

Luego del Lema 1 se tiene I = (I : bn) ∩ (I, bn). Puesto que bn /∈ I,

tenemos I � (I, bn). Mas aun como a /∈ I y abn ∈ I tenemos I � (I : bn).

Como I es maximal en A tenemos que ambos (I : bn), (I, bn) /∈ A.

Por consiguiente ambos son intersección finita de ideales primarios. Pero

como I = (I : bn) ∩ (I, bn) se sigue que I es intersección de un número

finito de ideales primarios lo cual es un absurdo. �

4Una anillo es noetheriano si toda cadena creciente de ideales es finita
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4. Campos Logaŕıtmicos

De la Prosición 1 podemos asumir J(F ) ̸= C[X,Y ]. Por el Teore-

ma de la Descomposición Primaria de Lasker-Noether

J(F ) = q1 ∩ . . . ∩ qs

donde qi son los ideales primarios y asociados a ideales primos pi,

1 ≤ i ≤ s,
√
qi = pi. En particular

J(F ) ⊂ pi, para todo i = 1, . . . , s (4.1)

También tenemos

(J(F ) : (F )) = (q1 : (F )) ∩ . . . ∩ (qs : (F ))

Es bien conocido que todo ideal pi primo en C[X,Y ] es generado por un

polinomio irreducible π, o es maximal y determinado por un punto a del

plano complejo C2.

Lema 2. Si pi = (π) para algún polinomio π, entonces (qi : (F )) = qi

Prueba: La hipótesis implica que qi = (πs) para algún s ≥ 1. Asuma

que

ψ ∈ (qi : (F ))− qi

Por lo tanto, πs no divide ψ mientras que πs|ψF luego π|F . Por otro

lado de (4.1) se desprende que π| ∂F∂X , π|∂F∂F . Esto es imposible puesto que

π es un factor irreducible de F . �

Lema 3. Suponga que pi corresponde a un punto a ∈ C. Entonces

a)
(qi : (F ))

qi
es un espacio vectorial complejo de dimensión finita.

b) (qi : (F )) ̸= qi si, y solo si, a ∈ SingC, donde C : F = 0.
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Prueba:

a) Como los ceros del ideal pki , para todo k, es siempre el punto a

entonces el espacio vectorial C[X,Y ]

pk
i

es de dimensión finita para todo

k. Como estamos trabajando con anillos noetheriano de
√
qi = pi

existe un número entero positivo k tal que pki ⊂ qi. Luego de

(qi : (f)) ⊂ C[X,Y ] se tiene

(qi : (f))

qi
⊂ (qi : (f))

pki
⊂ C[X,Y ]

pki

b) Asuma que ψ ∈ (qi : (F )) − qi entonces ψF ∈ qi y ψ /∈ qi, como

qi es primario se tiene que Fm ∈ qi, para algún m. Aśı Fm ∈ pi y

F (a) = 0. De (4.1) se tiene que

∂F

∂X
(a) =

∂F

∂Y
(a) = 05

Por lo tanto a ∈ SingC.

Rećıprocamente, supongamos a ∈ SingC, en particular F (a) = 0,

luego F ∈ pi aśı existe m ≥ 1 tal que Fm ∈ qi y sea m el más

pequeño con esta propiedad, aśı ψ = Fm− 1 ∈ (qi : (f))− qi.

�

Proposición 3. a) La dimensión d del espacio C-vectorial

(J(F ) : (F ))

J(F )

es finito.

b) La curva C : F = 0 es regular si, y solo si, d = 0. En este caso,

V (F ) = RF si y solo si V = ρV1 + FV ′, donde V ′ es un campo

arbitrario y V1 es el campo definido en la proposición 1.

5Sing(C) =

(
∂F

∂X
= 0

)
∩
(
∂F

∂Y
= 0

)
∩ (F = 0)
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c) En el caso d ≥ 1, sea S1 . . . Sd ∈ C[X,Y ] tal que

S1 + J(F ), . . . , Sd + J(F )

forman una base del espacio vectorial dada en a) . Si V ′
j son campos

vectoriales polinomiales tal que V ′
j (F ) = SjF, 1 ≤ j ≤ d. Entonces

V (F ) = RF para algún polinomio R si, y solo si,

V = SV1 +
∑

αjV
′
j + F V ′

donde V ′ es un campo verctorial y V1 es como en la proposición 1

Prueba: a) Apliquemos el Teorema de la Descomposición Primaria al

ideal jacobiano J(F )

J(F ) = q1 ∩ . . . ∩ qs

Consideremos el homomorfismo

(J(F ) : (F )) = (q1 : (F )) ∩ . . . ∩ (qs : (F ))→ (q1 : (F ))

q1
⊕ . . .⊕ (qs : (F ))

qs
ψ �→ (ψ + q1, . . . , ψ + qs)

el kernel de este homomorfismo es igual q1 ∩ . . . ∩ qs y aśı

(J(F ) : (F ))

J(F )
≃

⊕
j

(qj : (F ))

qj

b) De los lemas anteriores F es regular equivale a (qi : (F )) = qi, para

todo i y aśı d = 0. En este caso (J(F ) : (F )) = J(F ). Luego, V (F ) = RF

equivale a R ∈ J(F ), aśı R =
∂F

∂X
P +

∂F

∂Y
Q = V ′(F ), donde

V ′ = P
∂

∂X
+Q

∂

∂Y
. Hasta aqúı tenemos

(V − FV ′)(F ) = 0

De la proposición 1 se tiene V − FV ′ = SV1 para algún polinomio S.

c) Como V (F ) = RF tenemos que R ∈ (J(F ) : F ) Luego existen αj ∈ C
tal que

R+ J(F ) =
d∑

i=1

αi(Si + J(F )) =

(
d∑

i=1

αiSi

)
+ J(F )
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Entonces existe un campo V ′ tal que R −
∑d

i=1 αi.Si = V ′(F ) ∈ J(F ).

Luego, multiplicando por F de las hipótesis tenemos

(V −
d∑

i=1

αiV
′
i − FV ′)(F ) = 0.

Por lo tanto de la proposición 1 se desprende la expresión

V =

d∑
i=1

αiVi + FV ′ + SV1

donde S es un polinomio. �

Teorema 2. Sea C : F = 0 una curva algebraica dada por su ecuación

reducida. Entonces

Der(logC) = C[X,Y ]V1 +
d∑

i=1

C.V ′
i + F.DerC[X,Y].

Prueba: Del item c) de la proposición 3 se tiene que el C[X,Y ]-módulo

Der(logC) esta contenida en la suma espacios del enunciado del teorema.

Por otro lado, si a cualquier campo perteneciente a esta suma de espacios

le aplicamos a F obtendremos como resultado un multiplo de F , es decir

la suma de espacios esta contenida en Der(logC). �
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We describe the space of polynomial fields tangent to a given an algebraic
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