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Resumen

Dado el problema de valor inicial para un sistema de dos
ecuaciones de Benjamin-Bona-Mahony (BBM) acopladas a
través de los términos dispersivos y no lineales, se demuestra
que esta bien colocado localmente y globalmente en los
espacios H® x H® con s > 0.
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1. Introduccion

Consideremos el problema de valor inicial para el sistema acoplado
de ecuaciones de Benjamin-Bona-Mahony (BBM)

{ Ou — 0%0u — ad?0yv + bOyu + udypu + avdyv + B0, (uv) =0 1)

0w — 02010 — ad?0pu + bO,v + audyu + v9,v + B0, (uv) = 0

en donde v = u(x,t) y v = (z,t) son funciones reales de las variables
x € Ryt € [0,+00. En el sistema (1) a y b son constantes reales en el
intervalo [0, 1] a la vez que a y 8 son numeros reales positivos.

El sistema (1) aparece como una alternativa al sistema presentado
por Gear y Grimshaw

{ Opu + O2u + ad3v + bOyu + udpu + avdyv + B0, (uv) =0 @)

Opv + 930 + ad3u + bOv + audyu + vdv + B, (uv) =0

el cual tiene la estructura de un par de ecuaciones del tipo Korteweg-de
Vries acoplado a través de los efectos dispersivos y no lineales, y modela
la interaccion entre dos ondas solitarias que se propagan en una direccién
a lo largo de interfases separadas verticalmente en un fluido estratifica-
do y cuyas velocidades de fase difieren en una cantidad relativamente
pequena.

La buena formulacion del problema de valor inicial asociado con el
sistema (2) con condiciones iniciales

w(,0)=¢1(x) vy v(z,0) =g () 3)

ha sido estudiado por diferentes métodos. Asi, Bona, Ponce, Saut y Tom
[6] usaron la teorfa cuasi lineal de Kato [11] y la teorfa desarrollada por
Kenig, Ponce y Vega [12] para demostrar que el problema (2) — (3) es
globalmente bien formulado en H® x H® para cualquier s > 1 siempre
que |a] < 1. Después Linares y Panthee [15] estudiaron este problema
en los espacios X, utilizados por Bourgain para tratar con las ecua-
ciones dispersivas no lineales y usando el estimado bilineal establecido
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por Kenig, Ponce y Vega [13] probaron la buena formulacién local en
H*® x H®, s > —3/4. También usando la idea de Bourgain probaron que
el resultado local es 6ptimo demostrando que la aplicacién flujo no es
C? en el origen para datos iniciales en H® x H® s < —3/4. Ademas,
derivaron una cantidad casi conservada y la usaron para implementar el
método-I de Colliander, Keel, Staffilani, Takaoka y Tao [10] para demos-
trar que la solucién local se puede extender a una solucién global para
datos iniciales en H® x H® para todo s > —3/10.

En este trabajo estudiamos la buena formulacién global del proble-
ma de valor inicial asociado con el sistema (1) con condiciones iniciales
(3). Demostraremos los siguientes teoremas.

Teorema 1. Para cualquier (E € H* x H*, s > 0, existe un T =
T (H&H > > 0 y una solucidon dnica © € C([-T,T]: H® x H®)
HsxHs

del problema de valor inicial (1) — (8). Ademds, para R > 0, sean Br la
bola de radio R centrada en el origen de H® x H®* y T =T (R) > 0 un
tiempo de existencia uniforme para el problema de wvalor inicial (1) — (9)
con (b € Bgr. Entonces la correspondencia d) — U que asocia a 5 la so-
lucion U del problema de wvalor inicial con condicidn inicial (;5 es una
aplicacion real analitica de Br hacia C ([-T,T] : H® x H®).

Teorema 2. FEn el teorema 1, el valor de T puede tomarse arbitraria-
mente grande y por lo tanto el problema de valor inicial (1) — (3) es
globalmente bien formulado en H® x H® para cualquier s > 0.

Para terminar esta breve introduccién, es oportuno enunciar un re-
sultado de mala formulacion el cual muestra la fortaleza de los teoremas
1y 2.

Teorema 3. Para cualquier s < 0 y T > 0 la aplicacion (E € H°xXH® —
w € C([-T,T): H® x H®) establecida en el teorema 1 no es de clases
Cc?.

Este resultado sugiere que no se puede esperar obtener a través de
argumentos de iteracién soluciones locales del problema (1) — (3) para

Pro Mathematica, 26, 51-52 (2012), 143-158, ISSN 1012-3938 145



Juan Montealegre Scott

datos iniciales en H® x H?® si s < 0. El teorema se obtiene siguiendo las
ideas de [16] y sera demostrado en un articulo posterior.

2. El Problema Lineal

En esta seccién estudiamos el problema de valor inicial lineal
determinado por el problema (1) — (3), el cual tiene la forma vectorial

0

{ My + bd, (ﬁ @

i(z,0) = ¢ ()

donde

T > [ ¢ . (1 a
u<v> ¢<¢2>, M =1—09%A, A(a 1) (5)

Es facil ver que para cualquier s > 0 el operador lineal M : H® X
H® — H 2 x H*"2 es biyectivoy M~1: H572 x H*=2 — H* x H*® se
define por

M1y = (Ml_l’Ul —|—M2_1’U2,M1_11}2 + M2_1111)
para todo ¥ = (vy,v2) € H*"2x H*~2 en donde M{lv &) =m; ()D€
para j = 1,2, con

_ 1+ ¢ _
1 1

m = m = —
CO= e aa Y MO
Ademss, los operadores lineales =M 10, : H® x H® — H*t! x H**!
son disipativos maximales en H® x H?®.

. S
(1+€2) — a2¢t’

De este modo se obtiene el resultado principal de esta seccion.

Teorema 4. El operador —bM ~10, genera un semigrupo de contraccio-
nes {W (t)},~o sobre H* x H®, s > 0, que se extiende a un grupo de
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operadores unitarios sobre H® x H?® y cualquiera sea q; € H° x H° la
funcion
W()é:R— H®x H®

es la solucidn unica del problema de valor inicial (4). Ademds,

1 ( (El (t) + E2 (t)) U+ (El (t) - E2 (t)> v ) , (6)

WOT=3\ (B (1) - B2 () u+ (1 () + B2 (1) 0

para todo @ = (u,v) € H® x H®, en donde Ej (t) son los multiplicadores

de Fourier definidos por

E/t\u =07 on A; = b .
URG © 0= e e

(7)

Demostracion. La primera afirmacion y la segunda son consecuencias
del Teorema de Hille-Yosida-Phillips [9, teorema 3.4.4] porque £M ~19,
son operadores disipativos maximales en H® x H?®. Finalmente, para
demostrar (6), se toma la transformada de Fourier en la variable espacial
a las ecuaciones y los datos iniciales del problema lineal (4), se resuelve
el problema de valor inicial que resulta y se concluye por [9, teorema
3.1.1]. O

3. Estimado Bilineal

El objetivo de esta seccién es probar los estimados bilineales que
permitiran demostrar el teorema 1.

Proposiciéon 5. Sean u,v € H*, s > 0. Entonces

M7 00 (o) || . S Nlull -

Oll e - (8)
[M51 0 ()| o < C llull e [l0ll - - 9)
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Demostracion. Por un argumento de polarizacién, para demostrar (8)
serd suficiente probar que

2 s/2 ,1
JI L e i
R2 (1+62) 5/2 1+|€ 9|)

< Cllullgz ol 2 l[wll L2 - (10)

Escribiendo wy (&) = m{' (&)@ (€) y definiendo uy (z) = @ (—x), en-
(1+¢2)°? < 1 vali S
(1+92)5/2(1+\£*9|2)S/2 < 1 valida para s > 0, un
cambio de variables, la desigualdad de Cauchy-Schwartz, el teorema de

Plancherel y la desigualdad de Young implican

1 2 —1
// 1+6)" mp @ 720 (0)T (£ —0) @ (&) dsdo
R2 1+025/2 1+|£ 9|)

tonces la desigualdad

< lug * w2 0] 2

<l g2 lwall g l[oll 22 -

Pero [lual| e = l[ull o, lwillpr < [Jmi | 2 1wl e v [Jmi ]| . < € < oo
Asi queda demostrada la desigualdad (10). La demostracién de (9) es
similar. O

4. Demostracion del Teorema 1
Si @ = (u,v) es solucién del problema (1) — (3), entonces

w(t) =W (t) (E(x) —/0 W (t—71)M10,F (i (r)) dr (11)

en donde {W () },.p es el grupo de operadores unitarios sobre H® x H*
generado por —bM ~10,.
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Con las notaciones
G1 (@) = M 0, Fy (@) + My 0, Fy (i)
Gy () = My 10, Fy (@) + My 10, F, (i),
y escribiendo

M™Y0,F (@) := G (@) = (G4 (@) , Go (@),

Wi(t—7)G(@) = (Ey(t—7)+Ey(t—1)) G ()
+ (Bt —7) = Bz (t = 7)) Go ()

Wo(t—71)G(@) = (Br(t—7)—Ex(t—1)) Gy ()
+(E1(t7T)+E2(t*T))G2(ﬁ),

la ecuacién (11) equivale a las ecuaciones integrales

u(t)zwl(t)g—%/oWl(t—T)G(u(T),U(T))dT (12)

v =M F—5 [ Wal-nGu@ o) i (3)

Existencia. Consideremos el espacio X7 de las funciones vectoriales 4 €
C([0,T]: H® x H®) tales que

OQ?ETHW ~W® g

<& Z(0) =
HsxHs — H(ZSHHSXHS Y U(O) (b

con la norma

4l x, = sup 1@ )|l g s s -
0<t<T

Para cualquier 7' > 0, X7 con la métrica d inducida por la norma [|-[| .
es un espacio métrico completo.
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Definimos sobre X el operador
t
U (a)(t) = W(t)qg(x) — / W (t—7)M~'0.F (i (r)) dr, t€[0,T].
0

Entonces existe Ty € [0,T] tal que R (¥) C Xr,.

Veamos que existe T € [0,71] tal que ¥ : Xp, — X7, es una
contraccién. En efecto, si 41, s € X7y, entonces

1@ (1) (8) = W (@) ()]l oo

2 t
<y / M0, (Fi (@) - Fi (@), dr, (14)
jk=1"0
para cualquier ¢ € [0,77]. Para j, k = 1,2 la proposicién 5 implica
[M720, (F. (it) — Fi (i@2)|

l+a+26 ., S o
< B (Hul”stHs+||U2||HS><HS)Hul_uQ”stHs (15)

Hs

Por lo tanto, de las desigualdades (14) y (15) obtenemos,

W (dr) (t) — W (t2) ()] o =
t

<C [ (e + el ) 7 sup s (7) = B (e
0 T€[0,T4]

<4C H(EH Thd (i, 1s) . (16)

HsxH*
Como 4C ng_S'HH . T, — 0 cuando T} — 0T, sigue que existe Tp =
o x H

T (Hﬂ(ms> €10, Ta] con T < 72 (H“;HHWJ = Tl
HSxHS

queO<K:4CH(g‘

Ts < 1. Asi, concluimos que
H$xHS?

d (W (1), ¥ (i2)) = S [0 (1) () — W (d@2) (D) o pre < K (1, 12) .
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Unicidad. Si @y ¥ son soluciones del problema de valor inicial (1) — (3)
en la clase C1 ([0,T] : H® x H?®) con s > 0, entonces @ = @ — ¥ estd en
la misma clase y es solucién del problema

{ Ay (t) + bM 10,1 (t) + M 10, (F (@ (t)) — F (7 (t))) =0
w5 (0) = 0.

Asi,
w(t) = —/O W (t—71)M 10, (F(i(r)) — F(7(r))) dr

y procediendo como en la deduccién de (16), obtenemos

t
16 (1) | o < 8(1+a+B)M/O 1 (7)o i

donde M = max {[|@ (t)| ;= gg= |7 ()]l gy 5= - Usando la desigualdad
de Gronwall obtenemos que @ = v.

Suavidad del flujo. Tenemos que
®:¢eBr(0)— i€ Xs

en donde B (0) = {@ € H* x H® : ||| o sy < R}. Sea
A:(H°x H°) x X7 — X7}

definida como

A (5,17(15)) — ()~ W () (x) + /O W (t — 1) M~10,F (3 (7)) dr,
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donde
Gy (77(7') ) H) = hu (T)—i—%th—i—akv (T)—&—%er—&—ﬁku (T)+Bhv (T)+Brhk
Gy (17(7') , ﬁ) = ahu (T)+%T‘h2+kv ('r)+%rk2+ﬁku (1)+Bhv (1)+prhk.
Por lo tanto,
DA (ﬁ,ﬁ(t)) (ﬁ)

— /Ot W (t — 1) M~10, (R1 (@ (1)) - b, Ry (7 (7)) - H) dr

donde
Ry (¥(7))- h = hu (1) + akv (1) + Bku (1) + Bho (1)
Ry (3(7)) - h = ahu (7) + kv (1) + Bku (1) + Bho (7).
Tenemos,

/t Wt~ 7) M9, (B (5(r) - B (5(s) - F)
0

HsxHs*

< 2T (a+2B8+1) HEH sup |10 (7)ll e
HexH* r¢[0,T]

SCTHHH sup (17 () e oro -
HsxHs* T€[0,T] HexH

De este modo,

DA (5,17(1%)) 1 +/O W (t—7)M10, (Ry (¢(7)),Re (T (7)) dr
= I+B
||BH£(X;,X;) <L

por lo tanto, Ds A (q;, 17(15)) es invertible y la segunda asercién del teo-

rema sigue del Teorema de la Funcién Implicita. O
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5. Demostracion del Teorema 2

En esta seccion extendemos la solucién local dada por el teorema
1, usando una descomposicién de baja-alta frecuencia. Dado T" > 0 cual-
quiera, el objetivo es probar que a cada dato inicial (E € HSx H?, s>0,
corresponde una solucién tnica del problema (1) — (3) que pertenece a
la clase C ([-T,T): H* x H®), y que depende continuamente de 5 Por
el teorema 1, este resultado es claro para datos iniciales suficientemente
pequenos en H® x H®. Por otra parte, como la unicidad y la dependen-
cia analitica de la aplicacion flujo respecto de los datos iniciales, son
propiedades locales en el tiempo, el tema es probar la existencia de una
solucién de (1) — (3) que corresponda a los datos iniciales de tamano
arbitrario.

Dado T > 0 fijo, descomponemos el dato inicial ¢ = (¢1,02) €
H® x H?, 0 < s <1, en baja frecuencia y alta frecuencia por

o1 (@) = (vigendr (©) @)+ (xiepndr ©) @) = bu (&) + 610 (@)

y

\

02(2) = (xigex s (©)) (@) + (Me=n ©) (@) = b (1) + 624 (2),

en donde N > 1 es tal que

Z/>N 1+€

) |6 ) de T2

2
Tal N existe puesto que (1 + 52)5 ‘d)j (f)‘
grables. Asi fijado N, tenemos

, j = 1,2, son funciones inte-

‘5 = (Z_;b + an
con q_gb = (P1p, P2p) ¥ (Ea = (@14, P24)-
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Proposicion 6. Dado T > 0 cualquiera, para (Ea = (P14, P2q) € H® X
H? 0<s<1, la solucion local i, del problema

(17)

MOy (1) + b, (1) + 0,F (i (1)) = 0
ﬁ(O) = Qa,

con o = f3, dada por el teorema 1, se extiende a cualquier intervalo de
tiempo con i, € C ([-T,T]: H® x H®).

Demostracion. Considerando que oo = 3, multiplicando la primera ecua-
cién del sistema en (17) por u, la segunda ecuacién por v e integrando
por partes respecto de la variable espacial obtenemos

a, /R [u2 + 02 4 (Bpu)® + (020)* + 2a (Dpu) (33611)} dz = 0.
Integrando desde 0 hasta ¢ conseguimos
/]R [ug + 0% 4 (0pu)® + (0,0) + 2a (Byu) (&Ev)} dx
= /R (60 + B3+ (02610)° + (92620)° + 20 (D 610) (9r20) d.

La desigualdad de Hélder y la desigualdad 2zy < z2 + y? valida para
cualquier par de niimeros reales x e y implican

/R [uQ + 0?2 + ((%u)2 + (8951))2} dx

1
1 i_ Z /]R [¢?a + ¢§a + (am¢1a)2 + (8:1:(;5211)2} dx.

<

dado que a € [0, 1]. En consecuencia, existe una constante positiva C' tal
que

Ga

ol <€ |6, 00

Seaq_b)aEstHsy

T, =sup{T > 0: existe @ : [0,T] - H® x H® solucién tnica de (17)}
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y supongamos que T, < +o0o0. Por un procedimento usual @ se extien-
de como solucién de (17) al intervalo [0,7, + AT}, lo que contradice la
definicién de T,. Procediendo de manera similar, podemos extender la
solucién del problema (17) a cualquier intervalo de tiempo [0,7] en un
nimero finito de pasos. O

Consideramos el problema con coeficientes variables

{ M3yt (t) + bdyit (t) + 0, F (i (1)) + 9, L (i, () , 7 () =0 a8)

@(0) = ¢,

donde @ = (u,v), F = (Fy, F3) es dado por

1
F(0) = §u2 + %1}2 + auv
1
F(a) = %ug + 57)2 + auv.

y L = (Ly, Ls) es dado por

Ly (g, ) = uqu+ augv + avgu + augv
Lo (g, @) = augu+ v,v + augu + qugv.
Si existe una solucién @, del problema (18) en C ([-T,T]: H® x H®),

entonces 1, +1ip, serd solucién del problema (17) en C ([-T,T] : H® x H®)
y el teorema 2 quedard demostrado.

Proposiciéon 7. Dado T > 0 cualquiera, si 5 € HOxH?, 0<s <1,
existe una solucion unica @y € C ([T, T : H* x H*) del problema (18).

Demostracion. La existencia y unicidad de 4, € C ([-T1,T]: H® x H®)
se obtiene como en la demostracién del teorema 1.

Para concluir la demostracién necesitamos demostrar un estimado
a priori. Multiplicando la primera ecuacién del sistema en (18) por up,
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la segunda por v, e integrando por partes, como en la demostacién de la
proposicién 6, obtenemos

Or (1ol s + 20 (i, ) 12 ) < Co il e 151
Integrando desde 0 hasta t, como 0 < a < 1 obtenemos

[y (£)|[571  111
< 2a |(Ozuyp (1), Opvp (1)) 12| + Ch

t
. . 2
+Co [ (g 1 () s
t
L, 2 " _ 2
< alldy ()1 +C1+ 02/0 [da (Tl 2 2 N (7)1 s o AT
Por lo tanto,
2 ~ =~ [ 2
[ (D)1 < C1 + 02/0 o (T)l| L2 2 N6 ()52 g1 A7
Por la desigualdad de Gronwall

t
Iy (O30 g < G exp (02 JNCAGI dT)

lo que concluye la demostracién. O
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Abstract

It is proved that the initial value problem for a system of two Benjamin-
Bona-Mahony equations coupled through both dispersive and nonlinear
terms is locally and globally well posed in the Soboloev spaces H® x H?®
with s > 0.
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